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Krnig^  JBeöbaeiitdDgeti  iinci   Beni^k*kiiiigen  über   Per- 
,    aonaldifferen^.. 

Herrn' Doctor  Julius  Harimann, 
Lehrer  um  GyiunaniDiii  xa  Rinteln. 


Wenn  xwei  Beobachter  plOt^iiche  PhSDomene  —  z,,  B,  Licht- 
Mitee  (Pulver*  oder  üdiOtrop-fSigDale)  oder  Sterodurcbgäuge  u.  4gl*  t 
im  einer  uod  d^^retolbe»  Secuedenubr  und  überbaupt  uoler  scioet 
.^leiclito  Umetänden  beobachten,  so  zeigt  sich  bei  Vergleichung 
«l«r  Zeitangabe,  zu  welcher  Jeder  das  Phänomen  gesehen  haben 
%\tU^:eiiie  Verschiedenheit,  die  von  der  Individualität  des  Be- 
obaebters  «bb&sgt  und  die  man  Personaldifferenz  ^u  nennen 
vorgeschlagen.  Sie  kann ,  natfirlich  i^bgesehen  von  zufälligen  greis- 
Koren  Irrthfimern,  ffir  einzelne  Beobachtungen  mehr  als  eine  halbe 
»ü^ecunde  betragen ,  im  Mittel  aus  einer  Reihe  Beobachtungen  aber 
leicht  bis  zu  mehreren  Zehntelsecunden  sich  belaufen. 

Fragt  man  nach  den  mOglicIien  Ursachen  dieser  Erscheinung, 
so  bieten  sich  zvniächst  im  Allgemeinen  folgende  dar: 

'])'  Unsicherheit  der  fieobachfungen.  Die  pldtzliehen  Phä- 
nomene fiberraschen  den  Beobachtet,  auch  wenn  er  sie  mit  Atif- 
nerlrsämkeii  erwartefv^ininier  mehr  oder  weniger.  Die  freie  Btt- 
thellung  der  SecuAde  tn'feleinere  Zeitintervätto  und  AbscbStznng 
der  vor  und  nach  'dem  Erscheinen  des  Phänomens  veygciDgeiaen 
Secun^entheile  aus  der  Erinnerung  erfordert  grosse  Ruhe  und  Auf- 
merksamkeit. Eine  gewisse  Unsicherheit  wird  selbst  bei  grosser 
Uebuoj^  nicht  ganz  verschwinden.  ^—  Die  aus  dieser  Quelle  stam- 
n^euden  DiCere.fizen  frerden  |lurch  Vermehruqg  der  Beobachtuo- 

llicii  XXXI.  1 
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gen  bekanntlich  mehr  und  nielfr  aus^jieglichen ,    um  ein  etivatges 
consfanterea  Element  mehr  und  mehr  hervortreten  zu  laaaen. 

2)  Verschiedene  Gewöhnung  in  der  Schätzung,  vvHibei 
natiirlich  wenigstens  die  eines  Beobachters  unrichtig  ist.  Freilich 
konnte  auch  jeder  Beobachter  nach  seiner  Weise  genau  beobach- 
ten, der  eine  aber  den  Anfang ,  der  andere  das  Ende  oder  die 
IVlitte  der  scheinbaren  Dauer  des  Licht-  oder  Schalleindracks  fixi 
ren.  —  Eine  solche  verschiedene  Gewöhnung  wfirde  durch  grössere 
Uebung  immer  fester  und  dann  mit  eine  Quelle  einer  Consta n- 
ten  Personaldifferenz  werden. 

,  3)  IS^ lloiMite  aber  aqf^fsifie  Urj^ycbe  jii,iier  F^ffqUeden^i  Orga- 
nisation des  Auges  oder  Ohres  der  Beobachter  liegen.  ^Bei  dem 
einen  kannten  die  Zeiten,  welche  vergehen ,  bis  das  gehörte  und 
bis  das  gesehene  Phänomen  zum  Bewusstsein  kommt,  von  den 
entsprechenden  Intervallen  beim  andern  Beobachter  verschieden  sein. 
Auch  diese  Ur^^cbe  würde  eine  Constanj^  der  P^rsonaldifferen^ 
bedingen. 

Bei  wichtigeren  Beobachtungen,  zu  welchen  verschiedene  Beob- 
achter beitragen,   müssen  die   Angaben  auf  einen  einzigen  redn- 

'cirt  wefd^;  weshalb  die  Beöbacliter  an  einek'  'R«lhe'  Mtfücher 
Pbfifiöhiefife  Ihre  Personaldifferenz  zu  ermitteln  |i#eg«a.    Sfnd^le 

^  Beebachfimgen  an  versöhiedenien  Orten  gemacht;  so  kommen  spä- 
ter die  Beobachtet  persönlich  zusammen,  um  sich  zu  vef|;;Meii^n. 
-7-  Es  bleibt  aber  dikfin  die  Frage*,  ob  die  Personafdlfferenz  hei 
diespr  späteren  Vergleichfmg  nnter  vielleicht  gelinderten  geisftgen 
und  korperlicbeif  CmstäAden  noch  dieselbe  iet,  wie  sie  wilirend 
der  Beobachtungen  selbst  stattfatid. 

Hls  m.Qssten  eigentlic|i  zvyiscbeii  den  wirklichen  Beobachtungen 
auch  Personaldifferenz -Bestimmungen  gemächt  werden. 

Ui^s  wäre  trotz  der  Entfernung  der  Beobachter  möglich,  wenn 

JecTrr  Beobachter  zwischen  seinen  BeobäcMungen  sich  gleichsam 

mit  „der  Wahrheit*'  vergliche,  d.h.  Beobachtungen  an  ^inem 

-iKstrimiaBte   anstellte,    welches  d^a   eigentllshen  Beolbuchtongen 

.sehr  ähnliche  Beobachtungen  gestattete,  und  sied.  —  von  einem 

debäUeo  ^  so  stelIeD  Ueas,   dass  zu  einer  bis  aaf  wenigsten/s 

emge  Huaderlcjeeoinden  genau  bestimmten  Zeit  c«yischen  zw^i 

-Uhi^hlägen  ,ein  plöhtlkhes  Phänomen-  an  ihm  erscheint 

Ein  solches  Instrument  wffrde  neben  dem  eben  angedeuteten 
'Äwecke  —  die  relative 'Personaldifferenz  (Differenz  zwischen  zwei 
"Benbnchteni)  während  der  Beobachtungen  setbist  durch  Vermittelung 
der  absoluten  (Abweichung  des  Beobachters  tod  den  Angaben 
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de«  Insfniraeiite}  su  «rforseben,  *-  auch  einem  angebende«  Be^ 
achter  adtzliclif  Dieoate  leiaten,  lodern  ea  ihm  bei  «einen  Ueknui- 
gen  auf  einfache  Welse  auch  die  Kenntnisa.  aeiner  Fehler  ||;ftb6^ 
was  bei  andern  Beobachtungsueisen ,  s.  B.  am  Katerachen  Feder- 
pendel oder  an  Lichtblitzen  mit  einer  Lampe,  nicht  der  Fall  ist. 
Ja,  ea  wurde  ihm  auch  eine  richtige  Geiviibnung  verschaffen,  denn 
wenn  z.  B.  das  Phfinomen  sehr  oft  hintereinander  zu  derselben 
Zehntelaecimde  eraebeint,  so  wird  sich  der  Gesaromteindruck  der 
Attfelnandeyfolge  Tom  Secundenschlag  and  Phfinomen  dem  Beob- 
acfiter«M>  einprägen,  dass  er  Ihm  gleichsam  zur  andern  Natur 
wird;  kura  ea  wfirde  gleichsam  die  Dienste  eines  aufmerksamen 
Exercltieumeiatera  vertreten.  Auch  der  gefibte  Beobachter  tvfirde 
dadurch  auf  directe  Weise  einen  Anhaltepnnkt  erbalten,  wie  genau 
er  sich  etwa  an  einem  bestimmten  Tnge  in  seinen  Beobachtungen 
der  Wahrheit  anzuschllesseo  pflege-  —  Andemtbeils  aber  wurde 
es  aoeh  leichtern  Aufschluss  versprechen  über  einige  interessant^ 
psychologische  Erscheinungen. 

Im  Folgenden  erlaube  icb  mir,  die  Beachreihuog  eines  solchen 
Instramenta»  wie  ich  es  mir  habe  anferti^a  lasseu^  und  einige 
damit  aogeatellte  Beobachtupgen  als  vorläufige  Kotizeo  vorzulegen. 


Beaebr^ibuog   des   Instruments. 

Unter y   zwischen  und  über  zwei  starken  Measingplattcn  *)  von 
etwa  8  Zoll  Durchmesser  findet  sich  zunächst  eine 

schlagende  und  zeigende  Chr. 

1)  IHiftels  eines  Centrifugalpendets  wird  die  vertikale  Axe  au 
(Taf.  L  Fig.  ].),  die  Secundeaaze,  ia  gleichmfissige  Rotation  veraetzt. 

2)  Diese  Axe  trägt  bei  i$  eine  horizontale  Scheibe,  die  nach 
eiaer  Windung  einer  archimedischen  Spirale  (Taf.  I.  Fig.  2.)  aus- 
geacbnitten  ist  Auf  deren  Rand  gleitet  der  Haken  p  des  Arms 
ropp  der  um  eine  Axe  bei  o  drehbar  ist  und  von  einer  Feder  / 
angedrückt  wird ,  um  bei  jeder  Rotation  der  Secundenaxe  von  die« 
ser  binweggehoben  zu  werden  und  vom  Absatz  der  Spirale  wieder 
abzugleiten.  Bei  diesem  Abgleiten  schlägt,  ehe  der  Haken  p  die 
der  Axe  nähern  Theile  der  Spiralscheibe  erreicht  (um  die  Zapfen- 
locher der  Axe  nicht  zu  verderben),    der  Stift  t  auf  daa  Metall- 


*)  Taf.  1.  Fig.  15«  HorSfontalpriuectiAD  de«  Rftderwerka  Ewucben  dea 
Piatteo  wif  die  Uaterylatte  ÜL.    Taf.  I.  Fig.  16.  HorisontaiprijectioB  des 


!       HMlerweriis  öb^r  der  pberplatte  00  auf  di««e. 
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«ftek  r*  im^  gibt  einen  T<^n,  ähnlich  dem  gew9hrilii;hen  Secun- 
d^inschlag  einer  Pendeluhr;  »n  dass  also  reeelmffsfsig  Seciinden- 
«chläge  gehört  vierden. 

3)  Der  Hamiherarni  6p  trägt  bei  t  noch  einen  Ansatz,  der  im 
Augenblick  defl  Anschlags  von  r  an  r' ,  also  der  Entstehung  des 
Schalls  einen  andern  Theil  (s.  Taf.  1.  Fig.  15.)  auslost. 

4)  Bei  c  (Taf.  (.  Fig.  1.)  trägt  die  Secundenaxe  einen  Trieb, 
in  welchen  ein  Znischenrad  B  und  in  desseo  Trieb  das  Minuten- 
-rad  M  eingreift.  Die  Aze  dieses  letztern,  mm^  trägt  oben  ekien 
Zeiger  %^.  der  über  dem  Zifferblatte  ZZ^  welches  in  60  Tbeile 
getbeilt  ist,  die  einzelnen  Secunden  anzeigt.  Ein  Spiegel  D  (Taf.  I. 
Fig.  15.),  unter  45^  gegen  den  Horizont  geneigt,  gestattet  das  Zif- 
ferblatt>  statt  von  oben,  von  der  Seite  zu  betrachten. 

5)  In  den  Trieb  der  Minutenaxe  greift  ein  Rad  mit  dem  Feder- 
haus F  (Taf.  I.  Fig.  15.)  und  der  weitern  gewöhnlichen  Einrichtung 
zum  Aufziehen. 

6)  Die  Axe  des  Minutenrades  trägt  oben  noch  die  Scheibe  ^S 
(Taf.  1.  Fig.  1.  und  Fig. 3.),  welche  an  ihrem  Umfange  zwei  aufstei- 
gende schiefe  Ebenen  mit  Absätzen  er  und  t^  hat,  auf  denen  ein 
federnder  Hammer  q  (Taf.  1.  Fig.  5.)  während  einer  Minute  zweimal 
gehoben  wird  und  zweimal  in  Intervallen  von  30  Secunden,  allemal 
zwischen  zwei  Secundensch lägen  herüittergleitety  z.  B.  zwischen 
dem  59sten  und  60sten  und  zwischen  dem  29sten  und  30sten  Schlage. 

7)  Ein  an  der  Secundenaxe  befestigtes  Rad  C  (Taf.  I.  Fig.  15.) 
greift  weiter  in  den  Trieb  der  Sirenenaxe  n  ein ,  welche  oben  eine 
Scheibe  Q  (Taf.  I.  Fig.  16.)  mit  100  gleichweit  entfernten,  nahe  am 
Rande  in  der  Peripherie  eines  Kreises  befindlichep  Löchern  trägt. 
Ueber  diesen  f^Ochern  endigt  ein  kleines  Blaserohr,  um  bei  der 
Umdrehung  der  Sirenenscheibe  einen  Ton  entstehen  lassen  zu 
können.  Die  Sirene  dient  zum  Erkennen  des  gteichmässigen  Gan- 
ges des  Pendels.  So  fange  der  Ton  noch  auf-  und  niederschwankt 
ist  der  Gang  m^ch  ungteichmässig. 

S  t  e  11  's  y  8  t  e  m. 

S)  Das  Getriebe  der  Secundenaxe  bewegt  weiter  ein  Zwischen- 
rad V  (Taf.  1.  Fig.  15.  und  Fig.  4.),  welches  wieder  in  das  Getriebe  g 
der  Steliaxe  eingreift.  Diese  Axe  dreht  sich,  da  ihr  Trieb  dem 
der  Secundenaxe  gleich  ist,  also  auch  in  e4ner  Secunde  mit 
gkichmässiger  Geschwindigkeit  herum.  Sie  lässt  sich  Ton  einem 
unter  der  Unter|>latte  befestigten  drehbaren  Arm  AÄ  (Taf.  i.  Fig.  15. 
und  Fig.  4.),  der  mit  einer  schiefen  Ebene  endigt,  auf  welcher  da« 
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Ende  der  Stellaxe  mlit^  senken  und  beben,  so  dass  ibr  Getriebe 
mit  dem  Rad  V  in  Berfibruug  oder  ausser  Berührung  l^ommt» 
»e  also  an  der  Bewegung^  l[!he\\  nimmt  oder  unabhängig  davon 
bleibt.  Sie  trfigt  ober  der  Oberplatte  eine  Scheibe  //  (Taf.  1.  Fig.  4.) 
mit  einen  Kreis  voll  dicht  an  einander  sfehender,  nach  oben  sich 
conisch  erweiternder  Löcher  ^  in  welche  eine  stumpfe  Spitze  a 
einfallen  kann. 

9)  Dm  das  Ober  der  Locherscheibe  hervorragende  Ende  der 
Stellaxe  ist  ein  Kohrstuck  j3  (Taf.  I.  Fig.  4.)  drehbar,  das  unten 
eine  leichte  Scheibe  von  Kartenpapier  pp  von  circa  3  Zoll  Durchmesser 
trägt.  Diese  Scheibe  ist  am  Rande  (Taf.  1.  Fig.  13.  und  Fig.  16.) 
in  100  Theile  eingetheilt  und  von  S  zu  5  Theilen  numerirt.  An 
einem  aussen  befestigten  Zeiger  |  gleitet  al^o  von  dieser  Thei« 
long,  wenn  die  Scheibe  mit  rotirt,  ein  Theil  in  je  einer  Hunder- 
telsecunde  vorüber. 

10)  Um  ß  (Taf«  L  Fig.  4.)  ist  ein  weiteres  Rohrstück  y  dreh: 
bar,  an  welchem  ein,  hei  e  sehwach  nach  oben  federnder  Arm 
eh  festsitzt,  welcher,  die  stumpfe  Spitse  a  trägt  eud  nach  oben 
zurdckgebogen  in  das  Knopfchen  h  endigt.  Durch  Anziehen  der 
Druckschraube  B  kann  y  mit  ß  fest  verbunden  werden. 

11)  Die  Papierscbeibe  ist  Aber  den  Löchern  der  Scheibe  // 
ausgeschnitten.  So  dass  sie  gleichsam  aus  zwei  concenfrisehen 
Ringen  besteht,  die  nur  durch  drei  schmale  Streifeben  mit  ein- 
ander verbunden  sind,  so  dess  der  Arm  eh  auf  jede  Nummer  ge- 
stellt werden  und  dabei  der  Stift  <s  zwischen  der  Papierscbeibe 
hindurch  immer  auf  ein  Loch  der  LOcherschelbe  //  treffen  kann. 

12)  Bei  o  (Taf.  !.  Fig.  16.)  hat  der  äussere  Papierring  eine 
kleine  Oeffnung,  welche  sich,  wenn  die  Papierscheibe  mit  ihrem 
Nullpunkt  am  Zeiger  |  steht,  gerade  über  einer  correspondirendeo 
Oeffnung  in  der  Oberplatte  befindet. 

13)  Unter  diesjer  Oeffnung  der  Oberplatte  ist  ein  kleines  Spie- 
gelchen unter  45^  befestigt,  welches  das  Licht  einer  Lampe  £, 
die  zur  Seite  der  Uhr  gestellt  wird,  durch  diese  beiden  Oeffnun- 
gen  nach  oben  sendet,  so  dass  man  von  oben  eine  rund^  Licht- 
stelle  sieht  Durch  einen  Spiegel  />',  unter  45^  gegen  den  Hori- 
zont geneigt,  erblickt  man  die  Lichtstelle  von  der  Seite.  Bei  der 
Rotation  der  Papierscheibe  wird  diese  das  Licht  verdecken,  bis 
bei  dem  jedesmaligen  Vorbeigleiten  Ihres  Mittelpunktes  vor  dem 
Zeiger  |  ein  kaum  0^,01  dauernder  Licbtblitz  erscheiht; 

14>  Stellt  man  nun  die  Papierscheibe  z.  B.  so  fest,  dass  der 
Zeiger  $  auf  36  derselben  zeigt,   und  ßngt  sie  genau  mit  einem 
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vollen  Secundeosi;hta^  an,  an  der  Bewei^unjg:  ThHI  zu  ncifiniefi, 
80  werden  von  diesem  8ecundenschlag  an  noch  ;ß  Hundorteljiecaiid^n 
verfliesseuy  bis  ihr  Nnllpunkt  an  den  Zeiger»  d.  h.  ibre  Oeffnung 
aber  die  Lichtstelle  kommt,  bis  also  der  Lichtblifz  erscheint. 

lö)  Dm  aber  zu  bewirken,  dass  die,  erst  ruhende,  Papi^r- 
scheibe  gerade  mit  einem  vollen  Secundenschlag  anföjpgt  zu  rotiren, 
dreht  sich  um  eine  auf  der  Oberplatte  senkrecht  stehende  Axe 
(Taf.  1.  Fig. 5.)  eine  Hülse,  an  welcher  einestbeils  ein  nach  oben 
federnder  Arm  qy,  anderntheils  der  unbiegsame  Arm  xn  befestigt 
ist  Das  Ende  q  gleitet  auf  den  Spiralen  der  Minutenaxe  (Taf.  1. 
Fig.  3.)»  wird  bei  der  Umdrehung  der  Minutenaxe  gehoben  und 
föilt  zwischen  dem  59sten  und  60sten  oder  29sten  und  SOsten  Se- 
cundenschlage  vom  Absatz  a  resp.  a.''  herunter.  Ist  q  Ober  die 
Hälfte  der  Hohe  der  schiefen  Ebene  von  jS  aufgestiegen,  so  geht  — 
zwischen  der  48sten  und  60sten,  resp.  18ten  und  SOsten  Seeunde 
einer  jeden  Minute  — >  der  Ansatz  <  am  Bammer  op  (Taf.  L  Fig.  2. 
tind  Fig.  5.)  unter  q  weg,  ohne  es  aiu  treffen';  Ist  aber  q  abge^ 
fallen  und  noch  nicht  ho<;h  genug  gestiegen,  so  wird  es  von  ^'zm 
Seite  gestossen. 

16)  Die  Vertiefung  n  des   Arms  xn  (Taf. I. Fig. 4.,  13.,  16.) 
^  ^ird  nun  zwischen  der  48sten  und  ö9sten,  resp.  ISten  uvd  20sten 

Seeunde  —  ivenn  q  von  t  nicht  mehr  berührt  wird  -^  unter  das 
Kniipfchen  h  gebracht,  wobei  k  etwas  emporgehoben  wird  und  die 
Spitze  <s  ausser  Berührung  mit  der  L«#eherscheibe  kotorot  —  Daijn 
wird,  wahrend  die  Stellaxe  mit  rotirt,  die  Papierscheibe  aber  noch 
ruht,  zwischen  dem  59sten  und  60sten,  resp.  29sten  und  SOsten 
Secundenschiage  q  von  a  resp.  a'  herunterfallen,  mit  dem  60sten 
resp.  SOsten  Schlage  aber  q  zur  Seite  und  somit  tc  unter  h  we^- 
gestossen ;  der  Stift  <T  fallt  in  das  gerade  darunter  befindliche  Lo<'h 
der  Lucherscheibe,  und  die  Papierscheibe  füngt  mit  einem  vollen 
Secundenschiage  an,  an  der  Rotation  Theil  zu  tiehnten. 

17)  Die  Manipulationen,  die  der  Gehdife  also  zu  hia6hen  bat, 
sind  folgende  (die  Uhr  sei  im  Gange):  ' 

1)  verschiebt  er  den  Arm  A^  so  dass  dessen  schiefe  Ebene 
die  Stellaxe  hebt,  somit  diese  samt  der  Papierschetbe 
vom.Dhrwerk  unabhängig  wird; 

2)  löst  er  mit  einem  Schraubenschlüssel  die  Schraube,  i ; 

'  •  .3)  hebt  er  beim  Haken  h  die  Spitze  o  ^us  der  LdcbecacJpi^ibiQ^ 
dreht  das  Stück  y  so,  dass  h  as  seinem  richtigen  PUts 
über  der  Vertiefung  n  steht,  und  dreht  die  Papierscheibe 
bis  MC  mit  dem  fraglichen  Hundertol  (z.B.  0^,!te),  bei  wel- 
chem der  Blitz  erscheinen  scril;  äiti  2eigöt  |  steht';  --     - 
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>    4)  Millieciit  er.  di^  Scbravhe  ^,  v^odHüfh  ^  mU  s^Q/e^m  Axf 
eh  fest  mit. der  Papi^rcKfaQib«  verbunden  wjrd<^ 

Dann  bringt  er 

5)  z#fecften  46^  und  W  re^p.  z«r)6ehen  IS'^'ülid^^  dte^Ein- 
biegdD^  TT  tTes  Arms'  ufit  unter  A,  schiebt  "    • 

6)  dei(  Ann  2I  zurück,  so  dass  die  Stellaxe  mit  rotlrt  (oFH)e 
die.  Papier8che|be}  entfernt  sich  und  schreibt  den  Stand  auf. 

Dapo  erscheint  der  Licbtblltz  um  W',35  resp.  SO^'^SS  ^>  Diese 
eecJhe  Geschäfte  können  bequem  in  3  bis  4  Secunden  beendet  wer- 
den. Uebrigens  braucht  man  den  Lichtblitz  nicht  immer  zwischen 
der  Ote^i  und  Isten,  resp.  SOsten  und  Slsten  Secunde  erscheinen 
stt  lassen,  denn  —  auch  zu  andern  Zwecken  (s.^JÜ))  —  ist  weiter 

18)  uro  eine  aur  Oberplatte  eenkrechte  Aze  ein  ieitihtes  fi^AH 
(Taf.  I.  Fig.  16.)  von  etvra  3  Zelt  Durohroeaser  drehbar»  deaeen  Zähp« 
in  ein ,  an  /?  (Taf.  I.  Fig«  4.)  aitzendea  Getriebe  eingreifen.  Difi 
Fliehe  dieses  Rade«  hat  eine  Oeffnung  «'»  vrelche  bei  der  Dia-« 
drehiing  desselben  einmal  gerade  aber  die  beldea  Qeffaiingen  ia 
der  Oberplatte  und  der  Papierscbeibe  gelangt msd  darin  dem  Lichte 
freien,  Durchgang  nach  oben  gestattet.  Da  es  erst  in  8  Secupden 
einen  Urogaa|f  macht,  so  wird  der  Lichtblitz  noch  eine  Anzahl 
ganzer  Seounden  (unter  8),  Je  nach  der  Stellung  dieses  Ilades^ 
die  auch  anginem  Zeiger  01  (Taf*  I.  Fig.  16.)  abgelesen  wird,  zu- 
rückgehalten, bis  er  zuerst  erscheint.  Der  Gehülfe  wird  also  die 
Muglicbkeit  bähen«  den*LichtbHtz  zu  jeder  auf  ein  Hundertstel  Secunde 
angebbareu  Zeit  zwischen  0'',00und,8'',0p,  resp.  30''^00  und  38^^,00 
anftauchen  zu  lassen.  (Wollte  man  aus  irgend  einem  Grunde  die 
hier  ausgesehlo^eei^en  Secunden  zur  Erscheinungszeit  wählen,  so 
brauchte  man  nur  den  Zeiger  z  zu  verstellen.).  Die  dazwischen 
li^enden  Zeiten  sind  zu  der  neuen  Stellung  mehr  als  hinreichend, 
von  8"  bi/^  18'^  zu  dea  Geschäften  J)  bis  4);  von  18''  bis  29^^  zu 
den  Geschäften  .5)  und  6)»  wo^u  jetzt  als  7tes  noch  die  Notirung 
im  Tollea  Secunde,  am  Zeiger  m  abzulesen,  keramt. 

M)  Aach  'Ohne  Gehfilfen  4cann  man  sieh  sei  bat  atellea,  dami 
beobaetitea  aad  Hinterher  den  Stand  dee  Inatrumente  ablesen.  Man 
maaa'Oiir  ^>*  daa  Auge  etw«  In  die  Ebene  der  Papierachelbe  .ge- 
ballaii«  ae  daas  man  die  Zahlen  aiehlalafct,  — ^  Mindatellen»  naoH 
der  Beobachtung  das  Stellwerk  mittels  dea  Arma  .^  aualdaeirtund 
h  wieder  an  seine  Stelle  Aber  n  bringen  **),  um  wieder  denselben 


3  Und  Too  da  an  jede  folgende  Secunde  am  daiutelbe  HunderUtei. 
)  DM  ieC  «och  nieht  einmal  nothig,    wenn  man  «ich   gemerkt, 
dsiir  dt^rAVttfeA'ladlMer^ellnag  immer  12  Theil«tHche'voD$  eiftfemt  «t^t' 
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Theilstrich  bei  |  ed  findeti;  Will'maii  Bäcf»'ilie  vhHe  ISpeeuiifle  con- 
troliren,  so  legt  man  auf  daa  Rad  R  bei  dehpZeiger  m  ein  Ideine« 
Papierstdckcben.  ,,  - ; 

.  90).  Uqi  idep^'l^cbtpunfct  bei  aeineni^^C^tHshelnen.  nipfit-  au  ver- 
febleo,  wird  in  eij^iger  Entfernnng  vom  Instrument  .^in^jK^rtenblatt 
mit  einer  Oeffnung  auf  einem  Stativ  so  gerichtet,  dass  man  durch 
diese  Oetfnung  gerade  den  Lichtpunkt  im  Spiegel  /)'  seb^n  und 
zugleich  auch  die  Secunden  im  Spiegel  D  ablesen  kann. 

21)  Die  Papierscheibe,,  so  wie  das  tlad  l?i  sind  sebr  leiclit, 
so  dass  der  Gang  des  Uhrwerks,  das  eine Pehdelkugel  t^on  OJ  Pfund 
bat,  durch  das  plötzlich  eintretende  Mitrotiren'  derselben  fast  galr 
nicht  alterirt  wird.  Doch  kann  es  jedenfalls  nichts  Iscbadeo,'  wenn 
der  GebOlfe  den  Blitz  erst  wenigstens  3  Secunden  nacb'(K' res'p.'GO^ 
erscheinen  iMsst,  damit  sich  4vr  Gang  sieber  >volklSiidig  beruhigt 
habe.  Etwa»  merklicher  ist  die  Alteration  beim  Einfall  der  gati* 
sen  Stelhixe,  weshalb  es  gut  ist,  den  Arm«  A  so  fr  Ob  als  mliglicb» 
also  schon  bei  10"  redp.  40^  zurüokrasdiiebeili  Uebri^ns  geht 
das  Uhrwerk  auch  hier  schon  nacb  3  bis  4  SecondeD  mit  der 
nßtbigen  GleicbmJissigkeit  weiter. 

22)  Um  den  Sterndurchgfingeft  Sbnliche  PhSnomei^'e  2ü 
erhalten,  brachte  ich  auf  das  oben  schwarze  Rad  R  eine  kleine 
Stahlperle,  die  von  einer  seitlichen  Lampe  oder  deni  TagesTich'te 
beleuchtet  wurde  Darüber  ist  in  der  Richtung  eines  Radius  ein 
weisser  Faden  nn  (Taf.L  Fig.  )6.)  au5:gespannt,  unter  Welchem  der 
Lichtpunkt  vorbei  wandert.  Beobachtet  würde  das  Sternchen  €»nt- 
weder  mit  freiem  Auge  durch  das  Kartenhlatt  oder  einem  astro- 
nomischen Fernrohre  von  etwa  zwei-  bis  dreimaliger  Verklei- 
nerung; statt  des  Fernrohrs  auch  wohl  mit  einer (ToigtlUndersch^ti) 
Camera  obscura,  auf  deren  matter  Scheibe  sich  diese  Durchgänge 
sehr  zart  ds^rstellen.  Stern,  Faden  und  Fernröhr  wird  im  Anfanget 
so  gestellt,  dass  wenn  der  Nullpunkt  der  Papiersebieibe  am  H^h 
ger  I  steht,  der  Stern  gerade  unter  dem  Faden  erscheint.  'Durbh 
Entfernen  oder  Nähern  des  Fernrohr«  oder  der  Camera,  Vei^s'cbip- 
ben '  der  Perle  am  Mittelpunkte  deis  Rades  ferrier  oder  nfiher, 
lassen  sieh  verschiedene  Dorchgaogsgescbwindigkeltefl  berverbriiK» 
gen,  um  der  verschiedenen  Vergrosserung  der  Passage-Inatmment- 
Fernrobre  und  der  vel*sebiedenen  •  Deelination  der  beobachteten 
Sterne  nah  zu  kommen.  .  .         .    .     r .' 

Pendel. 

2?)  Unter  der  Unterplatte  ist,  ein  starker  Bögel  flE  (Taf.  L 
Fig.6<)  befestigt,, 4ler  das  Lager  für  da^  .UmdrebungysyAtem  den 
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PescM«  trügt.  Dito  PeiNidstatig«»  ciNa  1&  Zi^l'Ung,  endet  oben 
in  ein  pcAirtes  Ett4e>,  d»«  in  ilUis  Ifir^Mförmig  gebfogeno,  an  der 
äeeundtiiase  feat^UK^nde  Riime  ^01  (Taf.l.Fig,6.  und  Fig.  8.)  faasf. 
Zwri  Zoll  von. oben  «iUt  der  Ansatz  m  mit  den  zfvei  StahUpitzen 
f^  und  p";  die  in  den  /Vertiafonj^eD  l  und  S  ^ler  beweglichen 
StaUplatte  r  (Tat.  I.  Fig.  9.)  riiäen . 

24)  Die  Stahiplätfe  r  (Taf.l.  Fig.  9.)  hat  unten  zwei  fthnliche 
Vertieronge»  3 'u»d  4,  mit  ire4eben  aib  auf  den  Stiften  q'  ond  q" 
sHiw^bt.  Die  vier  Vertiefungen .  liegen  natflrlich  M  0,  90,  180 
and  270  efnea  Kreises. 

25)  Die  Stifte  q*  und  q^  stecken  ih  einer  Measingplatte  FF» 
welche  durch  vier  Stellschrauben  nach  vorn  und  hinten«  rechts 
ond  links  verstellbar  ist. 

26)  Das  ganze  Uhrwerk  ruht  auf  einem  Gestell  von  Schmiede- 
eisen mit  drei  Ffisseu  (Taf.  I.  Fig.  7.) ,  an  denen  sich  Fussschrau- 
ben  mit  Gegenscbrauben  befinden.  In  der  Mitte  der  die  drei 
Fu88e  verlnudenden  Stangen  ist  ebenfalls,  durch  drei,  Schrauben 
verstellbar  eine  Platte  w  mit  eii^iero.  oben  in  eine  Spitze  endigen- 
den Stift  kt  der  vertikal  unter  die  Pendeistange  gleichsam  als 
deren  Verlängerung  gebracht  it erden  kann. 

27)  Eine  Schraubenmutter,  um  diesen  Sttflt  schianbbar,  um- 
fassf,  in  die  Höbe  ^geschr^ubtt,  die  untere  Spitze  der  PendeUtange» 
um  diese»  wenn  das  Instrument  nicht  gebraucht  wird,  festzustellen. 

28)  Damit  die  Uhr  gleichmüsflig  gehe,  müssen  bekanntlieh 
(Taf.I.  Fig.  11.)  der  Schwerpunkt  s  des  Pendels  and  der  AngrifTs- 
ponkt  desselben,  «,  zugleich  horizontale  Kreise  um  die  vertikale 
^ecQoden^e  beschreiben.     Dazu  ie^t  nöthig: 

1)  dass  die  Secündenaxe  vertikal  stehe.  Dies  wird 
genau  geiiug  bewirkt  durch  Horiz'ontaLstellen  der  Ober- 
platte  mittels  deT  drei  FuKssrhrauben  und  einer  Libelle; 

2).  dass  die  (obere)  Spitze  der  Pendelstange ,  der  Um- 
drehuug.spunk.t  (»)  und  der  Schwerpunkt  («)  in  ge* 
rader  Linie  .  liegen ;  denn  liegt  die  Spitze  nicht  in  der 
Verlängerung  <ter  fu,  so  wird  sie  hei  der  fCreisbewegung 
des  Schwerpunktes  n|^bt  auch  einen  Kreis,  sondern  eine 
Art  sphärischer  Ellipse  *)  durchlaufen.  Nun  ist  zwar  die 
Spitze  der  Pendelstange  nicht  eigentlich  Angriffspunkt; 
dieser  li^  aber  im'mer  im  Endpunkte  der  Hypotenuse 


*)  DwrobMlinitt.eiD««  gemeinen    gerMen  C^linfler«    (Horiiontalpro- 
iectUs  4e*  We^<  der  Pendelelangee<«|<Vue)  mit  der  Kof^elfläcbe. 
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i\^B  i^htwitjkli^en  Dretecfcil,  dessen  Katheten  I)die  Eo^ 
fet^Bfig  der  Spitze  von  der  geoinetri«clien  Axe  der  Seeun- 
denaxe  mid  2)  Radius  de«  PendelstanglBiiqitersehnitts 
tflnd.  bleibt  also  mit  der  6pit«e  in  constanler  Etitfer«mti|i^ 
v#vn  der  Secundenaxe.  (in  den  vier  in  Taf.  I.  V\}t*  10.  daiv 
^estellten  Lagen  des  oberen  Endes  der  Pendelstange, 
1,  U,  Hl,  IV,  ist  der  Angriffspunkt  der  Reibe  o^chl,  2^  3,  4). 
Gm  die  erwähoten  drei  Paokte  i«  gerade. Linie,  zo 
t  i  *  .bekNMnmen«  wurde,  dorob  surgfftitige  Abriehlung  Auf  4er 
Drehbank  der  Urodrehungspunkt  (zunächst  Mitte  awischeo 
4en  Spitaien  p'  und  p")  und  die  Pendetstangenspitze  in  die 
geoflietritiichc  Axe  der  Stange  verlegt.  Um  den  Schwer^ 
punkt  auch  in  diese  Axe  zu  bringen,  wurde  bei  feststeheD- 
dem  Umdrehungspunkt  die  Kugel  um  die  Pendelstange 
gedreht  und  so  lange  daran  gefeilt,  bis  bei  dieser  Um- 
drehung die  Spitze  ihren  Ort  nicht  veränderte.  Uehrl* 
a^ns  beschreibt  auch  bei  einer  kleinen  Abweichung  Aet 
Spitze  von  der  Verlängerung  der  $u,  wie  sie  hier  nur 
vorkommen  kHnn,  der  Angriffspunkt  doch  noch  nahW  einen 
Kreis;  wi^'hfig  aber  ist  es,  dass  der  Mittelpunkt  diei^'es 
„Kreises'*  in  der  geometrischen  Axe  der  Secttnd6ttaxe 
liege,  deshalb  muss 

3)  der'Utnfdtehnngspuhkt  tn  der  Verlängetung  der 
Secundenaxe  liegen.     Ufes  wird  bewMt  durch  Stet- 

i'  lUng  der  Platte  or  mittels  der  vier  Stel(^Gbr«aibe|i  nnter 

Pnifeng  des  Sirenentons; 

4)  der  „ümdrebiingspunkt"  muss  wiH^llch  etV^  Punkt 
sein,  d.h.  die  zwei  Verbindungslinien  0,  180  blid^to,'^70 
der. tiefsten  Stejlcn  in  den  Vertiefungen  der  SltaMplatte 
T  müssen  sich  schneiden,  oder  die  vier  tiefsten  Stellen 
in  einer  ^bene  liegen.  Denn  wfir^  z»  B.  (TaL  1.  Fig.  12.) 
bei  einer  Ausbiegung  der  Pendelstange,  letwa  nach  Nord, 
X  Umdrehungsaxe ,  bei  der  nach  West  dagegen  y,  so 
w&rde  bei  der  „Kreisbewegung^'  des  Schwerpunkts  (welche 
streng  genommen  in  diesem  Falle  eigentlich  Unmöglich  ist), 
die  Bahn  der  oberen  Pendelstangenspitze  schon  sehr 
raerkrich  vom  Kreise  abweichen.    In  Taf.  I.  Fig.  12.  ist 

sN=zxP,    xs^xp; 

N  und   W  von  der  Ruhelage  Pp  gleich  weit  entfernt 

Die  vier  Punkte  in  eine  Ebene  wa  bekoninien  worde 
vom  Uhrmacher  sudglichst  gienau  zu  <elreMien  gesudii   • 
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-  5)   Oftilie  vier  Vertierungen  80  lieg««,  itflss  die  Verbincliiiigi«- 
Unten    18  'und  24   «ii«h    genau    reclitwinicttg  schneiden» 
irtt  vrehig^r  wtehtig;    es  ginge  bei   liedeuteoder  Ahviei 
c-tong  y««iti  recliten  Wl«»kel  nnr  ein  Tfaeil  des  Raums  ver 
(oren,    tvetclien  die  PendeUtange  erreiefien  Irönnte,    in 
«^  laichen  »ie  aber  nie  zu  gelangen  braaoht ;   ebenao  braucht 
die  Verbindi^n^alime  der  Spitzen  p'  «fid  p*^   so  wie  r/' 
und  ^"f   Hiebt  genau  berisoot^i  zu  «eio« 
ti>  Cerapennatloii  iist,  da  die  Uhr  nar  nflheruiigefMeise  Seciin- 
den  zu  «öhlagen  iiraucht,  oatiirlich  ganz  aberflflsaig. 

21K)  Ut  daa  InatrumMit  einmal  durch  NiTelliroDg  der  Oberplatte 
und  SteUuug  der  Platte  vv  regulirt»  so  bringt  man  die  Spitze  de« 
Stiftes  k  (s.  26))  mit  der  untern  Spitze  der  ruhenden  Pendelstange 
in  Coineidetiz.  Dann  Icann  man  das  Instrument  woehenlang  be- 
nutzen und  wieder  aufheben ,  und  hat  zur  jedesmaligen  Aufstellung 
nur  tiotfaig,  mittels  der  Fussschrauben  die  Pendelstangenspitze 
wieder  mit  der  Spitze  k  zasammenzubringen. 

■• 
Fehler  des  Instruments  und  Grenzen  ^r  Genauigkeit 

seiner  Angaben. 

1)  Fehler  in  der  Zeitangabe  bei  bestimmten  Ton* 
^ch%vankBngeB  der  Sirene.  In  der  Beurtfaeilung  dieser  Un- 
Mcherheit  werden  einige  Beispiele  am  einfachsten  einen  Anhalte- 
punl^  gel>en.  Theilen  wir  die  Secunde  z,  B.  in  Achtel,  so  mSssen 
hei  gleichmiissigem  Gange  des  Pendels  resp.  der  Sirene  in  jeder 
Achtelsecunde  124  Hundertel  des  Papierscheibenrandes  am  Zei- 
ger I  vorbeigehen.     Gebe  nun  die  Sirene 

1)  in  den  ersten  4  Achteln  des  Intervalls  voto  einem.  Seeim- 
4enachlage  bis  zum  folgenden  den  Grundton,  in  den  letz- 
ten-4  Achteln  deseen  obere  Quinte  an  Dann  hat  man, 
da  während  des  Tonens  der  Quinte  jmal  so  viel  Bogeii- 
Ibeiis  verdbergelien,  als  beim  Auftreten  des  ^rundtnns, 
«regen  l+l+li-l+l  +  i  +  J  +  i^lO  [t=m]  den  Umfang 
der  Papieracheibein  m=  10  gleiche  Stucke  zu  theileu ,  zu  je 

i — ^=r^r=IO  Bogentheilen,  und  es  v( erden  in  jedem  der 

ersten  4  Achtel  der  Secunde  !.;;=:  10,  in  jedem  der  letz- 
ten 3  Achtel  aber  Sp  =  15  Bogentheile  am  Zeiger  vor* 
übergehen.    Es  treffen  also  zusammen  mit 

derC^-rJ^  25  97.^  90  621  7^  87^  lOOten  HunderCpMcuude. 
derOiO   20  aO   4»  B5   70  85   lÜA^te  lio^entheil. 
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Die  grüsste  Differens  zwischen  der  regelmisflig  und  der 
unregelniässig  sich  drehenden  Papierscfaeibe  i«  ärde  sich 
also  auf  4(12.^— ;?)  =  10  Bogentheile;  das  Afazimum  des 
Fehler»  also  auf  10  Hundertelsecunden  belaufen.  (Die  Ab- 
weiebong  steigt»  wie  man  sieht ,  bei  jedem  Achtel  des 
Anfangstons  um  (12%  —  p)  und  geht  mit  jedem  Achtel  der 
Quinte  um  {Ip — i2i)  Bogentheil  zurück. 

2)  Vertheilen  sich  die  4  Achtel  Grundton  und  4  Achtel  Quinte 
anders,  z.  B.  3  Achtel  Grundton,  4  Achtel  Quinte,  )  Achtel 
Grundton,  so  werden  die  Differenzen  lauten: 

0    —24    ^6,0    -7,5    —5,0    -2,5    0    +2,5    0, 

die  grosste  Abweiclumg  beträgt  also  jetzt  nur  0^,075. 

3)  Bei  der  Vertheilung:  1  Achtel  Grundton,  1  Achtel  Quinte» 
1  Achtel  Grundton  u.  s.  w.,  von  Achtel  zu  Achtel  abwech- 
selnd., kann  sie  nicht  mehr  als  2,5  Hundertel   erreichen. 

4)  Dass,  wenn  Grnndton  und  Quinte  im  Ganzen  jeder  eine 
halbe  Secunde  tont,  die  Abweichung  sich  nie  auf  mehr 
als  4mal  (12!;  —p),  wie  im  Falle  I)  anhäufen  kann,  sieht 
man  leicht. 

5)  Theilen  sich  Grundton  und  Quinte  in  anderro  VerhKitniss 
in  die  Secunde,  als  zu  halb  und  halb,  so  wird  zunächst 
das  m  und  p  ein  anderes,  z.  B.  bei  5  Achtel  Grundton, 
3  Achtel  Quinte  wird  m==9,5,  p  =  10,5263.  Die  grosste 
Abweichung  findet  in  diesem  Falle  statt,  wenn  die  5  Achtel 
Grundton  die  Secunde  beginnen,  dann  kann  sie  sich  auf 
6X(12,5— j9)  oder  3x(5;?  — 12,5)  =  9.87  Hundertelse- 
cunden  belaufen.  —  Im  Falle  aber  Grundton  und  Quinte 
von  Achtel  zu  Achtel  wechseln,  beträgt  die  grosste  Dif« 
ferenz  nur  3  bis  4  Hundertel. 

6)  Bei  6  Achtel  Grundton,  2  Achtel  Quinte  kann  die  Ab- 
weichung bis  8,33;  bei  7  Achtel  Grundton,  1  Achtel  Quinte 
aber  nur  bis  5,145  Hundertel  steigen.  Liegt  aber  im  letzten 
Falle  das  Achtel  Quinte  in  der  Mitte,  so  beläuft  sich  die 
grosste  Differenz  nur  auf  4(12,6  ~  11,7^5)  (=2,94. 

7)  Theilt  man  die  Secunde  in  Sechzehntheile,  so  Ist  das 
Maximum  der  Abweichung,  wenn  Grundton  und  Quinte 
je  eine  halbe  Secunde  tonen,  wieder  =10,  wechseln  sie 
aber  zu  Sechzehnteln  ab,  nur  1,25  Bogentheile. 

An  diesen  Beispielen  fiibersieht  man  schon: 

1 )  Das  Maximum  der  Abweichung  findet  statt,  wenn  der  Grund- 
ton eine  halbe  Secunde  und  die  Quinte  ebenrall«  eine  halbe 
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Secunde  anhSlt  und  zt^ar  von  Anfang  d^  Secunde.  afi 
gerechnet.  '    • 

2)  Die  Alivveichiing  wird  kleiner,  wenn  die  beiden  TOne, 
deren  jeder  iin  Ganzen  eine  halbe  Secunde  tont,  «vährend 
der  Secunde  ander««  vertheilt  sind. 

3)  Am  gerini^fften  ist  sie,  wenn  dieTSne  gleichsam- triller- 
'  artig  regelmässig  abwechseln. 

4)  Sie  betraft  auch  weniger  als  obiges  Maximum ,  wenn  von 
den  beiden  Tupien  der  eine  länger,  der  andere  kürzer 
dauert  a'.^  eine  halbe  Secunde.  Am  grAsaten  ist  sie  in 
diesem  Falle  wieder,  wemi  die  Tftne  nur  einmal  wech^ 
sein,  der  eine  die  Secunde  beginnt,  der  andere  sie  schlieilst 
Sie  wird  um  so  geringer,  je  ungleicher  die  Dauer  der 
Tone  t«it,  am  geringsten  dabei,  wenn  der  kürzere  m  die 
Mitte  der  Secunde  ftllt,  u.  s.  w. 

Zieht  man  ebeiit<o,  wie  oben  die  Quinte,  auch  die  Quarte,  "f  erz 
und  Secunde  in  Betrachtung,  so  findet  man  die  niöglicbst  grosse 
Abweichung 

bei  Gnmdton  und  Quinte  =0^,100  im  Falle  I),  his  VfiVl  im  F^ile  7), 
y*        ,.  »,  Quarte  =0^071  „      „     „     „  0^,009  „     „    „ 

„         „  ^   Terz     =(r,066  „      „     „    „  0".007  „     „     „ 

»         ,»  „Secunde=:(y,030  „      „     „     „  (r,0(M  „     „     „ 

Ohne  diese  Untersuchung  genauer  und  allgemeiner  hier  aus- 
soffibreni  kOnnen  wir  doch  schon  die  nuthige  Anviendung  für  un- 
seren Zweck  machen»  Da  es,  wenigsteiis  bei  nijeinem  Instrumente, 
schwierig  und  zeltraubend,,  vielleicht  unmöglich  ist,  die  Schwan- 
kung der  Sirene  vollkommen  wegzubringen,  —  schon  wegen  des 
nicht  abysolut  festen  Standes  auf  einem  Tische  im  Zimmer,  —  so 
habe  ich  mir  eine  Schwankung  bis  zur  Secunde,  wenn  diese  nicht 
gerade  zu.  halb  und  halb  mit  dem  Griin^ton  erschien^  ja  ^selbst 
bis  zur  Terz,  wenn  diese  nur  kurz  und  ziemlich  b  der  Mitte  zwischen 
zwei  Schlägen  auftrat»  gefallen  lassen,  wobei  also  die  Unsicher- 
heit 2  Hundertelsecunden  noch  nicht  überstieg. 

2)  Fehler,  JasS  nicht  genau  mit  einem  Secunden- 
schlage,  die  Papierscheihe  anfängt,  an  der  Rotation 
Tl^eii  zu  nehmen.  Möglichst  genau  in  der  Stellung,  wo  r  auf 
r'  stusst,  also  der  Ton  des  Secundenschtags  entsteht,  ßillt  h  von 
dem  es  vorher  stützenden  Arm  n  herab  (bei  der  Bewegung  wahr- 
seb«inlleh  nicht  früher,  trls  man.  des  Stosses  von  i  auf  den  Arm 
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)f  wegen  |(la«Win  kfimte,'  weil'  A  .mit  Reibuiift  auf  n  raht).  Die 
nun  freie  Spitze  a  fällt  in  das  gerade  darunter  befindliche  Loch 
der  liöcher«cheiUe.  Die  Zeit,  die  dazu  erforderlich  ist»  ist  hochftt 
Wahrscheinlich  noch  geringer  als  0^,003,  welche  heim  freien  Fall 
vergehen  ufirde,  weil  die  Spannkraft  der  Feder  den  freien  Fall 
noch  beschleunigt.  Möglicherweise  kann  eine  Unsicherheit  von 
bOdhätens  i  Hutidertelsecunde  ents4;ehen»  wenn  c  nicbt  genau  in 
ein  Loch,  sondern  zwischen  zwei  Lücber  OSlIt  und  also  voo  deiu 
konischen  Rande  einer  Oeffnung  etwas  vor-  oder  zurückgedrängt  wird. 

*Befni  ersten  Anblick  scheint  fteilieh  eine  bedeutendere  Ver* 
spatung  des  Einfalls  vorzukommen.  •  Hat  man  nämlich  den  Arm 
A  <«o  gestellt,  dass  der  Zeiger  £  z.  B»  auf  0  zeigt,  iässt  die  Ma 
Mehioe  auf  gewöhnliche  Welse  das  Stellsystem  aosliisen,  hält  dann 
den  Pendel  an,  ohne  die  Stellage  ausser  Verbindung  mit  dem 
t*ehwerk  za  bringen,  und  fuhrt  flas  Werk  in  die  Stellung  zurück, 
dass  das  Uammerendep  (Taf.I.  Fig.  IS.)  an  den  Absatz  der  archi- 
medischen Spirale  der  Secundenaxe  stosst,  von  dem  es  abgeglit- 
ten, 80  zeigt  der  Zeiger  statt  anf  0,  auf  ca.  3,  überhaupt  htmier 
CM.  3  Bogenfheile  mehr;  der  Arm  h  steht  dann  nicht  an  seinem 
richtigen  Platze,  sondern  etwa  in  der  Stellung  A'.  Es  scheint  also 
biet  eise  iQonstante  Verspätung  des.  Einfalls  um  0^,03  vorzuliegen, 
sjs  wäre  im  Moment  der  Auslosung  der  Stift  a  nicbt  in  das  gerade 
darunter  befindliche  Loch,  sondern  in  das  dritte  dahinter  gefallen, 
weil  die  LAcherscheibe  in  der  Zeit  um  3  Hunderiel-Umdrehunt; 
i<chon  weiter  gegangen.  —  Bedenkt  man  indess«  dass  nicht  der 
Augenblick  des  Abgleitens  des  Hammerendes  p  von  dem  Spira- 
lenabsatz der  des  Secundenschlags  nad  der  AuslAsung  ist,  son- 
dern der  des  Auftritts  von  r  auf  r',  wo  /i  der  Secundenaxe  am 
nächsten  ist,  so  wird  man  sich  bald  tiberreden,  dass  jene  0*^;08 
die  Zeit  ist,  ivelche  p  braucht,  um  vom  Gipfel  des  Spiralenab- 
Satzes  bis  auf  die  Secundenaxe ' zi»  gelangen,  wo  erst  der  T^n 
tMitsteht  und  die  Auslosung  erfolgt.  In  der  Tbat,  läset  man  da« 
Uhrwerk  schnurren  (das  Pendel  nicht  ml^hen),  so  findet  sich, 
{e  schneller  das  Werk  läuft,  die  Differenz  am  Zeiger  immer  gros- 
ser, wenn  man  p  an  den  Spiralenabsatz  bringt,  weil  jetzt  in  den 
3  Hundertelsecunden  die  LOcherscheibe  Immer  mehr  und  mehr  als 
3  Hundertelumdrehung  macht.  Mau  Qberzeugt  sich  auch  davon, 
wenu  man  auf  die  Spirale  ein  Blättchen  Papier  befestigt,  auf  des- 
sen Rand  p  trifft  uiid  einen  sichtbaren  Eindruck  macht.  Briiigt  * 
|uan  das  Uhrwerk  so  zurück,  dass  p  nicht  an  den, Absatz,  son- 
dern auf  Riesen  Eindruck  sfosst,  so  ist  der  Üntäfschi^d  tn  (L^t 
Stellnng  am  Zeiger  fast  =0. 

Der  UnteiiBcfaied  swisehen  der  Entsfobua^des  Schalls  und  <ieA 
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|}«giti^kMi«  üen  Rotation.  iUr  F^fMaracbeibe  mOoble  Also  ^ohl  auf 
»Mit  bMier  alul  UaiHlertelMicoiideiäDasutfchlagen  sein. 

3)'  Weiter  iKt  zu  emährien  eine  2ufnllige  Unsicherheit  ^^Nde 
meiaes  Instruments  bis  zil  ^iner  GrSsse  von  fast  1  HiinderteUecnnde, 
Es  rührt  die^e  her  von  "eineiu  Theilun^sfehler  im'  Zwisi'henrad^ 
V  zwischen  Secunden  -  und  Stellaxe.  '  Nach  je  einer  vollen  Um- 
drehung der  8ecunden;ixe  (den  Hammer  p  immer  an  den  !4^h»alK 
der  Spiralol  gebrach^'  7:o\^i  nämlich  die  Papierscheibe  z.  6.  Fol- 
g6nde  p?ri«^#^h  v^i^derMirende  !Nunui«ei:n  am  Zoigec  |.: .., 

\    •  ■    10,5  ••.•:. 

•••••••   10,0  •  .-.....;       : 

■    .  ■  *■ '     ■       '■■  •■  t?.S"'       '     '  '■      ' 

"...       .  '    .     '"    Ö-5    •    .    .,      , 
■     »    :     .      ■  ...  HJS 

•'•'        ■:.-•:        •     '    •  :ll,25..'    '    ' .     • 

10,0 
u.  s.  vv.    " 

D«K«feu  seifte  4)tto  Sirene  Wi  32  Vicnrtelmindrahtingeu  it=:eiwM;Um- 
drthnBg'dtfr  Sec«iid«ii«X«)  nabeaui  je^.Si  Hundertel  Foitgaog  am 
Zaifoer  1»  mi  dem.  Fehler  4ee  Zwiachenrfide»  C&p  4a^  iv^nalMii 
von. I0>5  aafiiigi'nian  durch. 7,4;  4,25;  1,1  u.s.if»  niehl  wiedftr  h\k^ 
Ml- 10,5,  sondern. iiia  z^  10>0  u.^.  w.,  gelangte),  .wonach  eUo  daa 
Rad  der  Secundeuaxe,  C»  da«  G^trif^he.  der  äüreaenaxe  u,«,  w. 
keinen  beachtungswerthea  Theilangefehler  hat 

if  Die  Correctfon  tvegen  der  Entfernung  vow  der'8chailquello 
lietr&gt,  da  der  Beobachter  nur  ein  Paat'Fuss  vom  Instrumenta 
absteht,  weniger  als  \  U^ndeitelseeünde. 

?fach  allem  diesem  ist  also,  wenn  die  Sirene  iti  ihren  Schwan- 
kungen nicht  fiber  die  oben  angegebenen  Grenzen  hinausgeht,  die 
üiiaiehe«r|teit  in  den  AagaJIien .  des  inatrumeuts  im  scbiininisten 
Falle  nicht  hoher  als  0^,03  bis  0^,04  zu  schätzen,  und  konnte, 
wenn  e«(  nuthig  schiene,  bei  einem  zweckmässiger  eingerichteten 
und  noch  sorgfältiger  ausgeßihrten  Instrumente  auf  noch  weniger 
herabgebracht  werden. 


lEirfahrungen  bei  den  Beob^aehtungei)..    .,  . 

im  Allgenieinen  steifte  sich  bei  verschiedenen  Personen,'  die 
Beebeehtaagen  nat  dcM'  laatmineiite  analeltlepi  inM<necb  lilcbt  bin- 
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reichenH  geübt  Mauren,  eine  frOsnere  oder  geringere  UnaklMfflMli 
heraus.  Diese  «chieii  8ich ,  bei  solcben-,  die  aocb  im  gewMiiillebeB 
Leben  eine  ge\i'i8se  Pr^elsion«  Rahe  npd  Scbärre  beknndeten» 
eher  zu  verlieren;  unter  Anderm  scbien  auch  musilialieche  Pertig-^ 
keit  —  also  ein  geül»teres  Taktgefühl  —  schnellem  Fortschritt  zu 
bedingen.  Uebrigeiis  war  die  Unsicherheit  an  vers>chiedenen  Tagen 
sehr  verschieden y  auch  «schien  eine  erlangte  Fertigkeit  durch  lau- 
tere Unterbrechung  wieder  tbeilweiße  verloren  werden  zu  können. 

Um  die  Beobachtungen  zu  erleichtern  und  schneller  ein  siche- 
reres Resultat  fiber  das  Schätzen  der  Secundenbruchtheile  zu  er- 
halten» wurden  die  Beobachtungen  meist  so  angestellt,  das«  die 
vollen  Secunden  unbeachtet  gelassen  und  nur  die  Zehntel  der 
Secunden,  bei  welchen  man  das  Phänomen  erschienen  glaubte, 
angegeben  wurden.  Ferner  wurde  oft  ein  und  derselbe  Stand  des 
Instruments  beibehalten,  und  das  Phänomen,  das  alle  8  Secunden 
in  derselben  Weise  wiederkehrt,  Öfters  beobachtet.  Dabei  zeigte 
sich  besonders  die  Fehlerquelle  der  Ueberraschung,  denn  die  ersten 
-Angaben  (gleichsam  die  Ablesungen  prima  vista)  waren  da  oft  ganz 
anders  und  erst  bei  der  spätem  cousolidirte  sich  die  Ansicht,  wenn 
man  sich  das  Phänomen  genauer  und  ruhiger,  gleichsam  mit  Müsse 
betrachtet  hatte.  Bei  Lichtbiitzen  wurde  erst  das  Rad  iZ  entfernt, 
90  dass  jede  Secunde  bei  demselben  Zehntel  der  Blitz  erschien. 
Iladurch  gelai»gte  mab  unverhältnissmässig  rascher  —  wegen  der 
Regelmässigkert  der  Wiederkehr  *-  zu  einer,  von  Uebervaschnng 
freien  Ansicht  tiber  die  Zeit  des  Erscheinens.  Hat  sich  diese 
feste,  obgleich  noch  unrichtige  Ansicht  gebildet,  und  man  erftbrt 
dann  die  richtige  Angäbe,  und  beobachtet  nun  immer  wieder  das 
selbe  Phänomen,, so  fiberzengt  man  sich  leicht  von  dem  begange- 
nen Fehler;  e»  iiberkuromt  einen  ein  ähnliches  Gefühl,  wie  wenn 
einem  eine  erst  unklare  Sache  plötzlich  klar  geworden ;  es  fallt 
einem  wie  Schpppen  von  den  Augen  und  man  begreift  nicht,  wie 
man  frffher  andern  hnbe  schätzen  können. 

Bei   Beobachtnng   der  Appulse    unterschied  Ich    vier  Arten: 

1)  Man  betrachtet  den  Durchgang  ähnlich  wie'  einen  Liclit- 
blitz,  indem  man  in  Gedanken  die  Zeit  zwischen  zwei  Secunden- 
schtägen  eintheilt  und  das  plötzliche  Phänomen  gehörig  einreibt. 
Mach  dieser  Art  müssen  auch  u.  A.  die  Durchgänge  des  Feder- 
pendels beobachtet  werden. 

Wenn  der  Stern  aber  mit  gleichmässiger  Geschwindigkeit  sich 
fortbewegt,  wie  bei  wirklichen  Sterridorchgängen  itii  Passage- 
Instrument  oder  bei  meinem  Instrument,  so  kann  man    , 

.  ^  den'  wamdernden.  Stetn'Verfolgeii»  deniOiil»  Hevni»iirer.»defti 
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DordigaBip»  beim  SeGundenscbläge  stand,  und  den  Punkt,  wo  er 
hacb  dem  Dorcbgange  beim  nficbsten  Schlage  eich  befand,  fixiren 
and  dieeen  Zwieefaenraam  in  Gedanken  in  10  Tbeile  tbeilen  und 
Dach  dem  Augenroaasa  dae  Verbältnisa  der  beiden  Entfernungen 
bis  zum  Faden  abschätzen.  Den  Raum  abzuscbfitzen  balle  ich 
dir  leichter,  als  die  Zeit,  daher  diese  Methode  für  sicherer  als  die  erste. 

3)  Leichter  noch  wird  diese  Bestimmung,  wenn  der  Stern  an 
einer  sichtbaren  Linie  herzieht,  weil  man  dann  die  beiden  Orte 
des  Sterns  bei  den  Secundenschlägeu  nicht  so  weit  vom  Faden 
gleichsam  im  leeren  Räume  zu  fixiren  braucht. 

4)  Am  leichtesten  und  sichersten  endlich  ist  die  Beobachtung, 
wenn  der  Weg,  den  der  Stern  in  einer  Seconde  durchläuft,  gerade 
in  10  Tl^eile  getheilt  ist,  er  also  an  einer  Scala  berwandert  wie 
Taf.  LFig.  14,  iMan  braucht  dann  nur  einmal  den  Sealentheil  ab* 
zulesen,  wo  der  Stern  bei  dem  letzten  Schlage  vor  dem  Faden 
war.  Liest  man  auch  den  nächsten  Ort  nach  dem  Durchgange  ab» 
welcher  genau  dieselbe  Zahl  gibt,  so  hat  man  zv«.ei  Bec^tinimungen, 
die  sich  cootroliren.  (Man  kOnnte  auch  einen  ganzen  eingetheil- 
ten  Kreis  über  dem  Rade  R  befeeitigen,  nur  niüssle  dann  dje 
Parallaxe  und  der  variabele  Ort  des  Lichtpunktes  auf  der  Perle 
gehörig  berücksichtigt  werden ;  man  hätte  dann  bei  einer  Umdrehe 
ung  von  R  acht  Bestimmungen.) 

Der  Unterschied  für  die  Art  1)  und  4)  ist: 
bei  1)  ist  d.  Ort,  wo  das  Phänom.  erscheint,  fest,  d.  Zeit  wechselnd, 
>f  ^)  99  »9    99     »»    »f         f>  99  w  6 c  h  s  6 1 H  d ,  d.  Zcit  f c  st. 

Bei  dieser  letzten  Art  zu  beobachten  hatte  ich  eine  eigenthfim- 
liche  Erscheinung.  Wenn  ich  den  Scalenpunkt,  bei  welchem  der 
Stern  beim  Secundenschlag  sein  musste,  vorher  wusste,  bo  glaubte 
ich  den  Lichtpunkt  doch  beim  Eintritt  ^e9>  Schlags  noch  etwa 
0,S  Scaientheiie  (zwischen  0,3  und  0,8  wechselnd)  vor  dem  rich- 
tigen Ort  zu  sehen,  wodurch  also  die  Angaben  um  ca.  0^,05  zu 
gross  ausfallen  würden.  Bemühte  ich  mich  namentlich,  recht  scharf 
zu  sehen  und  recht  aufmerksam  zu  sein,  so  schien  es,  als  wenn 
der  sich  stetig  nähernde  Stern  an  jenem  Punkte  einen  Moment 
still  stehe,  so  dass  ich  versucht  ward,  zu  meinen,  es  müsse  der 
Ort,  wo  der  Stern  beim  Eintritt  des  Schlags  stehe,  äusserst  scharf 
bestimmbar  sein.  Oftmals  aber  schien  der  Stern  auch  wieder  ohne 
Stillstand  in  stetigem  Flusse  während  des  Secundenschlags  fort- 
zugehen; er  flog  dann  während  des  Schlags  gleichsam  durch  den 
richtigen  Punkt  hindurch  und  die  Angabe  wurde  richtig.  Dies 
geschah  meist  am  Ende  einer  Öeobachtungsreihe,  wenn  Ich  gleich« 
sam  sehen  ermüdet  war,  oder  wenn  ich  die  Beobachtungen  etwas 
nonchalant  machte.    Dieselbe  Erscheinung  hatte  ich  auch  bei  noch 

Tkeil  XXXI.  i 
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langsamerer  und  acbnellerer  Bewegaog»  a.  B.  bei  eioem  aehvrar* 
zen  Punkte  aof  der  Papierscheibe»  der  in  der  Secuftde  8  per.  ZeH 
dnrcblief.  Der  anticipirte  Raum  war  aucb  hier  derselbe ,  ca.  ^ 
des  io  einer  Secunde  durchlaufenen  Wegs. 

Eine  ErkliruDg  dieser  Erscheinung  mochte  ich  noeb  nicht 
wagen.  Es  ist  so,  als  widme  man  einmal  den  regelmässig  erfol- 
genden Secundenschlägen  überwiegende  Aufmerksamkeit.  Dadurch 
anticipire  man  einen  solchen  vielleicht  selbst»  wie  man  eiuea  er- 
warteten Stoss  gleichsam  froher  fühlt,  als  er  wirklich  erfolgt, 
während  man  den  wandernden  Stern,  den  man  weniger  beachtet, 
immer  an  einem  neuen  Orte  sich  zum  Bewusstsein  zu  bringen 
habe,  wobei  die  Seele,  der  es  schwer  halte,  zwei  heterogene 
Geschäfte,  zu  hören  und  zu  sehen,  zugleich  zu  verrichten,  gleich- 
sam  in  der  Vorstellung  des  gesehenen  Lichtpunktes  nachhinke; 
bis  ein  andermal  man,  die  Schläge  weniger  beachtend,  den  wan- 
dernden Stern  mit  grosserem  Interesse  verfolge,  und  ihn  so  ohne 
Stillstand  In  freiem  Zuge  durch  den  Schall  hindurchfliegen,  ja  ihm 
sogar  vorauseilen  sehe. 

Pflr  Lichtblitze  hält  es  weit  schwerer,  eine  ähnliche  sichere 
Beobachtungsmethode  einzurichten  *)•  Etwas  ähnliches  sollte  man 
hier  vermuthen,  die  Secundenschläge  als  erwartete  Phänomene 
gleichsam  voraus,  den  Blitz  aber  als  eine  überrai^chende  Erschei- 
nung nach  zu  empGnden.  Dies  habe  ich  aber,  der  grosseren  Un- 
sicherheit dieser  Beobachtungen  wegen,  direct  nicht  constatiren 
kOnaen,  auch  stellte  sieb  indirect  aus  den  Beobachtungen  eine 
daraus  folgende  Verspätung  —  zu  grosse  Angaben  der  Elrschei- 
iiungszeifen  —  nicht  bestimmt  heraus. 

Beobachtungs-B'eispieie. 

Als  Proben  und  theil weise  als  Belege  erlaube  ich  mir  einige 
Beobachtungsreihen  hier  mitzutheilen.  Ich  wurde  mehr  oder  gar 
aHe  Beobachtungen  vorlegen,  wenn  sie  dazu  dienen  sollten,  etwa 
eine  GrSsse  definitiv  festzusetzen;  da  sie  aber  an  und  für  sich 
keinen   Werth    weiter  haben,    als  meine  vorläufigen,  subjectiven 

*)  Wollte  man  auch  hier  die  Schätzung  der  Zeitbrnchtheile  darch 
Ranmbeobachtnng  ersetzen  —  etwa  dadurch,  daas  man  die  Lichtblitse 
In  einen  von  anaten  tplegelnden  cylinderartigen  Körper  betrachtete ,  der 
aU  GnmdllMie  einen  Kreis,  alt  Deckfläche  aber  eine  Spirale,  wie  8S 
(Taf.  L  Figb9.)  hätte,  nnd  eich  in  1  Secunde  um  seine  vertikale  Aze  drehte, 
wedurch  die  Blilse  nn  verschiedenen  Zehntein  hoher  oder  tiefer  erachie* 
nen,  ed^  aof  andere  Art,  --*  was  bei  wirklichen  Beohaehtimgett  etwi»  mit 
Vortheil  geachehea  kannte,  —  so  würde  man  den  eigentlleken  Charaktev 
der  Beobashtnng« weise  verwischen. 
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Erfahronge«  wn,  bekunden,    so  lasse  ich  sie  der  Raamersparpi«i 
wegen  weg. 

A.  Licbtblitae.  [Rad  R  entfernt  Jedes  Pbänomen  dfters 
beobndbtet»  iim  die  Oeberrasebang  zu  beseitigen ,  aufgezeichnet 
erst,  wenn  ich  mich  fest  überzeugt  zu  haben  glaubte.  Selbst  ge- 
stelll,  ohne  Gehiulfeq^  bei  I.»  IL  und  IV.  geordnet  in  (a)iiadi  4en 
Namoiern  des  Stapdes,  in  (b)  nach  dea  Angaben.] 


(a> 


No.^brBe- 

Stnd  dM 

iMtrn- 
nmU(ir) 

Aügab« 

in  naiid.r- 
teln 

19 

«•,00 

»•,00 

0 

SO 

,01 

.00 

— 1 

IS 

.08 

.00 

-3 

4 

.07 

.06 

—2 

se 

,1» 

.10 

—6 

9 

,16 

.25 

+9 

10 

,«7 

•    ,80 

+8 

1 

.80 

.40 

+10 

18 

.88 

.45 

+7 

11 

.» 

.40 

+1 

a 

,« 

,40 

—9 

t 

,46 

,50 

+6 

t 

,» 

.50 

0 

N 

.51 

.60 

— 1 

$ 

,M 

,76 

+18 

f* 

,65 

.76 

+10 

IS 

,68 

,80 

+1« 

*$ 

,77 

.90 

+1» 

• 

,84 

.86 

+1 

•'' 

,90 

.90 

0 

17 

.'•* 

,95 

+1 

» 

.t« 

JOO 

+« 

Mittlfl 


Mittel  >sBlf-f  0^,038. 
r  Fehler  «hier  Ani^be*)  01=0^,066. 


(a) 


w 

nm 

*=w-k 

«1,00 

0 

,10 

-8 

,80 

+9 

,30 

+6 

,40 

*« 

,50 

0 

,80 

+14 

,70 

+19 

,80 

+7 

,90 

0 

>==W   ^3j«.«-A.<^«Hing:  Aasglcichangtrtchiidns  p.  S». 
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11. 

(a) 

No. 

(WO 

(>«) 

A—W-\' 

85 

ft",02 

«",95 

—7 

19 

.02 

,00 

-2 

80 

,06 

,00 

—6 

89 

,07 

,05 

—2 

27 

,08 

,05 

— « 

17 

,09 

,05 

—4 

25 

,09 

,05 

—4 

7 

,09 

,10 

+  1 

2 

,12 

,10 

—2 

Ü 

,17 

,20 

+8 

86 

,17 

,25 

+8 

M 

,22 

455 

+8 

24 

,85 

,80 

+5 

1 

,87 

,35 

+8 

5 

,27 

,35 

+8 

16 

,28 

,35 

+7 

6 

,82 

,40 

+8 

28 

,84 

,40 

+6 

8 

,40 

,40 

0 

10 

,42 

.50 

+8 

48 

,47 

,50 

+8 

84 

,50 

,50 

0 

28 

,54 

,50 

—4 

9 

,56 

,50 

—6 

20 

,57 

,55 

—2' 

88 

,61 

,55 

-6 

37 

,62 

.55 

—7 

15 

.64 

,65 

—9 

41 

,64 

,55 

—9 

29 

.69 

,70 

+  1 

42 

,72 

,70 

—2 

18 

,75 

,70 

—5 

40 

.77 

,70 

—7 

11 

,80 

,75 

—5 

jl8 

,87 

,90 

+8 

22 

,88 

,90 

+2 

44 

,88 

,85 

—8 

82 

,90 

,90 

0 

21 

,90 

,95 

+  8 

8 

,91 

,90 

-1 

88 

,94 

.90 

—4 

81 

,95 

,95 

0 

4 

,97 

,00 

+8 

12 

,98 

,00 

+2 

<a) 


(W) 
um 

.1  =  H^+ 

Gewicht 

«,0D 
.10 

—1 
—8 

f? 

,20 

-6 

(4) 

,30 

-7 

(») 

,40 

+  4 

(2> 

,50 

0 

(8) 

.60 

~6 

(•)   . 

,70 

—2 

(») 

,80 
,«0 

—6 

0 

k 

(b) 


MiU«l:     ^=«'—0,004 

m  =  0,05 


.4 

W^A^ 

Gewicht 

«,00 

+  1 

(4) 

,05 

+8 

(4) 
(2) 

,10 

0 

.15 

,20 

—8 

<*? 

,25 

~5 

W 

,80 

—5 

(l'l 

,85 

—8 

(8> 

,40 

-5 

(81 

,45 

•  •  •  •  • 

,50 
,55 

0 
+  7 

f8 

,60 

•  •  ,•    •    • 

,65 

,70 

+3... 

(*) 

,75 
,80 

+8 

•   •   •   •   • 

,85 

+8 

c*? 

,90 

0 

(5) 

,95 

+1 

(8) 

Falls  etwa  die  Beobachtungsreihen  I.  oder  Tl.  zwischen  irlrk- 
Uchen Beo^bachtungep gemacht  wären,, so  nij3sstensie9<dmXnebraach 
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eMra*  wie  in  (b>  cvsammengestelit' •werden.  Ob  naD  sie.  aber  ale 
Ganzes  benotsei^aleofarl.:  W^^A^V'JOSi,  türU.:  W^^^A+WJXH 
nehmen  solle,  oder  besser  thae,  sie  etwa  im  Einzelnen  zu  berflcksich- 
tigen,  also  (filr  1.)  die  Angaben  ft'',2;  »'»3;  nM;  n^fi;  n",?;  nSß 
verkleinern,  die n",!  vergrussem,  n^ft;  nffi  und  n^fi  aber  unverfin- 
dert  lassen;  bei  II.  aber  die  n'^2;  tt'^3;  nfA  verkleinern,  n^,^; 
n*',7;  n'^J^i  nffi  vergrossern,  die  «",1;  n",^*^  »",9  uncorrigirt  beiBe- 
balten  solle  —  wdrde  erst  noch  eine  specielle  Berücksichtigung 
der  Cmstfinde  erheischen,  z.  B.  ob  die 'Zehntel  in  den  Angaben 
der  wirklichen  Beobachtungen  ziemlich  gleich  vertreten  seien ,  o^er 
nur  einzeln  vorkfimen  u.  s.  w. 

Ein  Gehülfe  würde  leichter  eine  bessere  Vertheilung  der  Stände 
herbeifShren  könne,  als  es  hier  der  blinde  Zufall  gethan.  Elae 
Beobachtungsreihe,  bei  welcher  der  Gehflife  etwa  blos  immer 
ganze  Zehntel  stellt  und  der  Beobachter  auch  .nur  solche  angibt, 
sieht  viel  gifttter  aus,  entspricht  aber  nicht  so  gut  der  V^irkltcfa- 
keit;   z.B.  Casselmann  beobachtet,  geordnet  nach  dem  Stande : 
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MIU«1:     i4  =1^+0^,006. 

B.   Appalae.    In  den  Beobacbtnngen  der  i^ppnise  nach  Artl^ 
fand  ich  noch  keinen  wesentlichen  Unterschied  von  denUchtblita- 
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b^obadktutlgen  *).    Daher  nage  hier 
Be^bsdhhEiiftg  tia^h  Art  4)  iblgen: 


nur  noch  eld  Beiapiel  4#t 
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Mittel:    i=  »y+ 0^,02  **. 

mt=  0^036  '  'S 

Appalabeobachtungen  ol^pe  Scale  nach  Art  2)  sind  lange  nicht 
•o  sicher,  es  finden  sich  da  die  m  zo  etwa  0^,06,  bei  Primavista 


*)  DageipH  seigCesich,  Astron.  Nachrichten  1888.  No.351oiid  868; 
liei  Appalsbeobachtungen  am  PaMage-Irtstroment  die  Peraonaldifferens 
weit  bedeotender  aU  bei  Liebtblitoen.  Es  scheint  dies  noch  einen  ape* 
ciiischen  Grand  an  haben,  n.  A.  yielleicht  das  längere  Verweilen  der 
Sterne  von  hoher  U«clinatioq  hinter  dem  Faden.  —  Die  Federpendelbn- 
'^btoAtÜligfo  fAHItlHen  «tfluMMil  Alt  dett  l\is«a((e*-lnsttfMl«M ,  lanmal  mit 
«4«  lillAlbllWn. 
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bis  BB  Vf».  Die  Uosichcrbeit  im  Schitseo  der  Eotferoaiigen  rührt 
Mtfirlieh  son  grOstten  Tbeile  b«r  von  der  Schwieriglceit»  das  sieb 
Bevr«geode  an  einem  bestimmten  Punicte  und  in  einem  Torgescbrie- 
beoen  Momente  so  iixben.  Bei  einem  robenden  Punkte  iet  die 
SebitsUng  viel  genauer.  Ich  xeicbnete  z.  B.  auf  Papier  30  Linien 
von  der  L&nge  eines  Zolls,  und  binein  irgendwo  einen  Punkt, 
sch&tite  die  Entfernung  desselben  von  den  Enden  nacb  dem  Augen- 
maass  suerst  mit  Müsse.  Als  ich  sie  darauf  mit  Zirkel  und 
Maassstab  mass,  ergab  sich :  A^W  +  0,003  im  Mittel ;  msO.009. 
Hernach  wurden  dieselben  Linien,  jede  nur  einen  Moment  be- 
tnchtet,  und  der  Gesammtelndruck  aus  der  Erinnerung  aufge- 
schrieben; da  fand  sich  J=TF— 0,06  und  m= 0,024. 

Darf  ich  nun  aus  den  Beobachtungen*)  schon  jetzt  einen 
Seklass  sieben,  so  scheint  sich  mir  Folgendes  herauszustellen: 

1)  dass  eine  grussere  Abweichung  (eine  oder  mehre  Zehn- 
telsecunden)  in  der  Angabe  eines  Beobachter^  von  der  Wahr- 
heit nicht  daranf  beruhe,  dass  es  bei  demselben  etwa  einer  so 
viel  lungern  Zeit  bedarf,  um  den  Schalleindruck  zum  Bewusstsefn 
«I  bringen,  als  den  Lichteindruck,  oder  umgekehrt.  Ich  glaube« 
dass  Licht-  und  8cballeindrock  nach  einef  sehr  kurzen  Zeit  -^ 
iR  wen^er  noch  als  1  Hondertelsecunde  ^-  und  wahrscheinlich  in 
gleicher  Zeit,  worauf  es  allein  ankommt**),  zum  Bewusstsein 
kommen  kann,  dass  also  eine  so  grosse  Personaldifferenz  nicht 
etwa  in  der  Einrichtung  der  menschlichen  Organe  oder  der  Seele 
Dothwendig  begründet  liege,  dass  vielmehr  ein  möglicher,  in  der 
Natnr  begrflndeter  Unterschied  in  der  Receptionszeit  (zuftllige, 
aber  gewiss  seltene  Abnormitäten  abgerechnet)  sich  höchstens  bis 
in  die  ersten  Hnndertelsecunden  erstrecken.  —  Weit  über  die  Bfilfte 
der  einzelnen  Beobachtungen  (ohne  volle  Secnnde  und  in  Müsse 
betrachtet)  weichen  nicht  mehr  als  0",06  von  den  Angaben  des 
lüitraments  ab,  ebenso  liegen  die  Gesammtmittel  der  Beobaeb- 
tthgea  (Abweichungen  einzelner  Beobachtungen,  grösser  als0*,26, 
die  sporadisch  in  geringer  Menge  vorkommen,  ausgeschlossen) 
fut  alle  innerhalb  der  Grenzen  A:=::WJ:Vfi6; 


*)  Zahlreleher«  Beobarhlnngtreihen  habe  Ich  eigentiich  nur  noch 
Von  Dr.  Caaeelmana  (fti  Wiesbaden).  Die  übrigen  Ueobachter  beob- 
•ebtetaM  nnr  iseliv  «der  weniger  gelegentlich ;  daher  die  Oeöbteren  ved 
Sicheren  derselben  nur  durch  eine  geringere  Zahl  Ton  Beobachtungen 
vwtrften  sind. 

")  St^eh  Helniholts't  Versuchen  |iflaniC  sich  ein  Gefühl  sumi  Ge- 
hin  nil  einer  Geschwindigkeit  von  ca.  180  Fuss  in  der  Secuade  fort» 


Digitized  by  VjOOQIC 


24  Hart  mann;    Ehäge  ßeoAacAltm^en 

2)  flaiss  vieiroebr  die  Abiveichang,  nin  die  es  sieb  Ker  baa- 
d«lt,  ihren  (vrurid  in  ungieicber  Aufmerksarakeit,  ü(»beiTasobiiii|^, 
roaiigelbafter  Erinoerung  der  Folge  der  Licht-  und  •Scballphtoo« 
nieii  u.a.  w.  finde,  ein  constanteres  Element  aber  unter  andern  von 

.einer  unrichtigen  Angewöhnung  de)s  Anachauens  und  ScbStzeos, 
oder  der  Flzirang  verschiedener  Momente  des  Licht-  ui^d  Scball- 
eliidrucksi  u.  s.  %v.  herrühre,  dass  daher  die  Personaldifferenz  durch 
ü«*huag  nach  einer  Methode  »die  die  begangenen  Fehler  erkennen 
Ifisst,  —  wenn  Jemand  die  Zeit  und  MGhe  darauf  verwenden  wollte  — 
auf  ein  Minimum  reducirt  werden  kCnnte; 

3)  dass  die  individuelle  Geneigtheit,  ^on  der  Wahrheit  abza- 
weichen,  nicht  unveränderlich  ist.  Es  fanden  sich  nicht  blos 
an  verschiedenen  Tagen  verschiedene  Mittel  aus  den  Beobacb- 
tnnitsreihen,  bald  A=:W  +  *  bald  Az=zW'^^  sondern  die  Abwel- 
chnng  war  auch  im  Einzelnen  fOr  verschiedene  Zehntel  ver- 
schieden und  an  verschiedenen  Tagen  variabel. 

So  hatte  ich  se.  B.  in  Probe  I.  entschieden  die  Geneigtheit,  die 
Stände  nfi;  nj;  n,S  zu  hoch  anzugeben,  in  Probe  II.  dagegen 
tasirte  ich  dieselben  Stände  hartnäckig  zu  tief;  in  beiden  aber 
übereinstimmend  die  Stände  n,20;  n,30;  n,40  zu  hoch;  in  beiden 
scheine  ich  in  der  Angabe  die  nfi  gleichsam  ganz  vergessen  xa 
haben,  \«ährend  das  in  andern  Reihen  anders  ist,  u.  s.  w.  lin 
Allgemeinen  ist  die  Abweichung  beim  Stande  n'',0  entschieden  am 
geringsten ,  danach  kommen  die  geringsten  Abweiehungen  bei  n^,5 
vor.  Dann  folgen  etwa  in  der  Richtigkeit  die  Angaben  des  Stan- 
des 71,9  und  /^L  Am  fehlerhaftesten  zeigten  sie  sich  bei  den 
Ständen  n,2;  7i,3;  n,4  so  wie  nfi;  n,7;  nfi.  Dies  gilt  nament* 
iich',  wenn  man  bei  der  Beobachtung  und  Schätzung  sich  gleich- 
sam dem  Gefühl  überlässt,  wie  es  wohl  geschehen  muss,  wenn 
mau  die  vollen  Secunden  mitzuzählen  hat.  Lässt  man  die  vollen 
Secunden  unberücksichtigt  und  schlägt  in  Gedanken  gleichsam  den 
Takt,  d.  h.  zählt  man  in  jeder  Secundeetwa  0,  1,  2,  3  (d.h.  njü; 
ii,^J5;  »1,5;  n,75),  ««o  scheinen  diese  Stände  am  besten  beobachtet 
SU  werden;  doch  bleibt,  seheint's,  der  hörbare  SecundenscUag 
immer  der  beste  Leiter  *). 

Diese  Veränderlichkeit  der  Angabendifferenz  zu  verschiedenen 
Zeiten,  und  Verschiedenheit  und  Veränderlichkeit  lur  verscbief 
dene  Zehntel  liudet  sich  auch   bei  wirklichen  Beobachtungen  von 


")  Bift-nach  war»  %u  erwarten,  dtt«t  luan  mit  einer  halbe  Secunden 
•chUgriiden  Ülir  Kidierere  Beubsfhtungen  erzielen  kdnnte,  aU  mit  einer 
gewöhnlichen  Serundennhr. 
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Heliotrop*' und 'PoFversIgitBiän  Von  Gädsrä  ancIGol'd^chmltfM 
8.  A»troii.  Nachriehfeti  a.«.  O.  (1838,  No.361  and  9St):  fRtH 
ergibt  sieb  ihi  Mittel: 

am  ^.  August«  Gaus«.==  Goldachmidt,  +0M4,  ,m:==(yV29; 

„     ».  Septbr.  „                      „  +0'M9,    »=30^,36; 

„     7.       „  „                     ,.  -VS»,    m=t:0^,28; 

„     8.        „  „                     „  +0^,06,    m^VM 

,.     9-       „  .„                     „  — 0^,03,  ^i=;P",26, 

Am  95.  Auguct  fibden  sieb  (snftilig)  nur  die  Goldsebmi^dtscbeii 
mit  4,  6,  6,  7,  8,  9  Zehnteln  *)  bejseiebtteteo. Beobachtungen  Ver* 
treten ;  bei  diesen  allen  findet  sich  vorwalteud :  Gauss  (G)  =  Gold- 
schmidt (®)  + 

A»7;äept  findetsieh  bei  deii.0sdien  Angaben  8,9,0Zehnt6iiGi^®-|- 

2,3,5,6,7    „    '„    „^^ 
1,4'     y,keiDZeic|)i^ 

»      «•        »9  99  tf         99         99  9t  9«  1,2,3^5,^''    >,'       'GTSS^ifi 

6,  0*     •  „  ■  »*     M«^ 
4,  7,  9      ,«keioZelcfa^ 

>*       ^»         M  9»  99  »9  »f  99  i9  O ,,  O  yy         |»fc^|g>r^ 

],%4,5,7>8;9„keii^Zeiek 


entschiedea  vorwaltend. 


Durch  die  galvanisch  registrirenden  Uhren  (von  Locke  und 
Laoioot)  —  die  ich  leider  noch  nicht  aus  eigner  Erfahrung  ken- 
nen zu  lernen  Gelegenheit  hatte  —  wird  die  Sicherheit  der  Beob- 
achtungeo  ohne  Zweifel  bedeutend  gesteigert,  weil  durch  den 
Wi^fail  der  Aufmerksamkeit  auf  die  Zeit  die  geistige  Thätigkeit 
bei  der  Beobachtung  viel  einfacher,  diese  also  sehr  erleichtert 
wird.    (Aehnlich  wie  bei  der  „Art  4)  Appulse  zu  beobachten.") 

Eine  Personaldifferenz  wird  aber,  wenn  auch  in  engere  Gren- 
zen eingeschlossen,  doch  bleiben,  namentlich  in  soweit  sie  ihren 
Grund  hat  in  Auffassung  verschiedener  Momente  des  Lichtein- 
drucke.«, in  Ueberraschung  und  ungleicher  Aufmerksamkeit.    Die 


*)  Welche  Zehntel  ea  in  den  Original  -  Beobach  ton  gen  waren,  i«C 
Dieht  mehr  so  sehen,  da  diese  hier  schon  mit  der  Correction  des  Uhr- 
gsags  B.  «.  w.  versehen  sind. 


Digitized  by  LjOOQIC 


Mffarimann:  SM§€Biokackku^§€merkim$mM^F«rmmMktUr€rem. 

Q««Ue  der  Verscbieden^o  Zmtochitsang  nnd  Fizirong  Tertchi^da* 
»er  MoBienle  de«  SchalleiDdruclui  wird  wegUleo»  -«  didorcb  oa* 
tfirlich  auch  die  Veränderlichkeit  fiir  verschledeae  Zehntel»  —  dkm 
,, absolute*'  Differens  aber  vrird  grOwer  aeiB,  als  sie  bei  den  Be- 
obachtungen ,,au8  freier  Hand'*  xu  sein  braucht,  weil  es  bei  die* 
seil  BOT  der  2teit  bedarf ,  bis  der  Gesichts-  ued  GehOreindruck  sich 
Us  aom  Gehirn  fortpflanzt,  dort  aber  noch  die  —  wahrscheinlicii 
bei  irerschiedenen  Individuen  und  in  verschiedenen  Gemllthsver* 
fassungen  mehr  verfinderliche  —  Zeit  hinsukommt,  die  vom  Augen- 
blick des  Bewusstwerdens  des  Gesichtseindruclcs  vergebt,  bis  die 
Hand  die  Taste  berührt,  und  da  each  Helmlioita  bis  so  etwa 
3  Zeboteleecniviea  gehea  solL 


Schiiesslieh  katm  ick  nicht  «mUn,  den  Wunsch 
eben,  dass  Mftoner,  die  in  solchen  Beobachtungen  geübt  sind, 
auch  einmal  an  einem,  dem  besprochenen  ähnlichen  Instrumente 
Beobachtungen  anstellen  mochten.  —  Das  meinige  würde  nattir^ 
lldi  gern  zn  Gebote  stehen,  um  vorläufig  Erfahrungen  zu  macbea. 
Zn  genaueren  Versuchen  aber  (die  meine  Ansichten  bestätigen 
und  erweitern,  modificiren  oder  verwerfen  würden),  wäre  es  wün- 
schenswerth,  dass  der  Eine  oder  Andere,  dem  hinreichende  Fonds 
SU  Gebete  stehen,  sich  ein  eigenes,  von  den  Mängeln  des  mei- 
nten freies  Instrument»  namentlich  auch  ßr  „galvanische*'  Uhren, 
anfertigen  lasse»  Ich  selbst  hoffe  auch  im  Laufe  der  Zeit,  eo 
weit  es  meine  Kräfte  und  Mittel  gestatten,  diese  Beobachtungen 
fprtsetsen  zu  kOnnen,  um  über  noch  manchen  Punkt  nähern  Anf- 
schlnss  SU  erhalten. 
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lieber  einige  Sätze  von  den  ganzen  radanalen  alge* 
braischen  Functionen ,  nach  ^yResum^s  analytiques 
parM^Auguitin  Ganchy.    A  Turin.  1833.  p.U.'' 

Vo» 
dem  Herausgeber. 


In  dem  oben  genannten,  vtelee  SchSne  eolbalteadeii  Werkcben 
hat  Caucby  flir  den  bekannten  Elementar  «Satz»  dane  jede  gaiis# 
ntfonale  algebraiache  Function  von  jr«  welche  fOr  dr=a  Terachwhi« 
det,  doieh  ^— a  obo/e  Rest  tbeilbar  Ist,  einen  einfachen  Beweis 
gegeben,  der  bekannter  zu  sein  verdient ,  als  er  zu  sein  scheint; 
ngieleb  aber  bal  dw  leider  uns  durch  den  Tod  entrissene  aross* 
Matiiemufiker,  dem  die  Wissenschaft  ao  uni^emehi  Vieles  verdankt» 
daran  verschiedeDe  Folgtsniageu  gefcnfipft »  wefebe  m  Sätzen  ftthiaa» 
die  ZOT  Abkarsung  mancher  Beweise  seiu'  geeignet  sind.  Wenn  nueh 
EMgte  Uerveu  schon  in  der  Analyse  alg^brlque.  Cbap.  IV» 
▼oricommt,  so  scheint  uns  die  im  dem  oben  genannten  neueren 
Werkchen  gegebene  Darstellung  bemerkenswerth  genug  und  na- 
mentlich von  V^erth  für  den  Unterricht  zu  sein,  so  dass  wir  es 
ßr  zweckmässig  halten,  auf  dieselbe  in  den  folgende^  Mitthei* 
longen  aurmerksam  zu  machen. 


Wenn 

ebe  gMte  raCinade  a^(ebraische  Foneiie«  des  «ten  Grade»  V4|a 
«ist,  und  man  setzt  in  derselben  g  +  m  f9t  m$   io  erhall  nM 
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i$  €runtri:    ffeäer  eMffe  S40t9 

nach  gehöriger  Entwickelung  der  Potenzen  too  y-f  a  flQr  JT  offen- 
bar einen  Ausdrock  von  der  Form 

wobei  zugleich  aus  der  Natur  dieaer  Entwickelung  auf  der  Stelle 
ganz. von  selbst  ersichtlich  ist,  dass  jederzeit  Aq^=  Bq  ist  Fahrt 
man  nun  in  den  letzteren  Ausdruck  von  X  för  y  seinen  Werth 
X — a  ein,  so  gelangt  man  zu  dem  folgenden  Ausdrucke  von  X: 

jr==Äo(^-~ö>"  +  ^i(^-«)"~HÄa(!a:-a)«-*+....  +  Ä,_i(a:-a)+Ä,, 

'      ■>        ,       .  .    ;  .  .:  ... 

der  sich,  weil  nach  dem  Obigen  Aq=Bq  ist,  auch  unter  der  Form 

'     ••  ..  .         •'  M      / 

'  i^  ilo(^— «)lCa?-ö)*-'  +  X  (ar  --ö)»-H  ^(^-«)*-H.. 


+ 

Bn-2 

4, 

(a- 

«)  + 

^0 

+ 

B» 

ödkr  der  Kürze  wiegen  tinter  der  'Fiirm 


^0  *'"•' 

darslelieD  iSest,  wo- Aj*  eine  ganze  rationale  algehraiacbe  FoDction 
dea  (li^l)sten.  Grades  ran  se  bezeichnet,  in  welcher  der  GoefB- 
dUmi'dem  bOchatem  Gliedes'  offenbar  die  Einheit  iät.  Wenn  nim 
die  Ftincfion' JT  ae  beaehaifea  wt,  daaa  aie  ftr  jr^sa  veracbfvio- 
det,  BO  Mgtatts  der  verstehenden  Gleichung,  wenn  mai  in  der- 
ielben  o  fBr  x'  setzt,  unmittelbar 

—  =  0 

wobei  man  zu  beachten  bat,  dass  diese  Grosse  natfirlicb  von  a: 
ganz  unabhängig  ist;  und  es  ist  also  unter  der  gemachten  Vor- 
aussetzung fSr  jedes  x : 

X=Ao(a:—a)Xi^ 

wo  nach  dem  Obigen  Xi  eine  ganze  rationale  algebraische  Fnnc« 
fieti  des  (n-^lysten 'Grades  von  o?  ist,  deren '^ hdehales  Otted  4ie 
BilBhM«%inn  Coeffielefeten  hat.  -  .    i    .       « 
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tarn  den  gaw^m  rattönaten  mgetraHstkea  Functionen.  9t 

II.-  .        .     f   ..... 

Wir  woUeu  nun  annehioeD»  da^s  die  Function  J^,  für  jed^Q 
der  n  sämnitlich  unter  einander  (ingleichen  Werthe 

Ou    flj,    fla»    «4»  ••••  ö" 
Too  j:  verschwinde»  «o  ist  nach  L  zuerst 

wo  ^1  eine  ganze  rationale  algebraisehe  Function  des  (n — ])8ten 
Grades  von  x  bezeichnet,  in  welcher  der  Coe^cient  des  hpc^tan 
Gliedes  die,  Einheit  ist.     Weil  nun  aber  JT,  ^qjijd  folglich  aqch 

'     '        AQ{x^ai)Xi'  •  '  ' 

für  den  Werth  a^  vpn  x,  verschwhidet, .  (lir  diesen  Werth  ;^on  ^ 
;ii»er  :r  — «j.  nichtiv^r^cli windet >  weil  naqh  4^  VorausseUuog;  fi{» 
und  02  angleich  sind,  so  muss  nothwendig  X^t,  ^  den .  Wer.t|| 
fff  von  X  verschwinden,  und  nach  I.  ist  folglich: 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

wo  X^  eii|0  ganze  ratioi)jft|e  algebraische  Function  des  (fi— ^^)ten 
Grades  von  x  bezeichnet,  in  welcher  der  Coefficient  des  böqlijiff^ 
Gliedes  die  Einheit  ist.    Muo  verschwindet  Xy  also  auch 

Temer  Ar  deip  Werth  a^  voa  :v;.  weil  |aber  nacl^  der,  Voriiossetzung 
die  GrSssen  a^  a^,  a^  sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind, 
80  verscbw'iildet  (x-^äi)  (;r  —  *i>  för  'rfen  Werth'  itt,  >oir  *•  nicht; 
und  es  muss  also  X^  für  diesen  Werth  von  x  nothwendig  ver- 
schwinden,  woraus  sich  nach  I. 

*•    .  ■  •  •      •'     II..''.        •'    f 

Xi  =  (x^af)Xi, 

also  '         .  ' 

Xz=:Aq(x  ~  a,)  (x  —  Oa)  (x—a^)  X^ 

ergiebt,  wo  X^  eine  ganze  rationftle  algebraische  Function  des 
(n— 3)ten  (Brades  von  x  bezeichnet,  in  welcher  der  Coefficient 
des  hoichirteB  Glieds  4ie  Einheit  ist.  Wie.  niaox  n^-  dieiiei  Art 
weitergehen  kann,  ist  klar.    Endlich  gelangt  nianrzv.dDt  Qteichvpg 
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80  Grmneri:   Seter  einHfe  S4me 

wo  JT^^i  eine  gaose  rationale  algebraische  Fonction  des  letf  n  Ijrrm* 
dee  Ton  x  bezeichoet,  in  welcher  das  hOchete  Glied  die  Einheit 
som  CoelBcienten  bat    Nun  verschwindet  aber  X,  also  auch 

Aq(x  —  Ol)  (a: — a^)  (o:  —  «s)  ••  ••  (* — «»-i)  -Xii-i  • 

auch  für  den  Werth  a«  von  x;  nod  da  die  Grossen  Oi»  Ot*  ^»-^ 
,...  On-^if  an  nach  der  Voraussetzung  sämmtlich  unter  eimmder  un- 
gleich sind,  Bo  verschwindet  das  Product 

für  den  Werth  un  von  x  nicht,  woraus  sich  ergiebt,  däss  JT^-a 
Ar  diesen  Werth  von  x  verschwinden  muss.  Mach  dem  Obigm 
ist  aber  JT»-!  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des 
Isten  Grades  von  x,  in  welcher  der  CoefBcient  des  höchsten  Griie* 
des  die  Einheit  ist,  woraus  sich  ergiebt»  dass  diese  Punetion» 
weldke  filr  x^s^On  ▼erschwindet,  nur  von  der  Perm  x — am  sein 
kann,  so  dass  also 

und  felglich  nach  dem  Obigen 

jr=:^o(*^«i)(*—fl*)(^— «•)••••  (^— ««-l)(^— «•) 

ist 

BTeraadi  sind  wir  also  berechtigt»  den  folgenden  Satz  «nsav- 
«prechen : 

Wenn    die   ganze  rationale   algebraische  Function 
des  Uten  Grades  von  xx 

fflr  di«  •  sftaintUeb  «nter  einander  nngleiehoin  Wfrtb« 

«1»    «a»    «8>    cf4,....Ä„ 
verschwindet,  so  ist  immer: 

Biera^s  ergiebt  eich  unmittelbar  der  folgende  Satz : 

Hie    gwttze   rational«   nlgebrafsdi-e    Pancdo«    dee 
Uten  fStad^s  ven  xt 
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mm  den  gamen  raUmaten  algebfoUeken  FMncUonen,  St 

ksttft  k5cbsl0»ft  fir  n  «ngleieke  Wertbe  v^n  x  t«r- 
schwindeo. 

Deni»  Teffft^bwSnde  Ä  für  di«  n  -|- 1  «ngteielmi  VIhA^ 

^l»      ^19      09t      O^f  "»"  ffn^      ff 

vo«  Xa  «0  wAre  nach  II. 

nod  folglich,  weil  nach  der  VorauMetsang  X  a«cb  fär  xss« 
▼erach  windet : 

ilo(a— Oi)(tt— fl|)(a— a9)....(a  — aa)  =  0, 

was  ntigeiieimt  iet,  da  nach  der  Voratiaaetzang  keiner  der  Faeto* 
reo  des  Prodoots  a«f  der  linken  8eile  dea  Glekbhettaseieliene 
Teraehwindet. 

IT. 

Wenn  swei  ganze  ration^ale  algehraiscbe  Fonctio» 
nen  dea  nten  Gradea  von  a:: 

AQfl^+  Jj«»-*  +  A^af^*  +  ....  +  Jn-l^  +  Jmf 

B^+Bioi»'-^  +  B^x^^+  ....  +«„.ij:+& 

ffir  mehr  »la  fi  angleiche  Wertbe  von  xgleiefce  Werthe 
erbalten,  so  sind  diese  beiden  Fanctionen  idenilaeb 
gleich;  d»h.  dieaämmtlichen  Coeificleiiten  gleich  hoher 
Potenzen  von  x  sind  in  beiden  Fanctionen  dieselben, 
oder  es  tat: 

Aq^^Bq^     A\'='Bit     A^^=  B^f  . . . .  Am^iZZl Bm^mi 9     An^Bn» 

Wftren  die  Gleicbangen 

A^^^^BQf     Ai=^Bi9     A^^B^f,...  An^^^^Bn-lf     Am^^Bn 

nicht  aSmmtlich  erfüllt,  so  würde  in  allen  Fällen 

nach  der  Voräaasetzang  eine  ganze  rationale  algebridsche  Function 
▼on  X  sein,  welche  flir  eine  ihren  Grad  fibersteigende  Anzahl  an- 
gieieber  Wertbe  Ton  x  verschwinde,  was  nach  10.  angerrimt  ist 

V.     • 

Zwei  ganze  rationale  algebraische  Functionen  von 
sr  shid^Mentlseb  gleleb,  wenn  sfe  fflr   ei<ne  Üeii  Oratf 
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st  Gruneri:    Deöer  «M^e  Sd^^ 

e%9ßr  jedao  fibersteig^Ade  Aazakl  uogleicli^r  Wefthe 
von  s  gleiche  Wertbe  erhalten. 

Sind' >dle  beiden  Fonctioiten  von  gleich  hohem  Qrade»  so  folgt 
der  8atz  onmittelbar  aus  IV. ;  sind  dieselben  dagegen  von  rni- 
gleichem  Grade,  so  kann  man  sich  die  Function  des  niedrigeren 
Grades  durch  HinzufSgung  einiger  Glieder  mit  verschwindenden 
CoefBcientea  jederzeit  za  einer  Function  von  gleich  hebern  Grade 
mit  der  Function  des  höheren  Grades  ergänzt  denken,  und  bat 
dann  wieder  den  ersten  Fall. 

Anmerkung.  Freilich  wfirde  unter  den  geroachten  Voraus- 
setzungen die  Function  des  heberen  Grades  eigentich  immer  nur 
aobeNlitfir  von  einem  so  hoben  Grade  sein,  da  ja  eben  derSata 
aussagt,  das«  sie  mit  der  Function  des  niedrigem  Grades  iden- 
tisch ist,  also  nothwendig  einige  ihrer  Anfangsglieder  verscbwin* 
den  mfissen. 


VJL 

Wenn  swei  ganze  rationale  algebraische  Functio- 
nen zweier  veränderlicher  Grossen  a^  g,  die  im  Allge- 
meinen von  der  Form 

+  (^"  + Jliar--*  + Jli««-*  +  ...,  +  Jl«-.iar+Jt,)y 

II.     s.     \v. 


+  (A^«  +  ^jx—i  +  A^'"^  f  ....  +  X-i^  i  An)^^ 


und. 


U.     8.      W. 

+  (»0«"  +  Ä,a;«-»  +  B^ifr^  +  ....  +  Bn-ix^B^f 
fi^d,    /fir  .«i.n.e   n,  <i>«rfteigeDd»    Ankahl   «agltUlier 
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tan  den  pan^m  rMonal^  iUgehratsch^  Functfonen.  93 

Wertbe  von  x^  uHll'fOr  eine  iir5biK*^6telg«iif4e  Anzahl 
ungTei^elier  1iV#rtbe  von  y,  wIe'iBaii  äuclv'^Iese  'Wertere 
von  X  Qiid^y  affter  6iii*'n4er>  comibiiifrfjil  Maf ;  '^leteh^ 
Werthe  erbalten;  so  sind  die  beiden Fvueti^n^n  jeder^ 
zeit  einander    idenilscli  gleicb. 

Wenn  ' 

Ol,'   a%y    Oa»    «4»    !%»'.••»; 
Äi ,    64 ,    A3 ,    A4,    Ä5 , . ;  • . 

respective  die  Wertbe  von  x,  y  sind»  für  welcbe.  die  beiden 
Functionen  gleiche  Wertbe  erhalten«  ^0  fcapn  man  aipb  zifer(»t  % 

X  deuWerth  aj,  für  y  alle  Werthe  6|,  62*  ^a»  ^4»  ^6 f   dann^ 

für  X  den  Werih  «r^,.  ftfr  9  Alle  W^ftbei  bi}  ^.  6^,  ^4,  65»....; 
for  X  ferner  d^n  WeHk.  <%».  für  y  alle  WfBitbe  bi,\  A«,  ^,  64, 
65,....;  u.  K.  f.  gesetzt  denken,  und  scfiliesat  dann  aus  IV,  un? 
mittelbar,  dasa  die  CoeflSbiönteh  gleich  hober ' Potenzen* voin  y  in 
den  beiden  obigen  Fpnctlonen  «SmrotJicIi  gleich^  Wertbe  erhalten, 
wenfi  man  für  x  die  Werthe  ^i,  o«,  a^,  »43  a«^«.*.  setzt,  >«'oraus 
dann  ferner  tviedernni  nach  IV.  folgt,  dass 

i^Q— *X>09      i»! — |Ä>i,      il^  — Xl29  ••••>  ^11— ;X>ii; 

n.    s.    w. 

mmmmmm  fiiiii 

AQ:=z,BQf     Ai^^zBif     A^'^B^^  »•,,,  An'=^Bn 

ist,  die  beiden  Functionen  also  identisdh  gleich  sind,  wie  be- 
wiesen werden  sollte.^ 

Wenn  also  etwa  die  beiden  obigen  F.unotio'neii  fuf 
alle  positiven  ganzen  Werthe  von  x  nnd  y  gleiche  Werthe 
erhalten,  so  sind  sie  identisch  gleich,  und  erhalten 
also  gleiche  Werthe,  was  man  auch  fflr  Werthe  den 
Grossen  x  und  y  beilegen  mag. 

Aacb  wenn  die  beiden  ohig^an  Functioilen^  nur  ffir 
alte  positiven  ganzen  Werthe. von  x^y^  wflelie  .gros- 
ser sind  als  eine  gewisse  endliche  positive  Grosse, 
gleiche  Werthe  erhalten,  sind^le  identisch  gjeicb, 
nnd  erhalten  also  gleiche  Wei^th^,'  ^vas  man  auch  für 
Wertbe  den  Grusssen  x  und  y  beilegenmag.  ' 

Iheil  XXXI.  3 
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34  •funtri:    Ke««^  wm§0.9äiin. 


Anm%tkmm%.  Di«  kelMr  Sebfrier^brft  anl«i..4M4r-«M>  ü'I«««!- 
tcroDg  des  obige«  SelMs  awf  ganze  nlieiiele  algtbrekuilif  Func- 
tienm  mit  »ehr  wim  swet  TerSoderiiehen  Gri^MeD  Uon  hier  ffigiicb 
dem  Leier  ObeHaaemi.  wefdenv 

Ein  lehrreicbei  Beiepltol  filr  die  AnweDdimg  der  vorhergehen - 
den  Sitxe  liefern  die  folgenden  Betmchtangen. 

Naeh  dem  binomischen  Lehrsatse  für  positive  ganse  Expo- 
nenten ist,  wenn  l  und  fc  positive  ganse  Zahlen  bezeichnen,  wie 
In  den  Elementen  gelehrt  wird: 

(l+j:)A=l+(X),jr+(X)^  +  (A),sri  +  ,...+(i);urÄ, 
(I+:ry«l+(^),jr+(M),a^+(F)i**+..--+0*)/i«^- 
Weil  ^er  bekanntlicb  die  Binomial  -  CoefBcienten 

(2)31^,    WHs»    WhH^    (l)A+4,....; 
(f»)A^H»    (/»W«»   W/B+t»   (mW4»--« 
simmtlich  verschwinden»  so  kann  man  diesen  Reihen  immer  respec- 
tive  eine  beliebige  Anzahl  der  Glieder 

a)M-i*^S    (X)A+t«H«.    (i)Ht^^+».    (A)A+#a:*+^,.-..; 
0*Wi^»^*.  (f*Wsar'*+**    W^-Hi«^+*,   (f*W#«^+*»--- 

beifllgen,  ohne  die  Richtigkeit  der  obigen  Oleichongen  im  Gering- 
sten so  stfiren»  ond  übersieht  nun  auf  der  Stelle,  dass  man  sich 
immer  so  viele  dieser  Glieder  noch  beigefügt  denken  kann«  dass, 
wenn  man  das  Prodoct 

(l+j:)^(l+arV* 
bildet»  darin  für  jedes  positive  ganze  k  das  Glied 

wirklich  vorkommt»  oder  dass  man  immer  die  filr  jedes  x  beste- 
hende Gleichung 

(l+4?)^(l+:rV' 
=    1 

+  tWi  +  (f»)il^ 

+j(A)t+a)i(ii)»+(ii)fci^ 
+((it).+a)tWi+»)i(f*)«+(fi).ia?» 

u.    «.    w. 

+ t(i)» +(A)*-i  0«)i  +(i)»-i  0»),+ ....  +(1),  (p)»-i  -h  0»)»  I»* 
+ 
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^^,*  u^M  yt$H>Hin  ratUnuUen  a^e^aiscken  FuncUänetL  35 

hat,    wo»    wie  gesagt»    k  j«4t  V9^ff  gwzf»  X'^l  tmfMinen 

HhA  dem  binomisclien  Lehrsätze  fllr  positive  ganze  Expo- 
seiitea  ist  femef  Ob  jeies  ^r: 

(l+a:)^+f*==l  +  a+^),ar  +  (i+^),a:Ha+fi),*H....  +  (A+f*);.^^^ 
Weil  aber  die  Binomial-Coefficienten 

ffäromtlieh  verseil windef,  se  kans  man  auch  setzen: 

wo  wieder  k  jede  positive  ganze  Zahl  bezeichnen  kann. 
Nun  ist  aber  Utr  jedes  x  bekanntllclp 

nnd  man  hat  also  nach   dem  Vorhergehenden    die   fiir  jedes  ac 
geltende  Gleicboilg  ?  ^  ' 

=  I 

+  Ui)i+(>»)i}* 

M.    ».    yr. 
+  t(l!)»+(i)»-i(f.),  +  (A)*-»ö<)i  + ....  +  (Dt  (y.)k-i  +  WkVxt    . 

+ ; 

also  ist  nach  den  in  IV.  and  V.  bewiesenen  Sitzen,   da  diese 
Gleishping  Ür  jßitm  «  gilt: 

(i  +  j.),=r  C»),  +  Wj  (ft)  +  ((»Jb. 

U.      8.      W. 

a+ #)»«»(*)»+ (A)»^(^),  +  (l)»-«(|»)i,+  ....  4.  (i),(^)t-i  +  (^),. 

n.    8.    w. 

iro  i,  (i,  k  alle  positiven  ganzen  Zahlen  .^eiii  |i5nnea. 
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36    Crunert:  Ceb,  einige Sät%e v, den  gan%»  roHanaL algebr.  FuncL 
Setzen  wir  oan  aber  in  der  Gteichang 

für    alle    Bioomial-CoefBcienten    ihre    entwickelten   Wertbe»    so 
nimmt   diese   Gleichung  die  folgende  Gestalt  an : 

1.2.3. ...ifc 

""  J....A  ■*■  l....(Ä~l)  I 

■*■  !....(*— 2)  1.2 

^  l....(*-^3)  1.2.3 

a.    8.     w. 

1   ft(ft~l)....(ft--X:-t-2) 
"^T  1... .(*-!) 

,  fi(ft-l)....(fi-~A  +  l) 


und  man  fibersieht  aof  der  Stelle ,  dass  die  Grossen  auf  den  bei- 
den Seiten  des  Gleichheitszeichens  in  dieser  GNchung»  iwenn 
man  X  und  \k  als  veränderliche  Grössen  betrachtet,  unter  der  Form 
der  in  VI.  mit  einander  verglichenen  Functionen  von  x  und  y  ent- 
halten sind  9  oder  wenigstens  nach  gehöriger  Entwickeiung  immer 
auf  diese  Form  gebracht  werden  können.  Also  gilt  die  obige 
Gleichung  nach  VI.,  weil  sie  filr  alle  positiven  ganzen  Werthe 
von  k  und  fi  gilt,  fiSr  alle  ganz  beliebigen  Werthe  von  X  und  ^ 
und  es  ist  daher  fär  jedes  A  und  ^,  und  (tlr  jedes  positive  ganze  ki 

(A  +  ^)fc==  (A)ft+(X)fc-i(f*)i  +  (A)*-«(^),+. . . . -hWi  (f4)»-i  +  (,»)^ 

Die  Bedeutung  dieser  ffir  jedes  A  und  fi  gültigen  Gleichang  *} 
für  den  -  Beweis  des  allgemeinen  binomischen  Lehrsatzes  ist  be- 
kannt genug  und  braucht  daher  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden. 

Es  kam  hier  bloss  darauf  an,  zu  zeigen,  wie  mittelst  der  im 
Obigen  bewiesenen  Sätze  von  den  ganzen  rationalen  algebraischen 
Functionen  oft  Sätze,   die  Hlr's  Erste  bloss  unter  ge«i-issen  Ein- 


*)  Einen  allgemeinen  Beweis  dieser  sehr  wichtigen  Gleichang  darch 
Rechnung  ••  m.  i.  B.  in* meinem  Aufsätze  ThL  I.  Nr.  X.  . 
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Heii :  SUreom.  Säi%e  enUprechend  den  pianimetr.  Sätzen  eie.    37 

schrftokiiDgeii  oder  unter  VoraoeeetsoDg  der  ErAllung  gewisser 
besooderer  Bedlngtingeo  bewiesen  worden  sind»  oft  ohne  Weite- 
res so  völliger  Allgemeinlieit  erhoben  werden  können»  was  sur 
VereinfscboDg  der  analytiscben  Betracbtongen  nicht  selten  wesent- 
lich beiträgt  und  der  Abkarsung  des  Vortrags  (orderlich  ist. 


IIT. 

Stereometrische   Sätze  entsprechend   den  planimetri- 
schen  Sätzen  oder  harmonische  und  anharmonische  Pro- 
portionen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Hei$ 
zu    Miioster. 


1.  Fünf  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Strahlen  mögen  die 
beliebigen  Ebenen  (Taf.  11.  Fig.  1.)  ABCD  und  abcd  in  den  Punk- 
ten Af  ß,  C,  Dy  E  und  a,  b,  c»  d,  e  treffen.  Verbindet  man 
den  Punkt  E  mit  den  Eckpunkten  des  Vierecks  ABCD  und  e  mit 
den  Eckpunkten  des  Vierecks  abcd,  so  ist: 

/^AED./^BEC _  ^aed^^bec 
l^AEB./^DEC^  \aeb.l^dec 

•      ^AED./^BECVyi.  SAED. Pyr.  SBEC 
Beweis.   ^^eB. /^DEC^ Pyr.  SAEB. Pyr.  SDEC  , 

/^aed.jibec Pyr.  Saed. Pyr.  Sbec 

/^aeb.^dee       Pyr.  iSaf6.  Pyr.  Silec' 
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Nadi  «ln«itt  («dötk  g«o««M6dif  ih  be^^isUbnato  SatwJ,  „das« 
«w«l  dreUMtige  Py^Httidtett.  i^efdlij  «Hifeit  gltiettttH  ks^etvrtbfcel 
haben.  sicB  ^*Mi  IiiMIM  na«h  wt«  die  Pttfduct«  aM  dM  iMi  deh 
gi«lcheit  KOf|^«rU<Mkelh  ioAiünmtostoMMd^rt  Kimteii  veAAlt«ll^  Ist : 

Pyr.  gJAT)  _  SA.SD.SE 
Pyr.  Soerf  ~'Sa.Se.Sd  ' 

ggf.  SBEC      SB.SE.SC 

Pyt.'Söec    ~    Sb.Se.Sc  ' 

^Z\ßJA^  _  SA.SE.SB 
Pyr.  £ae6    ~    Äo.Se.SÄ    * 

Pyr.^DEC  _SD^SE.SC 

Pyr.  Sdec   —    Sd.Se.Se  ' 

Hieraus  ergiebt  sich  lelcbt  nach  gehöriger  Reduction : 

Pyr.  SAED.Pyr.  SBEC,  Pyr.  Saed.  Pyr.  Sbee 

Pyr.  SAEB.Pyt,  SDEC  Pyr.  Äae6  .Pyr.  Sdü^  *'^' 


somit : 


A  AED ,  A g^C  _  A  <ygrf'  A  f^ee 
/^AEB.^DEC  J^aeb.J^dec' 

Leicht  lässt  sich  einsehen ,  dass  wenn  an  die  3telle  des  Vier- 
eck« ein  2itEck  tritt,  und  sowohl  durch  Eckpunkte  des  2nEcks, 
als  durch  einen  beliebigen,  in  der  Ebene  des  2nEcks  liegenden 
Punkt  2it-f  1  Strahlen  gelegt  werden,  dass  alsdann  für  beliebige, 
di^  Strahlen  dur<ihschrieldende  Ebölfi^n  '4as  Ptroduct  der  )ibwech- 
s^ind  liegenden  H  Dr«l^cVe  das  SnEeks,  dtVidtrt  dbVth  das  iPt^o- 
diiet  (fer  Übrtgen  Dreiecke»  eonstant  ist. 

2.  SABC  (Taf.  II.  Flg.  2.)  sei  eibe  beliebige  Pyramide,  in  die 
GrundflSche  sei  ein  Dreieck  DEF  eingeschrieben;  nach  D,  E,  F 
seien  die  Strahlen  SD,  SE»  SF  geaegen  und  sänimtliche  sechs 
Strahlen  durch  eine  zweite  beliebige  Ebene  geschnitten,  welche 
dieselben  in  den  Punkten  n,  6,  «,  d,  e,  f  treffen  inuge;  als- 
dann ist: 

A  ^4 Py .\BED ,\fEC      ^adf.^becXfec 
Ai<«C.(AßEF)«"    =*=    E^cb^i^difyr ' 
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£•  l«t  abtp  4as  Produet  der  loMern  Droiecto,  dividirt  durch  das 
ganse  Dreieck  multiplicirt  mit  dem  Quadrate  des  innern  Dreiecks 
coaatant    Dar  Beweia  erglebt  sich  Jeichl  oach  obiger  Anleitung. 

Der  folgende  Satx  ecgiebt  afeh  ebeafalla  gaoa  leicbt:  .»Ist 
dem  Dreiecke  abc  (Taf.  IL  Fig.3.)  ein  anderes  öd/*  eingescbriebeo, 
dieeeni  ein  drittes  gni,  siebt  man  alsdann  durch  die  Eckpunkte 
der  einseinen  Dreiecke  die  neun  Strahlen,  durchschneidet  diesel- 
ben durch  eine  beliebige  Ebene  und  construirl  die  den  gegebenen 
Dreiecken  entsprechenden  Dreiecke ,  so  ist  der  Qui>tient 

äiabf.  l^bcd.  iiBfd,(Aghif 
^bgh.  iiffif.  ^dM.  ^aee.  I^bfd 

filr  alle  entsprechenden  Dreiecke  censtant'^ 

Dieser  Satz  Iftsst  sich  noch  erweitem.  Zu  bemerken  ist«  dass 
weoD  man  In  obigen  Quotienten  die  Buchstaben  a,  6»  c  u.  s.  w., 
welche  zur  Bezeichnung  der  Ecken  der  Dreiecke  dienen,  als  Zah- 
len iietrachtet»  06/*  n.  s.w.  als  Products,  dieser  Quotient  <=  1  wird. 
Auf  diesen  Umstand  achtend,  wird  man  leicht  auch  fflr  zusam- 
mengesetztere Figuren  die  consianten  Quotienten  aufstellen  können. 


IV. 

Erweiterung  der  Sätze  über  harmonische  und  anharmo- 
nische  Proportionen. 

Von 
Herr»   Professor   Dr.   Ueis 

zu    MÜDtter. 


Zwei  beliebige  gerade  Linien  RG  und  bg  (Taf.  II.  Fig.  4.) 
m5gen  Ten  sechs,  von  A  ausgebenden  Strahlen  in  den  Punkten 
B9  Cf  Dt  Ef  F,  G;  bf  Cf  d,  e,  f,  g  getroffen  werden.    Die  auf 
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einbncler  folgendeo  VFiabel  der  StraUen  seien  «,  ß,  y,  d,  c»   Als- 
dann ist: 

ßCDE.FG  _  /^AßC^ADE.^AFG 
CD.EF.BG  ""  ^ACD.J^AEF.J^ABG 

^  iAB:AC.H\ua.iAD.AE.»\ny.lAF.AG.s\nB 

^  iAC.AD.sin^,iAE.AF.ainö.iAG.Aß.din{a+ß-iyi:ö+^^ 

2_  gmft.'Siny.sin^  " .    .. 

""  sin  ß'.  sin  d .  rin'(ir+  /J  +  y + ^H- €) ' 

Es  folgt  also  hieraus,  dass 

BC.DE.FG       bc.de. fg 
CD.EF.BG'^  cd.efSg' 


so  wie  * ! 

•     .  •  »-•.     .•...-  .  ..•        . 

^ ABC.  A ^»^g *A:^0  _  Afl6.r.Afy</#?.A<^^  .  . 

Ißt"  also:  *  ■  '      .  .    .   -     . 

bd.ec.fg=cg:dP.ef, 

so  ist  auch 

bd,ec.fg  =  cg,df.eb* 

Leicht   ist  einzusehen»    dass  der  Satz    auch   für  8^  10  u.  s.  w. 
Strahlen  gelte. 

Werden  also  2n  Strahlen  von  zwei  heliebigen  Geraden  geschnit- 
ten, so  ist  das  Product  der  n  abwechselnd  liegenden  Stücke  der 
Linif^n  dividirt  durch  das  Product  der  übrigen  n  —  1  abwechselnd 
liegenden  Stücke  und  der  ganzen  Linie  constant. 

Pur   fünf  Strahlen,    welche    zwei   beliebige    Linien    in    den 
Punkten  BCDEF,  bcdef  tieften,  findet,  wie  sich  leicht  beweisen' 
lässt»  folgender  Satz  Statt: 

BC.DE.FD      bc.de.fd 
CD.EF.Dß^cd.ef.db' 

Ein  ähnlicher  Satz  lasst  sich  für  7  überhaupt  2n  —  ]  Strahlen 
aufstellen. 
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.IV* 


Sätze  über  das  irreguläre  Tetraeder  % 

Von 

Herru  Professor  Dr/JSfetj.  t 
%n   müDSler« 


1.  8at9:.  Stehe»  In  einem  beliebigen  Tetraeder  zwei  Paar 
gegepGber^teheudßr  Kanten  auf  einander  ^nkreeht,  so  steht  auch 
das  dritte  Paar  gegenüberstehender  Kanten  auf  einan4er  senkrecbt* 

Beweis.  Es  »ei  ^ßTX>C,  i^CjßO-  XTaf.lI.  Fig.  5.)  Um 
zu  beweisen,  dass  ADfBC  sei,  fölle  man  von  Ä  und  B  auf  DC 
und  von  A  und  C  ianf  BD  Senkrechte.  Aus-  'der  Eigenschaft» 
dass  ABf  DC,'  ergibt  sich,  dass  die  erstehen  Senkrechten  in 
einem  Punkte  E  der  Linie  DC  zusaftimentreCeii,  und  ebensä 
ergibt  sich»  dass  die  andern  Senkrechten  in  einem  Punkte  Cr  auf 
der  Linie  BD  zusammenstosseii.  Verbindet  man  A  mit  dem 
Durchschnitte  O  der  Linien  BEf  CG,  so  tat  AO  der  Uurchschnitt 
der  beiden  auf  i^DC  senkrecht  stehenden  Ebenen  AGC  und  AEB, 
mithin  steht  AO  auf  der  Ebene  BDC  senkrecht.  Verlängert 
man  nun  noch  die  Linie  DO  l^is  zum  Durchschnitte  H  mit  B.C, 
so  ist,  AilDBJBC,  auch  AHJ  BC.  Die  Linie  ^C  steht  alsQ 
auf  der  Ebene  des  Dreiecks  ADU  senkrecht,   somit   BCTAD, 

2.  Satz.  Stehen  in  einem  Tetraeder  ABCD  zwei  gegenüber- 
stehende Kanten  auf  einander  senkrecht,  so  schneiden  sich  jedes» 
mal  die  von  den  beiden  Endpunkten  einer  der  Kanten  auf  die  gegen- 
überstehenclen  Seitenflächen  gefällten  Senkrechten  in  einem  Punkte. 


*)  Att«   der  in  Kürz«   erscheinenden    nStereomotric    von    Hei« 
B  D  d -fie  •  h  w  e  i  l*e.c.  **• 


Digitized  by  VjOOQIC 


42  tteis:    Sdt%e  über  doi  irregUtäre  Tttraeder. 

Steht  AC  (Taf.II.Fig.5.)  auf  BD  senkrecht^.so  werden  die 
Perpendikel  von  A  und  C  auf  BD  diese  BD  In  einem  Punkte 
G  treffen.  Leicht  ist  hiemach  einzusehen,  dass  die  Ebene  des 
Dreiecks  AGC,  welche  auf  BD  senkrecht  steht,  sowohl  das 
Perpendikel  Ton  A  auf  DBC,  als  von  C  auf  ADB  enthalten 
mfisse,  dass  also  die  beiden  Perpendikel  sich  noth wendig  schnei- 
den müssen.  Ebenso  werden  sich  die  beiden  andern  von  B  auf 
ADC  und  von  D  auf  iüETCgefilllten  Perpendikel  fOr  sich  schneiden. 

3.  Sats.  Durchschneiden  sich  die  von  den  Endpunkten  einer 
Kante  auf  die  gegenfiberstehenden  Seitenflächen  geßillten  Per- 
pendikel in  einem  Punkte,  so  steht  jene  Kante  auf  der  gegen- 
Hberliegenden  Kante  senkrecht. 

4.  Satz.  Durchschneiden  sich  in  einem  Tetraeder  zwei  H5hen- 
perpendikel,  so  schneiden  sich  auch  die  beiden  flbrigen.  —  Leichte 
Cmkehrung  des  vorhergiehenden  Satses. 

5.  Satz.  In  einem  Tetraeder,  dessen  gegenüberstehende 
Kanten  paarweise  aufeinander  senkrecht  stehen,  durchsehneiden 
sich  simmtliche  Il8henperpendike|  in  einem  Punkte. 

6.  Satz.  Durchschneiden  sich  in  einem  Tetraeder  drei  Hoben- 
perpendikel  in  einem  Punkte,  so  geht  das  vierte  Hybenperpen- 
dikel  durch  denselben  Punkt  *). 

Beweis  mit  Hülfe  der  vorhergebenden  Sätze  leicht. 

7.  Sats.  Die .  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  £  und  F 
(Ta£  II.  Fig.  6*)  Tsweier  gegenfiber  stehender  Kanten  AB^  CD  eines 
Tetraeders  halbiit  jede  durch  dieselbe  und  durch  zwei  andere 
gegenüber  stehende  Kanten  gebende  Gerade. 

Beweis.  Die  Linie  BG  treffe  die  Verbindungslhiie  EF  der 
Mittelpunkte  £,  F  der  Seiten  AB,  DC  in  O,  die  gegenüber- 
siehenden  Kanten  in  G  und  ff.  Zum  Beweise,  dass  GO^OH 
sei,  denke  man  sich  durch  die  heiden  windschiefen  Kanten  AC, 
BD  ParaltelebeneA  constrilirt.  Legt  man  Ann  durch  einen  lier 
Halbirungspunkte,  etwa  £,  eine  parallele  Ebene  mit  Jenen  beiden. 


*)  Im  zweiten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  findet  sich  auf 
Seite  97.  der  von  Steiner  anfgestelite  Satz:  „Fället  man  ans  deo 
Ecken  eines  beliebigen  Tetraeders  auf  die  gegenüberliegenden  SlÜten- 
ebenen  Lothe,  so  schneiden  diese  vier  Lnthe  einander  im  Altgemeitten 
nicht.  Schneiden  sich  aber,  in  einem  besonderen  Falle,  irgead  twei 
denielben,  so  schneiden  alle  vier  einander  in  einem  und  demselben 
Punkte.*'    Dieser  allgemein  aufgestellte  Safee  ist  oflfeivbar  anri*«lilig. 
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so  muss  dieselbe  ofenbar  aacb  durcb  den  andern  Halbirungspimkt 
F  gehen.  Es  gebt  eorait  diese  Ebene  sowobi  idnrcb  die  Linie 
EF^  als  auch  durcb  den  Punlit  O  and  halbirt  also  aucb  die  GH 
in  O. 

Zusatz.  Legt  man  darch  die  Verbindangslinle  EF  eine  be- 
liebige Ebene,  so  balburt  jene  Linie  das  durcb  den  üurcbscbnitt 
mit  den  Seiten  entstehende  Vieredc*  —  Der  Beweis  leicht 

Bemerkung.  Der  obige  Satz  llsst  sieb  anch  so  ansdrOeken: 
Durchschneidet  in  einem  windschieCra  Vierecke  eine  gerade  Linie 
die  VerbiiKiaagslisie  der  Mittelpaakte  zweier  gegenüberstehender 
Seiten  und  sogleich  die  beiden  andern  geeenOberstebenden  Selten 
des  yietotii*^  M  wltd  ^Melbe  visn  jiner  VefbkiiMgsttnfe  bnlbirt. 

8.  Satz.  Jede  durch  die  Verbinditigslinie  der  ^littelpunkte  E 
nnd  F  (Taf.  U  Fig.  7.)  zwe}«r  ^I»gen8b«r  Stehender  Kanten  eines 
Tetraeders  gelegte  Ebene  GEHF  halbirt  das  Tetraeder. 

Beweis.  Man  verbinde  B  uud  C  mit  E,  Ä  und  D  mit  F. 
Da  die  ron  den  EndyAmMete  dte  In  £  Halbliteo  (Linie  AD  auf  die 
durch  E  gehende  Ebene  GEHF  gefiUlten  Perpendikel  einander 
gleich  sind,  so  haben  die  beiden  Pyramiden  ÄEHF  und  DGEF 
gleiche  Hoben,  und  da  sie  nach  dem  vorhergehenden  Satze  auch 
ooch  gleiche  Grundflächen  EHF  4ind  CEF  haben,  so  ist: 

(D  Pyraniidis  AE(tF:^  GJMUT, 

ebenso  ist: 

(-2)  Pyramide  S£FG=zECHF. 

£s  ist  aber  Pyramide  AFDB  =  \ACDB  =  BDCE,  folglich,  wenn 
man  von  der  ersten  «ind  dritten  4ms  gemeinflefa*Alioln»'Sttidk  BCi^B 
wegnimmt : 

(3)  Pyramide  AEFB^DEFC. 

Durch  Addition  von  (I),  (2),  (3)  erhält  man: 

ABGEFHj&CDGEFA 

9tH  lAnllicbsf: 

\ABCJ>:=:  AbDF=  Ab£FG+EFDG  =  AßkFG  VEFIIA 
=  AHFGB, 
also; 

AHFG^^iABCD. 
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VI. 

Zur  Integration  der  linearen  DiffermitialgleiehQng 

Von 
Herrn  DoeCor  A*  fWeiler, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  höheren   Bnrgerecbnle  an    Mannbeti 


Im  dreissigsten  Tbeile  dieses  Jouroals  (S.  336.)  bat 
Herr  Spitzer  das  allgemeine  Integral  der  linearen  Dlfferendal* 
gleichung 

entwickelt.    Dies  integral  zeigt  sich  in  der  Form 

WO  |ii  aus  der  Gleichung  fi*»  =  l  zu  bestimmen  ist.  Ich  mochte 
hier  ein  anderes  Verfahren  in  Erinnerung  bringen,  was  Tielleicbt 
noch  schneller  die  angegebene  Integralform  liefert  und  ^doch  anch 
in  unzähligen  anderen  Fällen  eine  Anwendung  zulSsst,  wo  der 
von  Herrn  Spitzer  eingeschlagene  Weg  nicht  mehr  zum  Ziele 
fahren  würde. 

Ich  setze  zunächst  {^=a;"*'~^.ii»   wo  Z|   eine  Function  von  t 

und  JCi  =  —  sein  soll.    Daraus  findet  man : 
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+  (m-1)  (m-.2)  (m--3)«*-4i., 
und,  wenn   man  so  fortführt,   endlich  auch: 

Die  anjregebene  Transformation  rerwandelt  demnach  die  vorlie- 
gende lineare  Differentialgleichung  in  eine  andere«  deren  Coeffi- 
zienteo  beständig  sind.    Man  erhält '  nämlich : 

d^%i Jb^ 

Das  Polynom  «»i«  —  d:i*»=:0  lässt  sich  in  m  verschiedene 
Faktoren  von  der  Form  afU — Xj  zerlegen.  Daraus  folgt  bekannt- 
lich, dass  man,  um  die  transformirte  Gleichung  zu  integriren,  die 
Summe  aller  Integrale  zu  nehmen  habe,  welche  der  linearen  Dif- 
ferentialgleichung der  ersten  Ordnung: 

dzi  _  dzi, 

entsprechen,  wenn  die  m  Wurzeln  der  Gleichung  fi>"=l-  nach 
und  nach  an  die  Stelle  von  (i  treten.    Als  Integral  hat  man  biet : 

Xi=:^(l-f afi^i)    oder   2  =  Ä:"»-*.y(l -), 

<md  so  gelangt  mao  dann  wieder  so  der  obigen  Integralform : 
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VII. 

lieber  eine  ^eoiDetriBcbe  Aa^abe. 

.      Von 
Herrn  Doetor  Paul  Eseher, 

Privatdocenlen  der  Mathematik  am   schweiieriselMB  Poljleebnilnm 

%^  Snrich. 


A  u  f  g  a  b  e. 

Durch  eine  Ecke  C  eines  g^gebeBen  Dreiecks  ABC 
(Taf.  II.  Fig.  8.)  eine  Gerade  so  zu  legen,  dass  die  awf 
sie  von  den  beiden  |inc|eri|  Ecken  A  «nd  ß  gefällten 
Perpendil^eii  mit  ihr  qnd  mit  den  in  der  ersten  Ecke 
s^sammenßtossenden  Seiten  AC  vnd  BC  bexiebtngs- 
weise  ^lel^hgrosse  Dreieqke  einscbliessen. 

Vorbemerkung.  Im  Februarfaefte  1MB  der  »,N#v¥eiie9 
annales  de  math^niatiques**  findet  sich  diese  Aufgabe  mit 
der  folgenden,  Ton  Herrn  Lsgrsndals  aufgestellten  LSsung: 

„Man  siebe  in  die  Mitte  D  der  Seite  AB  die  Transrersale 
CO,  i^aehe  BE^DF:=^PC  und  siehe  endlich  CS  und  Cl\  so 
stdit  j#f)4^  4«f  b^hion  letsteren  Linien  eine  |4Sge  der  g^sv^teii 
Geraden  vor.'' 

Diese  Losung,  vrelehe  in  d^m  Fall,  vo  der  Winkel  ACB  ein 
rechter  ist,  kein  eigentliches  Resultat  liefert,  führt  sonst  nur 
auf  zwei  d^r  gefucbten  Geri^den  enAsprecheiyde  Linien,  und  zwar 
auf  zwei,  die  auf  ein'ander  senkrecht  stehen,  und  die  beide  zu- 
gleich SAfwerhaib  oder  innerhalb  des  Winkels  ACB  fallen,  je 
nachdem  letzleter  ein  spitier  crder  slnnpfer  ist 

Dass  ausser  den  so  gefundenen  Geraden  aber  noch  zwei  der 
Aufgabe  entsprechende  ezistiren  kOnnen,   welche  auch  senkrecht 
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nt  #inafid«r  sieben ,  wovon  jedecb  die  eine  90Ufrhi^lb»  4ie  andere 
iiMMiliiUb  des  Winkele  ACB  zu  liegen  kommt  —  davon  überzeugt 
m9ß^  eich  leicht,  indem  man  zwei  dem  Inbalte  nach  gleiche  Recht- 
ecke ADCJ  und  CEBG  80  an  einander  fügt,  wie  ee  in  Taf.  II. 
l^*§r- 9.  geschehen  y  und  nun  noch  die  Geraden  AB,  AC  und  BC 
zieht,  wodurch  das  Dreieck  ABC  entsteht»  für  welches  die  durch 
die  Sf^itie  C  gi^enden  und  auf  einander  senkrechten  Geraden 
JC  und  DG  ebenfalls  die  in  unserer  Aufgabe  ausgedrfickte  Eigen- 
dchaft  besitzen. 

AUsm  Anncheioe  nach  Iftsst  «ich  aber  di«sas  zweite  System 
von  Geraden  niobt  so  leicht  auffindeui  wie  das  erste«  Auchzi^ugl 
hieven  die  Im  Januafhefte  1858  der  »»Nouvelles  annaiea  i^ 
Mathömalique«*'  Ten  Herrn  CbsUiot  gegebene  ConstriicUon, 
welche y  auf  eine  trigonometriscbe  Betrachtung  gegründet»  eine 
Linie  ^es  zweiten  Syatcms  liefert.  ^^  Leider  ist  diese  Construction 
nicht  richtig  vollendet  worden»  indem  sich  schliesslich  in  dieselbe 
ein  kleiner  Fehler  enigeschlichen  hal|  gleichwohl  bietet  sie,  rich- 
tig voUendet,  «^  wodurob  sie  In  wtnig  eempliclrterer  Form  er- 
scheint —  einen  abermaligen  Bel^  dafür»  dass  selbst  dieL^hrsu 
der  TrtgoAometrte  in  d<v  gsometriscbee  Analysis  ^ne  «chün^  An- 
weMbng  finden  ktonen. 

Auf  eine  andere  trigqnometrische  Betrachtuiig  gestützt»  habe 
ich  die  näniriche  AqfgahQ  zu  lu^en  versucht  und  eine  Construction 
erbalten»  welche  beide  Systeme  von  Geraden  zqgleich  gibt. 

Bevor  wir'«ber  zu  dieser  Csostruetioii  übergehen»  wollen  wir 
znn&chst  annehmen»  dass  der  Winkel  ACB  unseres  gegebenen 
Dreiecks  ein  Rechter  sei.  F&ilen  wir  alsdann  (TaC  iL  Tig.  10.  und 
Fig.  II.)  auf  eine  beliebig  durch  C  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Winkels  ACB  .gezogene  Gerade  rem  A  und  B  ans  die  Senkrech- 
ten AD  ond  JS£»  und  bezeiohueu  die  spitsen  Winkel»  welche  die 
Seiten  AC  und  BC  des  Dreiecks  ABC  mit  jener  Geraden  bil- 
den,   durch  a  und  ß,    so  finden  wir»   weil 

«-fP  =  90*>,  also  2a  +  5!^^I80o, 
dass 

sin  2«^  Sil!  3/} 
ist.    Da  ferner 

der  Inhalt  vom  Dreieck  ACD^z\AC^,&\n2€i 
und    „       „       »,         „        BCE=,\BC^.Bm2ß 

so  folgt  hieraus,  divss  nur»  wenn  AC:=iBC,  d,  (i.  das  Dreieck 
ABC  zugleich  gleichschenklig  ist»  —  dann  aber  stets  -*  die  Drei- 
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ecke  ACD  hrid  JBCE  eMander  gleich  sind.  Somit  wird«  wenn 
Winkel  4CB  ein  RechteV  ist,  die  Aufgabe  im  Allgemdoen  kein« 
Losung ^ula^sen,  fn  dem  besonderen  Falle  jedoch,  als  das  Drei- 
eck ABC  zugleich  gleithscbenkelig  Ist,  jede  durch  C  gelegte  Ge- 
rade unserer  Aufgabe  genügen. 

Ebenso  leicht  lässt  sich  beweisen,  dass  wenn  Winkel  ACB^^ 

und  ausserdem  AC^=^BC  ist,  die  vier  durch  C  gehendep  Gera- 
den DE,  FG,  HJ  und  KL  (Taf.  II.  Fig.  12.),  welche  den  vollen 
(d.  h.  aus  vier  Rechten  bestehenden)  Winkel  bei  C  in  acht  gleiche 
Theile  zerlegen  und  wovon  eine  zugleich  den  Winkel  ACB  bal- 
birt,  unsere  gesuchten  Linien  sind.  Es  braucht  somit  unsere 
Aufgabe  nur  noch  unter  der  Voraussetzung gelOstzn  werden,  wo- 
nach weder  Seite  AC=BC,  noch  Winkel  ACB^W^^t.  Onter 
dieser  Voraussetzung  bedienen  wir  uns  aber  folgender         -^ 

Construction.  (Taf.  HI.  Fig.  L)  Beschreibe  um  die  gros* 
sere  dei*  Seiten  AC  xxnA  BC  (hier  AC)  als  Durchmesser  einen 
Kreis ,  verlängere  —  wenn*s  nOthlg  ist  *-  die  kleinere  Seite  (hier  BC) 
80  weit,  bis  sie  die  Kreislinie  in  einem  weiteren  Punkte  E*) 
trifft,  ziehe  Halbmesser  DE  und  mit  ihm  dardi  C  eine  Parallele 
F€r,  beschreibe  ferner  aus  C  mit  Halbme^tser  BC  einen  Kreis 
bogen,  welcher  die  vorbin  gezeichnete  Kreislinie  in  den  Punkten 
H  und  J  schneidet,  ziehe  sodann  die  Gerade  BJ,  welche  die 
AC  in  einem  Punkte  K  schneidet,  beschreibe  hernach  mit  Halb- 
messer CiT  einen  Kreisbogen,  welcher  die  Gerade  FG  in.  den 
-  Punkten  L  nnd  M  sehneidet,  ziehe  AL  und  AM  und  parallel  mit 
letzteren  beiden  Geraden  die  Durchmesser  NO  und  FQ  und  lege 
endlich  durch  C  die  vier  Geraden  NR,  OS,  PT  ubd  QU  so, 
dsss  sie  ausserdem  noch  beziehangsweise  durch  die  Punkte 
N,  O,  P  und  Q  gehen,  so  wird  jede  dieser  vier  Geraden  unse- 
rer Aufgabe  genfigen. 

f 
Beweis.  I.  Um  darzuthun,  dass  die  Linie  NR  unserer  ge« 
suchten  Geraden  entspricht,  dOrfen  wir  nur  die  Geraden  JC  und 
AN  ziehen  und  BV  parallel  zu  AN  machen,  wodurch  die  recht- 
winkligen Dreiecke  ACN  und  BCV  entstehen,  deren  bei  C  lie- 
gende Winkel  wir  der  Kfirze  wegen  durch  tt  und  ß  bfzfrjfhneu 
wollen.    Alsdann  verhält  sich : 


*)  .T¥äre  in  i|n»Arer.FJgar  4er  Winkel  ACB  etompf,  so  roöitto  die 
Seite  BC  über  C  binans  verlängert  werden,  um  die  Kreialiuie  noch  in 
einem  weiteren  Punkte  «chneiden  zu  können. 
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AL^xBC^r^AC^x  CJ^^ACi  CK=ACi  CL 

^6\n^ALCiBm^CALz=:B\uj^lSDE:aw^ADN  * 
=  sin  2/3:  sin  2a; 

folglich  Ut 

AC^.sm2a  =  BC*.Bin2ß, 
also  aach 

iAC^.  sin  2«  =  iBC*.H\n2ß 
oder 

^ACN=^BCr^ 
w.  a.  b.  w. 

II.  Um  zo  zeigen,  dass  die  Linie  PT  die  in  unserer  Auf- 
gabe ausgedrückte  Eigenschaft  besitzt,  ziehen  wir  ferner  AP  und 
machen  BX  parallel  zu  AP^  wodurch  ivir  die  rechtwinkligen  Drei- 
ecke ACP  und  BCX  erhalten ,  deren  bei  C  liegende  Winke!  wir 
durch  Y  und  S  bezeichnen  wollen.   Alsdann  verhält  sich  wiederum: 

AC*'.BC^=^AC^:CJ^r^  AC:CK=:iAC:CM 

—  Bmj^AMC;8in^CAM=zs\nj^PDE:B\n^ADP*) 
=  sin2j:6in2y* 


folglich  ist 
also  auch 
oder 


^C«.sin2y=ÄC«.sin2J', 
iilC«.sin2y=  lÄC«.sin2d 


in.  und  IV.  Dass  endlich  05  und  ÜQ  zwei  unserer,  gesurft - 
ten  Geraden  entsprechende  Linien  sind»  können  wir  entweder 
ähnlich  den  in  Nr.  I.  und  II.  geführten  Beweisen  darthon  oder  ein- 
facher dadurch,  dass  wir  uns  auf  diese  bereits  geführten  Beweise 
stutzen.  , 

Ziehen  wir  nämlich  die  Geraden  AO  und  AQ  und  diesen  paral* 
lei  die  Linien  BW  und  BT,  so  sind  die  dadurch  entstehenden 
rechtwinkligen  Dreiecke  ACO  und  BCW  einander  gle}ch«  weil 
sie  beziehungsweise  den  nach  Nr.  I.  einander  gleichen  Dreieckei) 
ACN  und  BCV  congroent  sind.    Ebenso  sind  die  weiter  dadurch 


•>  Et  ist  nimlivh  uinj^PDE^^uw^A^VC,  w^U  ^PDf-i^AMCsslW. 
Tkcil  XXXI.  4 
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entotehenden  rechtwinkligen  Dreiecke  ACQ  ond  BCT  elnaiider 
^eicb,  tveil  sie  besiehongsweiee  den  nech  Nr.  II.  einender  glei- 
chen Dreiecken  ACP  and  BCX  congment  eind. 


VIII. 

Berichtigangen. 

Von 

Herrn  Professor  Stephan  von  Kru$per 
in  Ofen. 


I.  Im  24sCen  Theile  dieses  Archivs  hat  Herr  Professor 
iBreymann  ein  Verfahren  bebannt  gemacht»  die  Lage  eines 
Panbtes  auf  dem  Felde  gegen  zwei  andere  gegebene,  aber  nnzo« 
gingliche  Punkte  zu  bestimmen.  Der  Verfasser  beweist  soförderst 
folgende  zwei  Sätze: 

1)  Wenn  man  in  einem  A  ^BC  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  eine  Trans« 
versaje  DE  zieht,  nicht  parallel  sn  AB,  dann  die  Linie  DE  bal- 
birt  in  F,  und  die  Linien  AE,  DB  und  CF  zieht,  so  schneideo 
sich  diese  nicht  in  einem  Punkte. 

2)  Wenn  man  in  einem  A  ^BC  (Taf.  IV.  Flg.  2.)  eine  Trans- 
versale DE  zieht/  parallel  zu  AB,  die  Linie  DE  hal^irt  in  F, 
nnd  die  Linien  AE,  BD  und  CF  sieht,  so  schneiden  sich  diese 
In  einem  einzigen  Punkte. 

Dann  macht  der  Verfasser  von  diesen  Sätzen  Rlr  die  Auf- 
nahme mit  dem  Messtische  folgende  Anwendung: 

Wenn  AB  irgend  eine  unzugängliche  Linie  auf  dem  Felde, 
DE  das  TcijCIngte  Bild  derselben  auf  dem  Hesstische  und  C  irgend 
enien  Puikt  auf  dem  Felde  bedeutet,  dessen  Position  auf  dem 
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ÜMsAftdie  be«t(tiiiit  «rerdbai  «oll,  •»  fttoHo  dMftH  den  Messtifecfc 
Hl  C  aiif^*«o»  da«»  DE  oneb  AugeiiiMtaMe  ait  AB  fiarallel  ser^ 
Mblf«  1>£  in  F»  vislfe  Ober  />  ucb  il,  fiber  £  na«b  B.  zrefae 
die  Strahlen  In  beidien  RicbtongeD  r^kwftrte,  bi»  sie  aicb  nt 
Irgend  einem  Punkte  des  Meestiscbe»  durebachneideD,  rerbinde 
dicaen  Darchsehalttapuaki  mit  dem  Pnnkte  F  mittelst  einer  Ge- 
raden, and  siebe  die  Visirüaien  über  D  nach  B  und  Aber  E  nach 
A  auf  dem  Papiere ;  dann  eateCeht  in  der  .Regel  ein  F^lerdrei* 
eck,  weieliea  anaieigt,  dase  die  Linie  DE  anf  dem  Papiere  mit 
der  Gorrespondirenden  Linie  AB  auf  dem  Felde  nicht  parallel^ 
folglich  der  Tisch  nicht  richtig  orientirt  ist.  Um  den  Fehler  sn 
entfernen«  drehe  man  den  Messtisch  nach  der  geeigneten  Rich- 
tung und  wiederhole  die  angegebene  Constrnktion  so  lange,  bis 
das  Fefaletdreieck  ganz  verschwunden  ist.  Nach  ein  Paar  Ver- 
sacken wird  dies  in  hohem  Grade  gelingen ,  die  richtige  Orientl- 
rung  wird  hergestellt  und  der  zuletzt  erhaltene  Dnrchscbnittspunkt 
der  Visirllnien  DA  und  EB  auf  dem  Papiere  ist  das  verjfingte 
Bild  des  Standpunktes  C  auf  dem  Felde. 

Se  richtig  auch  jene  Sitae  in  der  Theorie  sind,  ee  unstatt- 
haft ist  In  der  Praxis  die  Anwendung  derselben  auf  die  Aufnahme 
mit  dem-  Messtische  aus  folgender  Ursache: 

In  der  Praxis  wird  bei  Aufnahme  ganser  Gemeinden  mit  dem» 
Hesstische,  —  bei  welcher  Arbeit  die  vorliegende  Aufgabe,  das 
Pethenot'scbe  Problem,  überhaupt  die  compDcIrteren  Aufgaben 
der  intersektionsmethode  zur  Anwendung  kommen,  —  stets  ^ne^ 
starke  VeijQngang  gebraucht.  Beim  österreichischen  Kataster 
reprSsentirt  1  dd  Zoll  am  Papier  40  Klafter  auf  dem  Felde,   was 

eine  Verjlhigang  von  ^gg  ausmacht     Es  sind  zwar  Fälle   bei 

Anftiahmen  von  StSdten,    in  welchen  1^  zu  10^  gerechnet  wurde, 

was  feiner  Veijthrgong  von  ^  gleichk&nmt;    aber  bei  Terroes- 

sungen  von  Städten  kann  von  der  Intersektionsmethode  kein  G^ 
brauch  gemacht  werden,  indem  eine  freie  Aussicht,  das  wesent- 
lichste Element  dieserMethode,  nicht  vorhanden  ist.  Auch  einzelne 
Baugründe  und  einzelne  Grundstöcke  werden  zu  besonderen  Zwecke» 
m  elnera~  grosseren  Maasstabe  aufgenommen ;  allein  bei  einer  sol- 
dien  Aufnahme  von  geringer  Ausdebming  reicht  man  mit  dem 
VorwSrtsabschneiden  au«  ein  Paar  Standpunkten  Immer  aus,  so 
dass  man  nie  In  die  Lage  kommt,  von  den  complicirteren  Stand- 
bestimmangen,  die  jedenfaHs  mehr  2eit  und  Mähe  in  Anspruch 
nebmsf  jt  GcJbrauch  machen  an  müssen.  Wenn  aber  DE  gegen 
AB  sehr  klein  angenemmen  wiid,  dann  wird  ancb  C£>  gegen  CA 
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und  CE  gegen  CB  sehr  klein,.  fol^ttcW  wird  DB  mit  CB,  und 
£i4  mit  CA  näfae  parallel»  und  CDOE  von  einem  ParaHelogranini« 
sehr  wenig  verschieden;  demnach'  geht  die  Linie  CF  ▼erlingeii 
sehr  nahe  hei  O  vorbei,  nnd  das  Fehlerdreieck  wird  sehr  klein, 
selbst  dann,  wenn  der  Winkel  zwischen  DE  und  AB  viele  Grade 
beträgt  Ist  die  Verjüngnag  so  gross,  wie  man  sie  In  der  Praxis 
gewöhnlich  ianwendet,  so  schrumpft  das  Fehlerdreiecb  vollends 
SU  Einern  Punkte  zusammen;  fbiglich  ist  es  durchaus  nicht  geeig* 
net,  den  Fehler  in  der  Orientirung  des  Messtisches  zu  erhenneo 
zu  geben. 

Um  die  Wahrheit  dieser  Behauptung  zu  beweisen,  wollen  wir 
aus  O  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  auf  die  verlängerte  CF  ^in  Loth  OP  ziehen 
und  die  Länge  desselben  berechnen.  Es  seien  a,  b,  e,Ay  £»  C 
Seiten  und  Winkel  des  ^ABC,  ebenso  a',  b' ,  & »  A .  B\  C 
die  gleichliegenden  Bestandtheile  des  A  CDE^  wobei  zu  bemer- 
ken ist,  dass  C  in  beiden  Dreiecken  gemeinschaftlich  ist;  ausser- 
dem seien  t,  a,  ß,  m,  ttt  u,  v  die  iu  der  Zeichnung  bezeichne- 
ten Winkel,  endlich  DO=M,  CO^r,  und  wenn  DO'\\CE 
gemacht  wird,   C(y=ir',  so  hat  man  aus  dem  ^ABC: ' 

S'mA       .         SinB 

femer  Ist 

.4'  =  J  +  z,    BzizB-^i, 

nnd  aus  dem  i^CDEi 

Sln^'      ,,       ,Sinfi' 


=  tr'^;^,    *'=c'- 


SinC'  "  '^"   SinC  ' 

femer  ist  aus  dem  XACEuxi^^BCDi 

a'SinC  ^    .         6'SlnC 

^»«=6-a'CosC'  ^^P^a^b'(ios& 

dann  ist 

m  =  il'  — o,  nz^B'-^ß, 

vnd  aus  dem  ^DEO: 


iir=:c': 


Sinm 


Sin(in  +  n)' 
ferner  ist  aus  dem  ^CDO  und  ^CDO': 

MS\niA'+n)         ^  a'SinC  J/8in(A'^nl 


Digitized  by  VjOOQIC 


r.  Mrusper:    Beri^Mgunien.  5S 

endlich  aM  deA^COP: 

OP  =  rSio(ti— ü). 

Dnrch  diese  Reihe  von  Gleichungen  kann  OP  für  beliebige 
Werthe  von  A,  B,  c,  c',  z,  welche  nach  der  Natur  der  Sache 
innerhalb  gewisser  Grenzen  willkOhrlich  gewühlt  werden  kunnen, 
itets  berechnet  werden.  Unter  der  Voraussetzung ,  dass  c'  gegen 
e  sehr  klein  ist,  kann  man  anstatt  dieser  ganz  strengen  Aus- 
drucke Nähemngsformeln  einfCIhren«  welche  unbeschadet  der  Ge- 
nauigkeit des  Resultates  eine  grossere  Uebersicht  gewähren.  Man 
erb&lt  oämiieh  mit  hinreichender  Genauigkeit: 

«=xSinC,    |J=-SinC; 

.  Sin (^'— et)        .    SiaA'—aCoBA' 
"■  *  Sln(Cf «+(») ■" ®  SmC+(.a+ß)CoaC 

_  ,SlnA'       \-«CotgA' 
~^  SinC"l  +  («+/J)C5[^' 

nd  wenn  man  die  Division  verrjditet  and  iMi  der  ersten  Potenz 
TOD  u  und  ß  stehen  bleibt,  wird  nach  einer  leichten  Reduktion : 

„       ,„  Sing'  «Co«C, 

M=a  U-«si„^>s{„c'"*'sf^J- 

Ferner  ist 

JUSiB(C-¥ß)  a'Sln  C 

**""**''- y  4- J/C«8(C+ /J)'~6'+«'Co»C 

_  Jf  (y-M*  Ces  C)  (Sin  C+/?Coa  d)  -  a'  SmCKb'-^MCwC-MßSmC) 
ib'  +  JU  Cos  (C+  ß))  (b'  +  a'  Cos  C) 

Ma'ß+Mb'ßCo8  C^  (jy-  a')y  Sin  C 

.    —     (6'+ÄCos{C+/l;)(^'+a'Co80     • 

Setzt  man  im  Zthler  dieses  Ansdrncites  anstatt  M  den  ol>en  ge- 
bndenen  Wcrth,  behllt  aber  in  der  Entwickelang  nur  die  erste 
Potent  ,ron  «  and  ß  hm\,  so  ergibt  sich  nach  einer  leichten  Re- 
Ution's 

**"~**''-(6' +  il!fCoe(C+^))(6'+a'C3ir)' 

Sin  Ä'    *  Ä' 

Beruckfticfatigt  man  ferner,  dass  ai)S  dejn.  ^  CDE  ....  g«""^  =  r> 
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ist,  ferner  aus  dem  A  CDO  und  CDW ....  «fC^sssat'^J'CfMCC-ffl)» 
r'Co8o=6'4-o'Co8C,   und   seilt  anstatt  tgtc— tgv  das   gleiche 

CnsttCose '    ^  ergibt  sich  nach  einer  leicbten  Rediiktien : 


und  hieran« 


Sin  («--9)  Ä  — ^ , 


r  Sin  (tt  ^  r)  =^-2— ^-^  =,  QP. 


Substituirt  man  in  dieser  Formel  anstatt  a,  ß,  r'  ihre  Werthe, 
so  wird 

ab  V"a'«  +  6'«  +  2a'6'CosT' 

_      c^Slw^VSinig^ffin^Stnig— SiniP^HfaJ^ 
cSini<SinÄVSini<'HSinÄ'«f2Sin/l'SrnJ8'CosC' 

Es  ist  aber 

Sin.l'«iiKB-5inJ»'äfaul»8in<i44«)8ioi^-Si«(l?*s)Sini^«teCS^ 
demnach  wird  endlich 

Qp^^   €?^Sitti<^Sin«^8inCgin»       

Der  Durchscbnittspunkt  der  VisMinien  wird  am  Sichersteo  be* 
stimmt,  weiMi  CtesW  betrigtf  anter  dieser  Voräussetsong  wird 
Ä=:90«-J,  JB'=W— 2Jl'.   und 

^^     e  €^Sin2i<^SInt 

^^^it'    si;r23 

Aus  diesen  Formeln  siebt  man»  dasa  die  Hohe  des  Fefilerdrei- 
eckes»   also  dae  FishJerdreieck  selbst,    desto  kleieer  aoaltllt,  je 

kleiner  das  TeijflngungsrerhSItniss  —  angenommen  wird,  %.  B.  für 

J  =^'   «'=10  Zoll,   A^4Sfi.  1=30»  wird  OP=:j^  JMl» 

also  mit  freiem  Auge  neob  nicht  slehtbar.  Die  strenge  Rechnung 
gibt  0*00087  Zell^  was  mit  4em  Vorhergehenden  sehr  gut  über- 
einstimmt. 

II.    In  dem  «»Hendbtiche  der  niederen  GeodSsie"  von 
Prof.  Hartner,  Seite 386.  Nr.  397.  liest  man  Air  den  Fall»    dass 
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•■f  den  ÜMsttoebe  vrsprüogiicb  nar  drei  «nzugSnglicbe  Nets- 
punkte  aafgetregen  sind»  folgendes  Verfahren  sar  Prfifong  der 
gegenaeitlgen  Li^e  der  g^ebenen  Punkte:  E8,e#ien  diese  Punkte 
A,  jB,  C  Man  sucbt  einen  vierten  Punkt  D,  voo  welcbem  aus 
A,  B,  C  richtbar  sind,  stellt  den  Tisch  in  diesem  Punkte  auf 
nnd  bestimint  ihn  durch  RfickwSrtseinscbneiden.  Ergibt  sich  die- 
ser  Punkt  scharf  durch  das  genaue  Zusanunentrefen  der  drei 
Visirlinlen  ans  if ,  J3,  C,  bo  sind  diese  Punkte  richtig;  kr>nnen 
aber  die  drei  Visirlinlen  nicht  zu  einem  gemeioscbaftlicben  Schnitte 
vereinigt  werden»  so  Ist  die  gegenseitige  Lage  der  drei  Punkte 
auf  dem  Tische  nicht  in  der  Ordnung. 

Diese  Ansicht  ist  falsch,  weil  die  drei  Visirlinlen  «tets  nur 
einen  einsigen  Durcfaschnittspunkt  geben,  wenn  man  die  Regeln 
des  ROckwärtseinschneidens  beobachtet,  mag  das  ^abc  auf  dem 
Papiere  dem  ^ABC  auf  dem  Felde  ähnlich  sein  oder  nicht. 

Um  dies  SU  beweisen,  seien  a,  6,  e  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  drei  Punkte 
aufdemMesstiscbe,  deren  gegenseitige  Lage  wir  als  richtig  anneh- 
men wollen«  In  dem  Standpunkte  D  kOnnen  die  Winkel  ADB  und 
BDC  gemessen  wenden,  ihre  Grdsse  sei  in  der  Figur  durch 
die  Winkel  m  und  n  dargestellt.  Soll  nun  der  correspondirende 
Punkt  d  auf  dem  Papiere  gefunden  werden,  so  trägt  man 
bekanntUcb  den  Winkel  m  aus  dem  Scheitel  c,  den  Winkel  q  aus 
dem  Scheitel  a  Aber  ac  auf,  und  zieht  die  Schenkel ,  bis  sie  sich 
in  ^  dttrchsdineiden ;  legt  durch  a,  /*,  e  einen  Kreis,  und  zieh( 
die  Linie /A,  bis  sie  den  Kreis  schneidet;  dieser  Durchschnitts* 
pankt  ist  der  gesuchte  Punkt  d,  weil  ^adh^aef^m  und 
^bde=sfoe=s:n.  Orientirt  man  demnach  den  Tbch  nach  fb  und 
«cht  die  Visirllnien  über  a^b^e  nach  A,  B,  C,  so  schneiden 
sich  diese  in  d.  Gesetzt  nun,  der  Punkt  6  wäre  ans  Irrthum  nach 
b'  vetwetzt  worden,  so  wOrde  man  den  Messtisch  nach  ß'  orien" 
firen,  jedoch  die  drei  Visirlinlen  würden  sich  noch  immer  in 
einem  einzigen  Punkte  durchschneiden,  und  zwar  in  cP,  weil  auch 
fOB  diesem  Punkte  gilt,  was  vom  Punkte  d  gezeigt  wurde,  näm* 
Ick  dass  ^mPb'^Mcfssm  und  jLVüt^fw^n. 

Drei  Strahlen  dnd  beim  Rückwärtseinschneiden  zur  Bestim- 
mang  eines  Punktes  unbedingt  nothwendig;  diese  Bestimmung 
aber  erfolgt  unter  allen  Umständen,  obscbon  das  sich  ergebende 
Viereck  ahed  auf  dem  Papiere  dem  correspondirenden  Vierecke 
ABCD  auf  dem  Felde  nur  dann  ähnlich  wird,  wenn  ^abe  und 
4  ABC  ähnlich  waren.  Das  genaue  Zusammentreffen  dreier  Strah- 
len beim  Rückwärtseinschneiden  ist  demnach  eine  nothwendige 
Sache,  keineswegs  ein  Criterium  der  Richtigkeit  der  gegebenen 
drei  Punkte.     Ein  solches  Criterium  bietet  nur  das  genaue  Zu- 
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samtuenfrelen  von  wenigstens  vier  Strahle.  Da»  rovA  Verfasser 
angegebene  Verfahren  muss  demnach  dahin  geihidett'  werden, 
dass  man  aus  den  gegebenen  drei  Punkten  mittelst  des  Rficl:- 
wärtseinschfyeideas  noch  zwei  andere  bestimmt;  sdineiden  sich  In 
dem  letzteren  aiiä  vier  Strahlen  in  einem  Punkte,  so  ist  all^  in 
der  Ordnung;  gebt  aber  der  vierte  Strahl  neben  dem  Schnitte 
der  drei  ersteten  vorbei,  so  ist  die  gegenseitige  Lage  der  drei 
ersteren  Punkte  unrichtig.  Dass  aber  der  vierte  Strahl  neben 
dem  üorchjEichnitte  der  drei  ersteren  vorbeigehen  müsse,  ersiebt 
man  aus  dem: Folgenden: 

Es  seien  a,  b,  c  (Taf.  IV.  Fis;.5.)  die  drei  richtig  aufgetrage- 
nen Punkte,  aus  u  eichen  d  und  dann  e  bestimmt  worden  sind, 
so,  dass  die  drei  \Vinkel  aeb,  bed,  dec  auf  dem  Papiere  den 
correspondirenden  Winkeln  AEß,  BED,  DEC  auf  dem  Felde 
gleich  sind.  Trägt  man  die  adb  und  bdc  an  der  Linie  ac  auf, 
den  ersteren  aus  dem  Punkte  c,  den  letzteren  aus  a  als  Schei- 
tel, 80  entsteht  ein  Punkt  /*,  der  bekanntlich  zur  Orienthung  des 
Messtisches  dient.  Dieser  Ponkt  liegt  stets  auf  der  Linie  M« 
Auf  ähnliche  Weise  erhikit  man  durch  Auftragen  der' Winkel  aeb, 
becy  dann  aed  und  dec  die  Punkte  g  und  /i,  deren'  ersterer  auf 
der  Linie  eb,  der  letztere  auf  ed  liegt.  Denkt  man  sich  nun  6 
Daeh  b^  versetzt»  so  kommt  auch  d  nach  d',  und  «  nack  s'  oder 
s^,  je  nachdem  dieser  Punkt  aus  den  drei  Punkten  il;^^,  C 
oder  A,  />,  €  bestimmt  wurde.  In  e'  werden  sich  nVtn»  nach'  der 
froheren  Erklfiruog,  die  drei  Visirlinien  über  A;  ß,  C  scharf 
durchschneiden,  die  vierte  aus  e'  nach  D  gerichtete  Visirlinie 
geht V jedoch  nicht  durch  <£',  sondern  durch  -A,  welcher  in  der 
Regel  von  d'  verschieden  ist,  folglich  eine  tiber  cl'  nach'/>  gezo- 
gene Visnr  gebt,'  wegen  ihrer  zur  Linie  c'A  nahe  parallelen' Lage, 
neben  e*  vorbei.  Dasselbe  gilt,  mit  den  n^thigen  Modtfieadonen, 
vom  Pimkte  e^.  Ausser  diesen  Bestimmungen  kann  der'Punkt  E 
noch  auf  zwei:  verschiedene  Arten  auf's  Papiel*  gebracht  wer- 
den, nämlich' mittelst  der  drei  Pnnktf  A^  Z>,  ß  und  C^D^B, 
,aber  auch  •  hei  diesen  ßestiuuiiongen  geht  der  vierte  Strahl -neben 
dem  pfirchschnitte  der  ^rei.  ^rsteren  vorbei,,  weil  die  gegebene 
Beueisfübrnng  nicht  an  eine  besondere  Form  des  aufgetragenen 
Dreieckes  gebunden,  demnach  allgemein  gültig  ist 

No(^h  anderen  irrigen  Ansichten  begegnet  man  hier  und  da 
In  den  Lehrbüchern  der  praktischen  Geometrie;  wir  werden  spS- 
ter  Gelegenheit  finden,  sie  zur  Sprache  zu  bringen,  um  so  mehr, 
vreil  sie  mitunter  ziemlich  verbreitet  sind. 
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IX. 

Bestimroung  äes  Faden -Intervalles  an  einem  astrono* 
mischen  Winkel -Instraroente. 

Von 
Herrn  Josef  fVasller^  .     ' 

Lehrer  uo.der  k.  k.  Ober-Realtchnle  in  Ofen. 


Es  gibt  bekanntlich  zwei  Methoden,  das  Faden -Intervall  eines 
Winkel -Instrumenten  zu  bestimmen.  Die  eine  derselben  bernht 
auf  einer  astronomischen  Beobachtung,  indem  man  die  Durch- 
gangszeiten eines  Sternes  durch  die  Vertikalfäden  beobachtet; 
durch  die  andere  von  Gauss  herrührende  Methode  wird  der  frag- 
liche Winkel  mit  Hilfe  eines  zweiten  Instrumentes  (eines  Theo- 
doliten) gemessen.  Die  Gauss 'sehe  Methode  bat  vor  der  erste- 
ren  den  Vorzug,  dass  man  nicht  vom  heiteren  Himmel  abhängt, 
die  Bemmmung  daher  bei  jeder  Witterung  und  zu  jeder  Zeit 
machen  kann,  setzt  aber  nothwendig  das  Vorhandensein  eines 
zweiten  Instrumentes  voraus,  welches,  damit  das  Resultat  den 
Anforderungen  auf  Genauigkeit  entspricht,  dem  zu  ontersucheo» 
den  Instrumente  an  Leistungsföhigkeit  möglichst  nahe  kommen  soll. 

Da  man  In  vielen  Ffillen,  namentlich  auf  Reisen,  oft  nicht 
in  der  Lage  ist,  ein  zweites  geeignetes  Instrument  zu  besitzen, 
80  dOrfte  die  hier  anzugebende  Methode,  mittelst  welcher  man 
das  Faden-Intervall  mit  dem  zu  untersuchenden  Instrumente  selbst 
misst,  nicht  ohne  praktischen  Nutzen  sein. 

Essei  F(TariV.Fig.6.)  der  im  Brennpunkte  der  Objektiv-Linse 
befindliche  Mittelfaden,  /'ein  8eiteuladen,  ÖderDrehnngsmittelponkt 
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des  HorisoDtalkrebes  «)  und  O  der  Mittelpunkt  der  Objektiv-Linse*^. 
Verbindet  man  den  Punkt  fwXi  O,  eo  ist  bekanntKch  dec  Winkel 
fOF=zx  das  Faden -Intervall.  Stellt  man  den  Mittelfaden  F  anf 
ein  nahe  im  Horizont  des  Instrumentes,  befindliches  Objekt  A 
ein,  so  wird  die  optische  Axe  FO  in  ihrer  Verlängemng  den 
Punkt  A  treffen  und  die  durch  den  Seltenfaden  f  und  den  Objek- 
tiv ^Mittelpunkt  O  bedingte  Visnr  fO  seitwärts  von  A  vorfiber 
gehen. 

Liest  man  den  Stand  der  Nonien  am  Horizontalkreise  ab 
und  dreht  das  Fernrohr,  bis  der  Seitenfadeo  f  mit  A  coinddirt, 
so  gelangt  der  Faden  f  nach  f,  der  Punkt  O  nach  O',  und  es 
ist  der  Winkel  fCf^OCO'zria  der  am  Horizontalkreise  abge- 
lesene Drehungswinkel.  Da  die  Linie  fO  gegen  den  Drehungs- 
Mittelpunkt  des  Kreises  steU  eine  constante  Lage  beibehält,  so 
wird  der  senkrechte  Abstand  Cp  des  Punktes  C  von  fO  gleich 
dem  Abstände  Cp'  desselben  Punktes  von  der  Geraden  f*0  sein 
mflssen. 

Nennt  man  AC^D,  OC=:b,  ferner  Cp^s^Cp's^t,  so  hat 
man  in  den  beiden  rechtwinkligen  Dreiecken  CpQ  und  Cp^Ai 

CpzsTssbsiox 
und 

Qf'  =  rs=D.s\nA 
oder 

bulnxszD.mnA, 
«laher 

sinxssy.sinii- (!) 

Nun  folgt  aber  aus  Dreieck  AC(y : 

.    ^      CO'. sin« 
amA=z     ^(y     , 

«der,  da  man  atatt  AO'  ohne  Fehler  OAssD^t  setzen  kann, 

•)  eigentlich  Ist  C  der  DarchtchnltUpnnkt  d«r  vertikalen  Umdreh-  ' 
«■gease  de«  lattranento«  mit  der  Ebene,  in  wel4;her  unsere  Zeicbnni^f 
^edachi  ist,  ninlick  der  durch  den  HoHzcintalfaden  und  die  optisehe 
Ase  OF  des  Rohres  bestimmten  Ebene.  Dieser  Pnnki  fällt  bekaantlidi 
bei  einem  vollkommen  recUficirten  Instriimente  mit  dem  Schnittpunkte 
der  optischen  und  der  horixontalen  Drehongsaxe  des  Rohres  meammen. 

•*}  Ofe  Yerhällaisse  der  beigi^ägieo  Zeiebmmg  slH  ebsiditlich 
vematitt   am  ein«  dentllcl»  Figor  na  erhalten. 
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sin  A  =  'nZIi  •  •'**  **• 
Diesen  Wertb  io  Gteichnng  (1)  salistituirt  gibt 

D       .  I        . 

sin;r=  |x^  .  .sinc= ^.sin«» 

oder,  da  j}  «in  sehr  kleiner  Bruch  ist,  mit  Tollkonimener  Ge* 
naoigfceit : 

sinar=(l+;g)«ina (2) 

Hat  man  kelavii  nahe  am  Horiaente  des  instrumeates  liegenden 
gfinstige«  Zlelp«iikt  v«  Gebote,  eo  kann  aaeh  ein  üfthenpankt  an- 
risirt  nerdeo.  In  diesem  Falle  hat  die  Ebene  «nserer  i^lgiir  eine 
anter  dem  Winkel  k  geneigte  Lage,  welcher  Winkel  am  Hohen« 
kreise  abgelesen  werden  kann.  Wir  erhalten  dann  durch  Able- 
«uog  am  Horizontalkreise  nicht  mehr  den  Winkel  a,  sondern 
dessen  horizontale  Projektion  a!,  und  können,  da  h  nie  gross 
sein  vrird,  mit  hinlänglicher  Genauigkeit 

asat'.cosA (8) 

setzen  nnd  aus  dieser  Gleichung  vorerst  o  bestimmen. 

Man  sieht,  dass  das  zweite  Glied  ^.sina  der  Gleichung  (2) 

di«  RedakUeii  der  exoentrisch  gelegenen  Visfarllnie  des  Seltenfia* 
deos  f  bedeutet  Ihr  Einfluss  auf  x  betrigt  bei  einer  Distanz 
/>=:100^  nie  viel  mehr  als  1",  uod  es  ist  hieraus  schon  ersieht- 
Kch,  dass  die  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen,  da  sie 
den  Werth  von  a:  huchatens  um  eine  Einheit  dei*  zweiten  Deci- 
oialetelle  ändern  würden ,  vellkommen  gestattet  ist. 

Die  GrosBe  b  kann  am  Instrumente  mit  hinreichender  Genauig- 
keit mittelst  eines  Zollstabes  und  D  mit  einem  Distanzmesser  oder 
aaf  andere  Weise  gemessen  werden.  Um  den  Einfluss  zu  liereeh- 
aeo,  den  etwaige  Unsicherheiten  der  Grussen  b  und  D  auf  j?  aus- 
iben«  liat  man,  wepn  man  Gleichung  (2)  in  Bezug  auf  x,  b  und 
D  differenzirt, 

D.db—b.dD    . 
ci^Bx,ax=s 2^j .sina> 

oder,  da  er  und  x  sehr  nahe  gleich  gross  sind, 

.        D.db-^b.dD  , 
dxzs gi .tg«. 
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oder  eodlicb 

ifcg'=a06266.tg«.^-^*~^'^^.    ...      (4) 

Der  Fehler  dx  wichst  also  mit  dem  Winkel  a  uod  steht  (ohne 
Rdcksicht  des  Zählers  D.M — b.dD,  der  immer  kleio  sein  wird) 
mit  D  im  omgekehrten  quadratischen  TerbSitnisse,  aus  welchem 
Grunde  man  />  möglichst  gross  annehmen  wird.  Mimrot  man 
6  =  0*6  Fuss  und,  um  gleich  einen  in  der  Praxis  nie  Oberscbrit- 
teneu  Grenzwerth  des  Fehlers  su  bestimmen,  den  uDgunstigsten 
Fall,  also  I>  =  600  Fuss,  «==16'*),  </6=0''02  und  <2D=6'. 
ferner  das  Zeichen  von  dD  negativ ,  so  findet  man  «2^=0^04. 

Selbst  Air  D=W^  wird  der  Fehler  dx  erst  0**07,  also  in 
jedem  Falle  so  gering,  dass  er  selbst  bei  den  vorzüglichstes 
Instrumenten  nicht  in  Betracht  kommt,  bei  welchen  der  Ablese- 
fehler kaum  unter  0**5  gebracht  werden  kann. 

Es  braucht  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  durch  Verviel- 
fältigung der  Beobachtung  oder  Multiplikation  das  Faden -Inter- 
vall mit  derselben  Schärfe  ermittelt  werden  kann,  mit  welcher 
man  überhaupt  mit  dem  betreffenden  Instrumente  zu  arbeiten  im 
Stande  ist,  und  ein. Mehr  ist  ja  nicht  notbwendig.  Ausserdem 
hat  man  den  Vortheil  eines  günstigen  Zielpunktes,  den  man  selbst 
wählen  kann,  und  es  dürfte  die  Arbeit  einfacher  sein,  als  bei 
der  Gauss'schen  Methode,  wo  die  stets  etwas  mühsame  Anf- 
stellung  des  zweiten  Instrumentes,  um  dessen  optische  Axe  in 
die  Richtung  der  des  anderen  Instnunentes  zu  bringen,  jedenfalls 
mehr  Zeit  beansprucht. 


*)  Ein  «o  grosMt  Faden -In terrall  von  16'  findet  nar  bei  den  äoi- 
Bcrtten  Fäden  einet  grossen  Intürnmcntea  statt ,  wo  rechts  und  links  vom 
MIttefadeo  drei,  also  im  Gänsen  tieben  Fäden  angebracht  sind. 
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X. 

TerallgemeineruDg  des  F er mat 'sehen  geometrischen 

Satzes. 

(Vergl.  Arcbif.  T.  XXVII.  1..  T.  XXX.  1.  3.) 

Von 

Herrn  A.  Krüger ^ 

Director  der   Realschule  so   Fmaetailt. 


Der  genannte  Satz  gilt  nicht  bloss  vom  Kreise  (statt  vom 
Halbkreise»  wie  bisher  vorausgesetzt  wurde) ^  sondern  aoch  mit 
einiger  Abänderung  von  der  Ellipse,  wenn  nfttn  Aber  der  grossen 
Achse  derselben,  ein  Rechteck  mit  der  Hube  s=6.V2  errichtet, 
wo  6  die  halbe  kleine  Achse  bezeichnet.  Dies  iässt,  sich  auf 
folgende  Art  beweisen. 

Dreht  man  die  Figur  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  um  den  Durchmesser 
AB  SA  2r  um  ointn  Winkel  .9  und  prpjifrirt  die  ganze  Figur  auf 
die  ursprüngliche  Ehene»  so  ist  die  Projection  des  Kreises  be^ 
kanntlich  eine  Ellipiiei,  deren  grosse  Achse  2a=:2r  und  deren 
kleine  Achse  2b  =:^2r. cos (p=: 2a. coBip^  während  die  Projection 
des  Rechtecks  idiBCD  ein  Rechteck  ^£C'/>'  ist,  dessen  Grund- 
linie i<£  =  2r=:2a  und  dessen  Hohe  AC'^=^AC.eoBq>,  oder»  da 
nach  Vorauss.  AC=rV2=sa.V2  und  6=a.cos9,  dessen  Höhe 
AC  =  o.  V2.COS9  =  b.V2  ist  Die  Lage  der  Durchschnittspunkte 
F  und  G  auf  AB  bleibt  aber  bei  der  Drehung  unverändert; 
nlthin  ist  auch  ßir  die  Ellipse  AG^  +  BF^jsxAB^ss4a*. 

Umgekehrt  läset  sich  dieser  Satz  von  der  Ellipse  auch  direct 
beweisend/so  dass  däii'n  der  vom  JiEreise  eine  blosse  Folgerung 
daraus  ist. 

Ist  nämlich  Aber  AB=2a  (s.  dieselbe  Figur)  eine  Ellipse  mit 
der  kleinen  Achse  26  beschrieben  und  fiber  AB  ein  Rechteck 
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ABCD  mit  der  Hohe  AC  —  bV^  errichtet;  eo  ist,  wenn  dum 
einen  beliebigen  Punkt  £  in  der  Ellipse  mit  den  Ecken  C  ond  D 
des  genannten  Rechtecks  durch  die  Geraden  CE  und  DE  ver- 
bindet, welche  (nOthigen  Fails  verlängert)  AB  in  F  and  G  tref- 
fen, immer  AG^^  BF^^  AB^^Aa^ 

Beweis.  Man  nehme  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  als  An- 
fangspunkt eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  AB  als 
Absdssenachse,  so  sind,  wenn  ^r',  y'  die  Coordinaten  des  Punk- 
tes £  sind,  die  Gleichungen  der  Geraden 

CE    ....     I.  »-y'=5^.(y'+6*'2). 
DE   .  .   .   .   I».  y-y=5E^(y'+*v2); 

folglich,   wenn  man  hier  ^  =  0  setzt,   die  Abacissen  der  Packte 

Also  ist: 

«      A0^       *  x'bv2  +  gy   _  2ay  -t-  (a  4  x')  bv2 

V.  ^G=«+-yqrÄ^  -.      j>'+^vi ' 

VI     »*'_       a:'ftV2-ay'       2oy'  -Kg~-jr^)tV2 
>!.«*_« p+^2~  -  7TÄV2         ' 

-"""  (Sf'+6V2)»  ^V 

Aher  aisii  hat: 

VIII.    6«x^=a«6«-ii^'«, 
folglich 

Zusats  I.    Ist  ^/f  die  kleine  Achse,  se  ergiebt  sieh  leicht, 
dass  der  Sats  aueh  gfll,   wenn  man  Aber  der  Uetaien  Aehfe  fia 
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Rechteck  mit  der  HOto  =a.V3  errSektet;  nor  ist  die  io  Rede 
ftehende  Qnadrateinnme  dann  srdA*. 

Zaeatz  IL  Derselbe  Satz  gilt  auch,  wenn  man  statt  der 
beiden  Achsen  der  Ellipse  swei  beliebige  conjngirte  Durehmescier 
2a'  und  W  nimmt  und  statt  des  Rechtecks  ein  Parallelogramm 
(über  2a'  mit  der  anliegenden  Seite  as  6' V3  parallel  mit  W  oder 
über  26'  mit  der  anl.  Seite  ssa'VS  parallel  mit  2s0  eonstmlrt. 


XI. 

MoltiplicatioDstafeln  zur  leichteren  und  sicherern  Be- 
reduiang  der  Proportionaltheile  bei  logarithmisch -tri- 
gonometrischen Rechnangen  mit  den  Tstelligen  Tafeln 

von  Yoga.« 

Von 

Herrn  Doctor  Juliu$  Hartmann ^ 
Lehrer  am  OjmnMiom  «n  E  p  n  t  e  1  n . 


Der  emOdendste  Theil  der  logarithmisch  trigonometrischen 
Bichamq|0B  sind  die  Interpolationen.  Während  Vega  flir  die 
LofQuItbmen  der  Zahlen  dnrch  seine  Proportionaltäfelchen  so  ge- 
•orjut  hat,  dass  nichts  sn  wQnschen  bleibt ,  ist  flIr  die  noch  weit- 
ttsfgeiw  trigonometrischen  Rechnungen  nichts  geschehen.  Pfir 
pMmm  Rechner  bietet  Bremiker's  »»Tafel  der  Proportional- 
tMe"  grosse  Vorthtfle.  Doch  ist  vielleicht  fiBr  den  weniger 
Geäbfen  <9ine  weniger  volamtn^ise  Tafel  angemessener,  welche 
gaiii  ähnlicbe  Täfelchen  enthält»  wie  die  Vegaischeo  für  Loge- 
rifluaen  der  SSahlen,  so  dass  der  Rechner  die  vorn  sehen  erlernte 
Methode,  nur  etwas  erweitert»  auch  hier  anwenden  kann. 

Alle  hi^  vorkommenden  Mnitiplicationen  lassen  sich  auf  die 
Form:  (a^»  yd)>^(aA»  crf)»  worin  die  Buchstaben  Ziffern  vorstel* 
len,  bringen.  Von  ISJ«  bis  77|«  nämlich  ist  die  Differenz  Hir 
1'  höchstens  dne  sweuiffrige  Zahl  mit  3  Decimalen»- ebenso  die 
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Anzfdil  der  SecundeD  h^clpatens  iweisiffrig  mU  8  Decimalan  *)• 
Von  60  bis  12io  resp.  TTjO  bis  84«  kommen  Diffen^OEeD  mitS  Zif- 
fero  (von  100  bis  200}  und  2  Dec,imalen  vor.  Hier  kann  man  die 
Hälfte  der  Differenz,  welche  zweiziffrig  ist  (mit  sehr  wenigen 
Aasnabmen)»  nehmen  und  nach  verrichteter  Multiplication  das 
Prodoct  verdoppeln.  Von  P20'  bis  6<>  resp.  von  84®  bis  88<^40' 
haben  , die  Multiplicationen  die  Form  (abc,  d)X(a,  ßy)*  statt  deren 
man  sogleich  (ab,  cd) X (aß ^y)  nimmt.  Für  die  Divisionen  ent- 
sprechend. Von  Anfang  bis  P20'  resp.  von  88^40'  bis  Ende 
sind  die  Differenzen  grosser^  doch  wird  man  da»  wo  es  auf  Ge- 
nauigkeit ankommt,  den  bekannten  Satz  benutzen»  dass  die  Dif- 
ferenz zweier  Logarithmen  trigonometrischer  Functionen  gleich 
der  Differenz  der  Logarithmen  ihrer  Secundensumme  ist 

Die  Täfelcben  schreiten  nun  von  10»00  bis  99»80  von  20  zu 
20  Hunderteln  fort;  in  jedem  finden  sich  die  10-»  20-»  30-  etc.  fachen 
der  Kopfzahlen  unmittelbar»  und  somit  auch  die  1-»  2-»  3....9faclieo» 
die  0»1-»  0»2*  etc.  fachen  derselben.  Die  Interpolationen»  oder 
wenn  man  will»  Correctionen »  die  man  anbringen  muss»  um  die 
Zahlen  eines  nicht  vorhandenen  TSfeicbens  aus  dem  nftchsten 
sich  vorfindenden  abzuleiten»  sind»  wie  man  leicht  sieht,  einfach 
folgende:  Ist  ab,  cd  die  Kopfzahl  des  Täfelcbens»  welches  eigent- 
lich benutzt  werden  sollt»  (der  Multipltcand)»  und  aß,  yd  der  MuN 
tipUcator»  u  der  Unterschied  des  Multiplicanden  und  der  nftchsten 
sich  vorfindenden  Kopfzahl»  als  ganze  Zahlen  betrachtet»  so  bilde 

man  ^U^p  und  -^qa-»  d.  b.  uXa  mit  Hinweglassung  der  letz- 
ten, und  uXß  mit  Abwerfung  der  2  letzten  Ziffern»  und  addire 
diese  Correctionen»  wenn  man  vom  kleinem»  subtrahire»  wenn 
matt  vom  grossem  Täfelchen  ausging.  F^lr  die  peoimi|lstellc^  des 
Maltipücators  isf  keine  Gorrection  outhig»  selbst  ^r<ßJ^L}?^!^ffi 
meistep  Fällen  wyeg..iind  beträgt  höchstens  eine  .J.j^Zur^erniei| 
duog  eines  Irrthom«  wird  n^au  auch  wohl  die  VieliaQhen '^n.  bei- 
den Täfelchen»  zwi^Qhen  welche  die  corrigirte  Zaiil  fallt ,  vergleichen. 

Beispiel.         ^     '  '.   •*->.■ 

I)   Hultiplifiation:     Man    habe    37,31x59,82   zu    bHden. 
Täfekfrw. 37,40;  Unterschied  u=9i.a=^^;  ^=;*9"/*^  '^ 
')         l)    fiÄIx37yiOö*,1970, ,  wjJRiger  (9x5):10  gibt  iSCS^. ,'  ';, 
2).     »X3Ty40«  337.        .»,       (9x9):I0O  ,»     336s,,,,,.i 
3)  .0,8x37»40=  M       30, 

4)0,02x37»40  „'       1, 


*3  ^"^  ^^^*  ^^^^  *"'^^  «uderp  '/Affw  =:0,  so  erleichtert  4s«  bl<M  die 
Kechnang. 
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Nach  einer  kleinen  Uebang  wird  man  auch»  wie  vorn  bei  den 
Logarithmen  der  Zahlen  2,  hier  die  4  Zahlen  succeasive  itn  Kopfe 
lusammensShlen,  ohne  etwas  niederachreiben  in  mfi^aen.  Da 
fibrigens  der  Rechner  «elbat  abrundet,  hat  er  die  Genauigkeit  in 
seiner  Gewalt  und  kann  nOthigenfalls  noch  eine  Stelle  welter  in 
Rechnung  nehmen.  (Dies  wfirde  hier  1865.6 f  335.8-1-29.0-1-07 
=  2231,9  geben.)  .  Z" 

H)  Division:    Man   habe  2232:37,31  zu  bilden. 
-:•«:*••  %Tkrelchen*37M  «^'Ä   '  ''''''-■ 

1)  1870,  nächst  kleineres  Vielfache  unfec  2232,  gibt  «  =  5, 

1870  weniger  (9x5):  10  gibt  1865,  von  2232  bleibt  Rest  367; 
'^  337,  nächst  kleineres  VieMhche  unter  367,  gibt  /7=s9, 
337  weniger  (9>5;9):1(;0  gibt  336,  von  367  bleibt  Rest  31; 
^  3)  30,  nächst  kleineres  Vielfache  unter  31,  gibt  y=:8,  Rest  1 ; 
4)  0,7  oder  1,1  oder  1,4     ......      4=2  od.  =3  od.  =4; 

Resultat  59,82  oder  59,83 
•    i  •  ."^  '-  •  .•     '   "  eder«9,84. 

Letztere  Unslcheriielt  der  2ten  DMmatsteHe  liegt  in  der  Natdr 
der  Ab(^i|f  9  *)•  . 

Beide  .Verfabrungsarten  sind  eigentlich  abgekürzte  Multipli- 
catioB  and  Division.  Man  erspart  aber  dabei  die  eigentlichen  Mol- 
tipll^^neKiinehrziffrlger&hlönr  ermüdet  also  liicbt  so  sehr  und 
erreicht  grossere  Sicheiibeif,  da  itiän  bei' den  MultipKcatfonen  kei- 
nen Fehlem  ausgesetzt  »t»  Auch  fcomiht  itmn  unbestritten  rascher 
sillll.,Zif4?»\ft(«  ^vch  gewfJhnBche,  seihst^  abgekOrzte  MoUipJka- 
tiou  und  Divisi^pi;.  .Will,  miin  dabei,  ecbreibeo»  so^ird  wobi  die 
gewöhnliche  Form  der  Mqltipiicafion  und..  Division  am  zweckniäs« 
sigsteo  sein,  wobei  man  das  ii  sich  besonders  markiren  wird. 

*)  a(i«hC  niaii  €|ioe  Sf«l|e,nie|ir  in  Ri^chnoBg,,  %p  hfiUe  man 
'     ""  1H65.6  von  22.^9,  bleib!  Reit  366.5, 
.|p6.e«^^  gfl*  S353v       n  S.       »0.7, 

•.'•^•ö>'      j»       -    »t  .       0.8 
nod  dlsTbOs  -       -  ^    "        , 

Uebrtgene  ist  «ach  ^=:AB.»iilr4i»-Slm>ln,t^^S«tl»;  rs  Ut  mir  beft«er  dfrr 
niiitlero  eisiger  utöglirben  Werthe;  denn  SSSS  ^wiril.  fimn  sowahl  •!• 
Re^ttiiaX^«r  MäMpHäititö' Tiin '8T,3|  roit'^^^^^  sU  mit  öd,8^,\8U  ipU 
99,^  kW  haUen'l^tfrecfatfgt  ieint  ontf'  dn  .aUÄ  ^Werfbe  voiT  fl2dl,5\bi« 
2238,4  aaf  9232  abgerondet  werden,  ei»  el-glbtfltii'bdfe  V)iUetfindi|^  Oi- 
▼Uioe  von  37,31  in .  «Inigqp -dieeäln  Weeile  69^,  in  andern  59,82,  in 
jm^f^.  &»,t5»<    Uffth  grQf«e^HlU,4J«  Unf^c^f^iiei^  a«* ,  weam  nsn  aarh 


riicil  XXXI. 
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,    •  ...'     .  .   t  »I.;.  ,^  '     i    T  ,* »  .•    •-.«.•.  \  •  «ii 

•  M      ,  ■    ■   ...  ,i  if        s'l     ,"     ij     {      .  <•»!     -1»  f'i.     J.      '     -      I     ".   ."      ,  .J      f  .  i»     <  ••    .. . 

■  «  ,..    .  ••    '.  r'    ••      •i.-'   -,11       ,     -    !    ...»       ■..'.,..  .       '.     [   :.•.      jI    ..V-     ) 

'  •        '.  \   .         .*'.  •  i     •.  »'O    ••:•.'      »i         .(1  •,.:    '». 

XII.      • 

Bewein  des  in  TJ^lXXX.HeftnLS/355.mitgeA^^^^ 

'•'•■'- -ttji-^ööihet^siijli^Xelirtftfedti:' •  *:':''■!  ' 

Dirfctor  der  ReaUehole    su.  Fraat|ti|dt.        «  ,,     , 

»       • .  •  t  ,       t       .  '   I   '* '  I  •  •    .   .    '      . .    ,  i  •     » 


LAhfsats.  Wenn  in  d^m  Dreiecke  JBC  (Taf.  IV.  Fig.  8.) 
die  Linie  ^Ai^ieWg^gefffigeii'isdii  sotlßt  'mmpf  ,.,  ,  i    ,. . 

<fergr.'G^Wri«tl  ite  Jltdhif.  IIV.  Bit»' <M5V)    '   *  ' 

Äe.wei«.    Setot;n|ii|i,44Z=;,c^.4(^s^6v  »Q^ßk^^ 4J^^i. 

ßD  =? m,   CJOt^n^,  ,eo,  M  su.  I^t^faip^n«,  ,idaas u\ 

.     .    .  >       :>ie?bi'«|fiA^*i*'ini=i'«filfi*  .  ..  IM  ■  .    • 

Bekeielibet  meii' «^n'  der- Winkel,  m^eliiliett  AB  t(lrit-J^(?%ildd, 
elvre  den  Winkel  AD6,  lÄtt:  ^,  ei6  IM  bi^kanntliAi^ '    ' 

II.    fi^srcP-i-n^  +  Sdneosg». 
MultipNrirt  man  1  iXtA  I|(.'  r^spective  niit  n  nnd  m,  eo  ist : 

III.  eht^d^n^ni^^^mnoQWß, 

IV.  6*ifi=s<2*in-fmn*-i'^«niico89; 
addendo:             V.    chi'k'bhß^d^{m-\-n)-\'mn{m+n) 
oder:  A»+6'm-»-rf%töa»jt.  ..  ; 

Zanatz.  In  etwi^  verän^ert^  Form  .^ilt  der  ßi^f  f^iich  ßir 
Jen  Fall,  daae  die^  Linie  .4Z>.  die,  VerJ^gernpg'  '.^Qn  J$V'M^* 
|i^l^lj|lde»  ip  ahnlicher '^^^^  .  .^ 

we  die*  eberen  oder  linieren  Vörtdlcben  tä  neÜmifti  rind,  jeaaek- 
dem  AD  die  VetfSngefcmg  der  I^  itbör  C  oder  B  Unaua  Mit. 


Digitizedby  Google     * 


.    ,   „.  .      •   ....  ■  ......   u   •..:.   •-'•  •• 

...  •/...'.!.»:.:•       '     ■         •>•'./     .^. 

.1  ,  ,  ,     .  , .     •    i  ■  f    T  n» 

Thetfri«)  der  Kbgdbchnjtte  Müh  einer  neoen  Metfio^e 
analTtiMh  entwickelt« 

Von        I 
dem  Herausgeber* 


.1  .  >  <  I     I 


"  I.   ._ 
•  Erklifiing   ilel'  keg«l«eb«itt«. 


M    I 


Ail(6r  ütkiieire  fel^end^n  ünterstfcbungeo  werden  sicti,  mit  eihet 
eiDzigvo  Ausnahme,  auf  die  späterhin  besonders  aufmerksi^m  ge- 
macht werden  wird»  n^r  auf  eine  Ebene «beschrftnken,  in  welcher 
alle  Constnictionen  ansgefBhrt«  werden.  Mit  Rücksicht  hierauf 
las««*' «Ml  die  K^getscbnitte  im  Allgemeinen  auf  folgende  Art 
«ykfl^eik'.-     -  •      - 

Eilige  Linie»  welfsbe  nach  einen  solchen  Gebc^ta« 
gekrfimmt  ist,  dass  die  beiden  En  t/er  saugen  »ines 
jeden  ihrer  Punkte  von  einem  gegebenen  Punkte  und 
einer  der  Lag^^toich  gegebebeu  Geh'aden  ein  constan» 
tes  Verhftltniss  su  einander  haben,  beinst  ein  K^g^l^l- 
«ebBlii; 

oder:  ^  '•  I      *  '  '    *  ^ 

Der  geometrische  Ort  aller  der  Punkte,  d^re«  tkkt'Mh 
EntCe/jinngeii  voo.  einen  gegebenen  PtfnhieilvirdtliiiBielr 
der  Lage,  naeb.gegeb^^en  Geraden  jSin  eimbtlinleitVbv'- 
liäUniss  zu  einander  haben,  heisst  eiif  <K0i^«to«ia«H^ 

I^r  gegebfpe Puokt  wkd  dfiff.Breenpunkt  dlesKegeisAnitts, 
und  die  der  lifig^  nach,  gegebene  Gerade..  wb*d  die  LeiUinii 
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oder  die  Directrix  desselben  genannt.  Die  durch  den  Brenn- 
punkt gehende,  senkrecht  auf  der  Directrix  stehende  Gerade  heuwt 
die  Axe  des  Kegelschnitts,  und  die  constante  Zahl,  mit  welcher 
man  die  Entfernung  eines  jeden  Punktes  des  Regelschnitts  Ton 
der  Directrix  multipliciren  muss,  um  die  Entfernung  dieses  Punk- 
tes des  Kegelschnitts  von  dem  Brennpunkte  zu  erhalten,  wird 
die  Charakteristik  des  Kegelschnitts  genannt. 

Bevor  wir  sur  Entwickelung  der  auf  die  obige  Erklimng  ge- 
gründeten ganz  allgemeinen  aiUilytischen  Theorie  der  Kegelsebiiitle 
ffbergehen,  ist  es  zweckmänsig,  uns  durch  eine  möglichst  einfache 
Betrachtung  vorläufig  ehie  allgemeine  Vorstellung  von  der  Natur 
und  den  verschiedenen  Arten  dieser  Curven  zu  verschalen »  was 
der  Zweck  des  folgenden  Paragraphen  ist. 


5.2. 

Die  Axe  und  die  Directrix  des  Kegelschnitts  woHen  wir  respec- 
tive  als  die  Axen  der  x  nnd  y  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystems  der  ^  annehmen,  und  bezeichnen  In  diesem  Systeme 
die  Coordinaten  des  Brennpunkts  des  Kegelschnitts  durch  a,  0»  Be- 
zeichnet dann  hier  und  im  Folgenden  immer  n  die  Charakteristik 
des  Kegelschnitts,  so  Ist  dessen  Gleichung  nach  der  in  {•  !• 
gegebenen  allgemeinen  Erklärung  i|nd  bekannten  Formeln  der  analy- 
tischen Geometrie  offenbar: 

1)  .  .  .  .  ;  .  (ar— o)•-i-y«=^ll«a:* 
Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  DurchschnittspaniUe  des 
durch  dieiKe  Gleichung  charakterisirten  Kegelschnitts  mit  amaer 
Axe,  welche  bekanntlich  zugleich  die  Axe  der  x  ist,  durch  «>  0; 
so  haben  wir  nach  der  vorstehenden  Gleichung  zur  Bestimmung 
von  m  die  Gleichung 

(n— o)*  =  ii*tt*,    a— as^aa; 
woraus 

» «  =  TflJ  «''"  «^^^^Tfl 

felgt,  ao  daas  also  a  im  Allgemeinen  zwei  Werthe  hat  ^nd  es 
folglich  auch  im  Allgemeliien  zwei  DurchschnlttspunktiefdesK^el- 
achaitts  mit  der  Axe  ^giebt,  was  aber  nun  dl««  folgende  weitere 
JOiacflssion  aribrdart« 

'    Weha  ats]  i^t,  so  liefert  das  obere  Zeich A  in  den  vorste- 
henden Formeln  für  u  das  Symbol  des  Unendlichen,  und  nur  da» 
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naek  efner  nmen  MeUMe  tm0ipii$ea  enim^ckeit.  00 

oBt^^i  ^l^iclien.  liefert  fDr  n  einen  eoiWclieo  v$Ui^  be«liniiiiten 
Werth.    Wenn  dagegen  n^l  int»  so  liefern  in  den  vorstebendett 

Formeln  beide  deichen  tat  u  endliche  völlig  bestimmte  Werthe. 
Hieraos  «eben  w)r,  dass  die  Kegelschnitte,  deren  Cbarakferistik 
gleich  der  Eiiibeit  ist,  die  Axe  nur  in  einem  Punkte,  ^äß»  da- 
gegen die  Kegelscbnitte»  deren  Charakteristik  kleiner  oder  gros- 
ser ab  die  Einheit  ist,  die  Axe  in  E«i'ei  Punkten  sehnfiden; 
ond  frerdeo  bierdoreh  von  selbst  genttthigt ,  £ov*5rdersf  znVi  Klas«' 
sen  der  Kegeliebnilte  sn  «ntersoiieiden,  jenachdem  ihreXhamk*' 
teristik  güeieb  der  Eiabeit,  oder  kleiner  oder  grOeser  als  die  £ln*^ 
heit  ist 

Die  Punkte«  in  denen  ein  Kegelschnitt  die  Axe  schneidet, 
wordbi^  seine  Scheitel  genannt«    • 

Wenn  ii  =  1  ist,  so  bat  der  entsprechende  Kegelschnitt  nur 
einen  Scheitel,  dessen  erste  Coofdinate  u  nach  dem  Obigen 
dweh  die  Formel 

3) u^la 

bestimmt  wird,  woraus  sich  ergii'bf ,  dass  der  Scheitel  in  der  Mitte 
des  von  dem  Brennpunkte  auf  die  Directrix  gefüllten  Perpendi- 
kels liegt 

Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  Ist  nach  I)  in  diesem  FaRe: 

(a:— a)*+y*  =  x*,    also  y*  =  ii(5lr— o); 

woraus  sich 

4) y  =  dbVoC2a:-«) 

ergiebt.  Für  2a:— 0=0,  also  x=s  >a,  verschwindet  y,  d.  b.  die 
Axe  wird  von  dem  Kegelschnitte  in  dem  Scheitel  geschnitten, 
wie  uns  schon  bekannt  ist.  Wenn  aber  ix — a  nicht  verschwin- 
det, so  ist  jy  reell  oder  imaginär,  jenachdem  a  und  2:r— a,  oder 
a  und  s^^\a  gleiche  oder  ongteicbe  Vorzeichen  haben.  Ist  also 
a  positiv,  so  ist  y  reell  oder  imaginär,  jenachdem  x^  ia  oder 
x<4a  ist;  ist  dagegen  a  negativ,  so  ist  jf  reell  oder  imaginär, 
jenachdem  x  <,ia  oder  x  >  ia  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  unmit- 
telbar mittelst  einer  ganz  einfachen  Betrachtung,  dass  im  vorlie- 
genden Falle  der  Kegelschnitt  ganz  auf  einer  und  derselben  Seite 
eines  dnrcb  den  Scheitel  auf  die  Axe  errichteten  Perpendikels 
liegt,  nni  swar  immer  auf  der  Sdte  dieses  Perpendikels,  auf 
welcher  auch  der  Brennpunkt  liegt.  Natürlich  liegt  der  Kegel* 
schnitt  auch   ganz  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Directrix, 
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und  ztvar  auf^er' Seite  derseft^ti,  atof  v^efiiher '  addli  A^  Broan- 
PWrM  lieg^,. 

Wepn  j/,  r^M.  X,  #o  bat  y  n^ch  4)^^e|;ea  4^  dopp^^fn  %^ 
eben*  ioiiQc^r,  fwei  a.bsqli^  j^leicbe^  dem  ^^eipbejf ..nq^eh  ,fntge$ei(- 
gesetzte  Wf^rth|9^  vod  der  KegeUcbnitJt  liegt.  Mgl^iPli  anf  bfjidw 
Sc^iteo  4er  Ax»  ,13111^  auf  ^eicb^  A^^  .     .  .  i 

Weil»'  der  aiksdlule  Werdi  toa  x  von  denl  abaeluten  W«rtlM 
Ten  4a  «n.  bi's  U*emllidhe  wiobst,  so  waehseK'offenbap  aneh  4ie 
'  eatspreebenden 'ifciiebrten  Wertbe  von  y  von  NnU  «li  ia«  Dnend« 
Hohe,  woidbs.Mell'Yrgtebtv  däss  im  Vorlegenden  F4iUe  ifcr  Kegeln 
sebnitt  sieb  auf  beiden  Selten  der  Axe  von  derselben  infs>  D»< 
endliche  «ntfer/it.   1  ,        .    .  „ 

Nehmen  wir  den  Scheitel  als-  den  Anfang' eines  dem  piimHi« 
ven  Sys^en^e  def  xy  parallelen  Coordii)atensystefn8  der  x^^  an, 
so  Ist 

also 

fblglicli  i\ach  '4)  ^1^  Gleicfaiing  des  Kegelschnitts  in  ^ezdj^  auf 
dieses  Cöordinätensyistem :  .   .      •  «       . 

Das  Bisberii^e  reicht  hin^  die  Kegelschnitte»  deren. Charakte- 
ristik gleich  der  Einheit  ist,  im  Allgemeinen  zu  cbarakterislreo. 

Wenn  n^l  ist,  so  hat  der  Kegelschnitt  zivei  Scheitel»  de- 
ren erste  Coordinaten  durch  die  Formel 

*    '.      \  ...  •     • 

6)    .    .    .    .    .    11  =  1^    oder    «  =  T-^  ' 

bestimmt  «rerden^  t«'^ldhe8  uns  von  selbst  darauf  fMifif^  i^ieder 
zwei  Fälle  zu  untersch^fderi,  jenachdem  n<l  öder  Af>1ist«  in- 
dem schon  die  Süssere  Form  der  Beiden  obigen  AtisdrOiHbe  inon 
11  uns  darauf  Hinweiset»'  däss  die  beiden  Werthe  ion  ti"  gleitfte 
oder  ungleiche  Vorzeichen  *  haben,  jenachdem  n<^]'oder  n'>  1 
Ist,  was  8chon  allein  hinreichen  wtfrde,  diese'  neue ' HM^schei- 
dnnp;  zweier  P&lle  zu  rechtfertigen.  '        '''  ' 

We4iii-  n  ^V  ist«   se  haben  die  ^eüden  dwrcli  ij^  ^t^meX 
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pKMviMk  Werthe  tod  u  gleiche  Vvrsdehen,   und  swar  immer 
ein  and  daeeelbe  VorMÜhbu^mit  a.<.  Ftaier  iet  offenbar 

'. ,:       /  ^  T*"^! *.^Vlipa  <yi|l- alba,  a,       _  


val,  aba.  ^r^r  *>  val.  aba.  a; 

worane  aich  ergiebt,  daaa  Äer  eine  l^cheitel  iwiicben  der  Direc- 
trioD  «od  deari^B^eDopMlLtei  46if  and^t^  auf  dte  eatgegtfn^aetate» 
Saile'üee  iBitenpiuikta  in  ide«  AseiJiegt 

j^ie.  Gl^ichiiDg  ^^a\ftege^l^Wtfä  iaf  in  di€|sem  F^älle  .nach 
dem  pbÜSfn;.       '  /  '.../  \  .'',./''/. .     .'•'.."•,.. 


7) y  »^  V  lt%9*^(4H^of      t 

folgt.    Alan  iat  y  nor  dann  re<)ll^  ^  weao 

wenn  tti^   •  ■    '  r  '^ 

oder,.  '.',..   ,^.,  ,       . ,.'  .  

'     (a^(l^li)ÄMa-(l  +  «)*r!^0 

iaf.  VeVach Windet  dieses  l'^odüct,  ao  rnnae  einer  aeiner  beiden 
Factoren  verachi^inden ,    afao 

sein  9  was 

giebt,  and  una  alao  auf  die  beiden  Scheitel  dea  Kegeiachnitta 
fahrt,  wie  aicb  auch  von  aelbat  verateht  Verach windet  dagegen 
daa  obige  Product  nicht»  ao  mnaa  mit  Beaiehung  der  oberen  and 
vnteren  Zeichen  auf  einander    '  '        .  • 

ii-(l-.|i)df^p,    o-(l  +  fi)a:^0; 
also  ^ 
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sein,  wo  offenbar  die  oberen  oder  nnterei^  Zeichen  gelten ,  jena«^- 
dem  a  positiv  oder  liegativ  ist.  In  beiden  Falten  ist  aber  xr  eine 
Mittelgrosse  zwischen  . 

'  «      j   «    ' " ' 

worans  sieh,  ontnittelbar  ergiehty  dans  in  li«8|sni  Falke  .dei*.  p(ai»se 
Kegelschnitt  zwischen  den*  beiden  dof oh  diet&dieitd'^ur  «lie «Axr 
errichteten, Perpendikeln  Hegt.  In  Verbindung  mit  .dfqi  Obigen 
geht  hieraus  auch  ganz  von  selbst  hervor,  dasi/  der  gaiizß  Kegel- 
schnitt auf  einer  und  derselben  Seite  der  Directrix^'tieg^,  tond 
zwar  immer  auf  der  Seit^  deraelb^n"»  auf  welcher  auch  der  Brenn* 
punkt  liegt  <  >* 

Da  X  sich  nur  aftwischeln  den  CftnoBen 

'la    .      L-      a».!  .    -1. 1.       '-    . .-»/       ;. 

i und   \—. — 

I—n  I+n 

ttndern  kann,  wenn  y  reelTsein  soll,  so  Icann  auch  jf  nie  unend- 
lich werden,  sondern  behält  immer  einen  endlichen,  völlig^  be- 
stimmten reellen  Werth,  Insofern  es  ßberbaupt  reell  ist,  und  wegen 
der  doppelten  ZMcbev  in  dei  GteieHuag^  7>'g*h5ren  zu  jeden 
Werthe  von  a:,  für  welchen  ff  Oberhaupt  reell  ist,  zwei  endliche 
villlig  bestimmte  Werthe  von  y,  die  absolut  gleich,  dem  Zeichen 
nach  aber  eutgegengescAzt«  sp^d,.  woraus.  f|ch  ergiebt,  das«  der 
Kegelschnitt,  weicher  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen  offenbar 
ein/e  gjPRchlossenp,  in  sich  selbst  zurück laufeinde  Curve  ist,  auf 
beiden  Seiten  der  Axe  auf  völlig  gleictpe  Art  liegt.:. 

Nimmt  oip  dep  Mittelpunkt  der  JE^ntfernung|  der  beiden  Schei- 
tel von  einander,  dessen  Coordinaten  nach  dem  Obigen 

sind,  als  den  Anfang. eines  neuen,  dem  primitiven  Systeme  der 
a:y  parallelen  (töprdinatenciyslenis  der  irpjiri  an,   so  ist 


retglich 
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Mtf t*4  etmr  nenen  Mttkode  QnäfyiiMeh  attwickeit.  Tä- 

ako  naisb  7)  die  Glei€baDg,4«^,K^gf»|fc^fHtsf ,„  ,,,.?, 

woraus  «ich  nach  leichter  Rechnnng  >'  >   ..• 

folglich 


8)    .   .   •  V    yi  =  ±V^l^.-<>-«')^i*' 


ergiebt     Hierau«  sieht  .man,   d^ae  yi«  und  alao  auch  y  seinen 
^utBsten  absoluten!  Werth  filr  ^|=:0»-akö  nach  dem  Obigen  fllr 


erreicht,   und  dass  nach  der  vorstehenden  Cileicliungd|e8  Kegel- 
schnitts dieser  grOsste  Werth  von  ff 

^'  ~       •  '    .    .  ^         i  • 
w.VaL  abs.  a 

Wenn  ii>l  ist,   so  haben  die  beiden  durch  die  Formel 


•r=T 


^m 


gelieferten  Werthe  von  ti  eiltgegekigesefite  Voraeicben,  und  die 
beiden  Scheitel  liegen  also  auf  entge^engesetsten  Seiten  der 
Directrix.  ber  durch  die  dem  absoluten  Werfhe,  nach  ideinste 
erste  Coorl^inate 

'■■'*■        '     '  ■  '■  'a^    \     '  ■'   * 

'  '^"^ 
bestimmte  Scheitel,  welcher  also  der  Directrix  am  niehsten  Ist^ 
liegt  immer  svrischep  .  deri  Dfrectriz  und  dem.  Brennpunkte,  weil 
die  obige  erste  Coordinate  mit  a  gleiclies  Vorseichen  hat  und  ihr 
abs^Mer  Werth  UeiMf>  als  derabsolatet  W^lh  vdhiia  iäk.  r<He 
Gleichung  des  Kegelschnitts  ist  in  diesem  Falle  wiedet 

woraus 


»)    .    .    .  „,..'„  , '  j>F!.£  ^•f»VTr(J«t--a)V 
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fililgt.    Also  ist  y  nur^'fli^inb  r^r/-vr«mi       ' 


oder  wenn 


K«-l)j:+«H(ii+l);y-a)r'0 


tet    WoDD  dieses  Prodnct  verschwindet»  so  mass  einer  seiner 


Factoren  versch winden,  was 

(fi— l}:^-i.^=0  oder^»-f^4j|a;-a=0. 


also 


9'=' — '        \   oder  af=H in 


giebt,  folglich  auf  die  beiden  uScheitel  des  Kegetschnitts  flHhrt, 
wie  es  sein  muss.  Wenn  digeg^  das  obige  Prodnct  nicht  Ter- 
schwindet,  so  mnssjmit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander 


also 


(«_l)a.+a^O,.    (ft  +  l)«-a^O; 


>       _9l^       J>   ^   ^^ 


.T  ^  — X  f      «  ^  + 


sein;  und  wenn  daher  y  reell  sein  soll,  so  darf  x  keine  Mittel- 
grOsse  zwischen 

«0ii)^y,viH>r4iis,sipk.er9peht^  dass  in  diesem  Fallender ^^nse.Ke^ 
schnitt  ausserhalb  der  beiden  durch  die  l^cheitej  a^f  du^  Aze 
errichteten  Perpendiicel  liegt»  folglich  auch  keine  geschlossene»  io 
sich  selbst  zurficklaufende  Corvo  sein  kann.  Wenn  a  positiv  ist» 
80  sind  die  beiden  Bedingungen  '' 


r=T*    -n>+;^ 


serileidiieiaUt^  mmti  nitri  die  zweite  erOUl  lit»  wA^die  Mdes 
Bedingung«!'  •"  /i  ^ 

sind  zugleich  erflillt»  wenn  nur  die  erste  erAillt  ist    Wenn  dage- 
gen a  negativ  ist,  so  siud^  STebUdÄi  bedlbgungen 
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erfuill,  vreon  nnr  dU  «fste  ecflUlt  )«t»  und  diej>eideii  Bedingungen 

«ind  eriullt,  wenn  nur  die  zweite  erfüllt  ist     Wenn  also  a  positiv 

^  «^    •■  •■  »/I      'j  '  "ic  '  •  ••*^      *    •  •  "'i^  11''*^'  '*  ••  ' 

Ist,  Bo  ist  y  reeli  filr  «>  +  — tt  und  für  a:  < •;  und  wenn 

»+t   ,,  «—1 

a  negativ  ist,  s^  ist;y  reell  tätiM^^ ^  und'Mr  x<  +  -~t^. 

Stellt  »an  die  Gleicbung  des  KM^Uoknjtt«  mt^nAiV  iFWn» 

dar,    so  erhellet  auf  der  Stelie,  dass,   wenn  man  im  Falle  eines 

positiven  a  die  GtQtm^  x  ^^^.ihjfi^  f^  .jEunehmen    oder    xon 

1  anjibnehn^en.  I$sst/  dagegen. tio  Falle  eines  negativen  a 

die  Grösse  )fe;  ^on  'il-i-5-.  ^j^  siiijelftiicfn,  tton+'^-^A-'**»!  «aiNveh* 

roen  H^Ji,  .i4io..Gritofl\^  Ä^.f^lHifflwt  gf i^opniefi ,  i.n's  Un^dllche 
wjic^t,  1^  0)r  jf^tfepi  Wepth[  xpnior  imn^.swei  aMIut  gieicjiey 
dem  Zeichen  nach  aber  entgegengesetzte  Wertbe  hat.  Nimmt 
man  dtes  mit  deinr  VtirfaetgefceMden  ttusammeii ,  sotmehtman,  dass 
im  Tirrlie^endeh  Fille  4tif  KegeMebnIit  aus  a#eft  mio  einander 
getrenitten,  gtfnz  *  anssertiaf b  der  beideti>  diwob.die  Ifehoücl  auf 
die  Axe  errichteten  Perpendikel  liegenden«  hf^  ünendKcbe  sieb 
erstreckenden  Zweigen  oder  Aesten  besteht,  von  denen  jeder  auf 
vSlIig  gleiche  Weise  auf  beiden  Seiten  der  Axe  liegt  Jeder 
dieser  beiden  Ziteif^e  oder  Aeste  Mr  sieh  liegt  nach  dem  Vor* 
hergebenden  ganz  auf  einer -wid'denMlbe»  Seite  der.  Hireelrix» 
die  beiden  Zweige  oder  Aest(^  selbst  liegen ,  aber  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  cl^r^  biicectrii:.'.  Der  Brennpunkt  und  dei^  densel- 
ben enthaltende  lEweig  liegen  auf  einer  und  derselben  Se1(^'d6t' 
Directrix,  der  Brennj^m^  Ulld^xliir  fifidfiiw  denselben  nicht  ent- 
haltende Zweig  liegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Directrix. 

•'.'it  »'Ml-'»-!    h'  t!  .  /    .i^j 
Nimmt  man  den  Mittelpunkt  der  Entfernung  der  beiden  Schei 
tel  von  einander,  dessen' Koordinaten  nach  dehk  Obigen 
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sind,    al«  Anfang  eiiN^  neuen,    dei^  primitiven  Systeme  der  ;ry 
parallelen  Coordlnatenayjsienis'  der  4?|^|  an*^  eo  iat 


und  folglich 

also  nach  dem  Obigen  die  Gleichqng  de«  Kegelsehnitta : 

woraus  Afcb  nath  leichter  fteehnwig        - 


yit=»=(M«-I)jr|«— ^^, 


alao 


rO)    .    .    .-.    yi=iV'<.»«-l)«i*-^;J^, 


ergiebt,  aus  vreleher  Gleichung  man  auch  In  Verbindung  mll  dem 
OUgen  am  leichleaten  überaleht,  dasa  die  beideyi  Zweite  oder 
Aeste  de^  Kegelacbnitta  awar  eine  verkehrte  Lage  gegen  einan- 
der haben,  sonst  aber  völlig  gleich  sind,  weil  n&mlich  die  Vlerthe 
von^i  ungeSndert  bleiben,  man  mag  Xi  positlr  oder  negatir  nehmen. 

Wollte  man  in  Besng  auf  das  primitive' Coordinatensystem 
die  Coordinatea  0,  v  der  Punkte  bestimmen,  in  denen  die  Direc- 
trix  veo  dem  Kegelschnitt«  geschnitten  wird  ,^  so  wdrde  man  au« 
der  allgemeinen  Gleichung  1)  erhalten: 


r«  =  -a«, 


i. 


«toraun  man  «ieht,  dass  e  allgemein  iroaginftr  ist,  and. also  kein* 
'Kegelsdinitt  eelne  Directriz  schnetdet. 

Nach   diesen    Betrachtungen   haben  wie  also  drei  wesentlich 
verschieden^  Kegelschnitte,  jenachdem  die  Charakteristik 

ftsml,    fi<l,    fl>  1 

ist,  welche  respective 

Parab#l^    Ellipse,    Hyperbel 

genannt  werden.    Von  den  beiden  in's  Unendliche  sich  erstrecken- 
den Zweigen  oder  Aeften  der  Hyperl^ei  heUst  der,   welcher  den 
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Brenrapunki 'isiiHiiit;  a«r  «r#t»  Zwelfr"»  «mI  d«r;  wiiteh^'' dmk 
Brennpunkt  nicht  entfallt,  der  streite  twelg.  B«l  dei^  filli|l8e 
und  Hyperbel  heisst  der  Mittelpunkt  der  Entfernung  der  beiden 
Scheitel  voneinander  de^  Afittelpiin^t  eiyler  ^  C^ntruiu  des 
betreffenden  Kegelttclinitte.  '         V  •  - 

.  Nach  8)  i^  di^  tilei4(hung.4^  EUipee  in  dem  9>yM\»me  4e^;r,yi.: 


oder 


II)    .  .      (      «g      )   +  (     na      Y=:| 


Fflr 


na  Ml«' 


l^nt-VT 


-ii' 


wird  aleo  die  Ellipue  ein  Kreis.  Ans  vorstehender  Gleichung 
folgt  aber  \       .       ^ 

i-««c=VT:rsi,  V^n:::;^=i,  i-h^äI,  »=0; 

wodurch  die  Ausdrflcke 

na  .         na 

beide  verschwinden,  insofern  a  eine  endliche  völlig  besfiismte 
GrGsse  ist  Das  Wahre  bei  der  Sache  ist  aber  Folgendes.  Wir 
wollen  n  sich  der  Null  nähern  und  den  abäolaten 'Wefth  von  a 
eo  in's  Unendliche  wachsen  lassen»  dass,  indem  r  eine  bestimmle 
endliche  reelle  positive  Grösse  beseichnet,  immer 


vaH  abs. 


ist;  daaln  ivM,  f<eil  nun      '  •: 


Äf 


/•»..•HÄ-^^y^  ( 


i«t,  sich  offenbar 


iminef*  m^hr*  und  meh^  ürfd  bis  su  jedem  beli^bigefi  Grftd^  der 
Grdsse  r,  nach  II)  also  die  EÜipse  immer  mthk  und'  bldii'  iind 
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«,9MBfri^»(,dM#en.i(;i0k||ai^,  ,     .    ...,.   .♦(. :...,- 

liiit.  '  Det  liir(<£f^^ili{f  dMses  Iti^lrf^s  tti^i|r  In  Atr  Äx^  tftid  «l^ine 
mit  ihrem  gehörigen'  Zeichen  genommene  Entfernung  von  der 
Directriz  wird  nach  .^emt  OfoigeA  fAr  jeden  Werth  Ton  a  oiid  n 

durch  den  Bruch  |  _ -^  bestimmt «  wXcb«t  aber»  abaolat  genotti^ 
roen,   offenbar  in's  Onendliclie.  ".    '      / 

Die  Cleichung  d^  Bypfi^  in  d^m  SyMcfbe  der  drijf^  ist 

nach  10) 

I 

oder 


12)    .    .    .      ( ^a      )  ^(     na      V:^L 
Aus  der  Gleichung  '  *  ' 


'TCNgt  I  '«irr»  .    .1     ."'..■.•  / 


i . 


also  ■         •  '••  ^ '    '■...".  j     ..-  - .. 

folgBch  die  Gleichung  der  Hyperbel  in  denl;  Syatbifte  iml^Oti 

Eine  Hyperbel,  deren  Qh|Birakteristik  V3iet,  wird  ^e  gleich- 
«eitlge  Hyperbel  genamit  )      '''*   '•  ' 

0ie  fin%iipi|g  d^  l||tt^pno)|tS;.fioe^,.a^l(i;)^,H](l(fvbf4  .voe 
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^lleif  onseren  DoleryacliifDgen  .legen  «wir  nnii  ein  beli/^biges 
recbtwinktiges  Cöordinatensystem  cler  or^r  su  GiraDde,4D<^  (iezeielH 
Den  io  Besag  auf  dieses  System  die  Coordioateo  des  Brennpunkts 
des  Kegelschnitts  dnrcb/»  jfi  ^le.lSIpickaDg  seiner  Directrix  darch 

die(^fiii.kter$8tik  a^r/ wie  geWuboIich'  durch  n./,  *ist  dann  (xy) 
ein  beliebiger  funkt  lies  Kegelschnitts/  so  ist  nach  den  Lehren 
der  analytischen  Geomttrie  >  t  .« . 

das  Qmdnt  selMr  iB^fferaang  vtm  i^DindÜn,  »od       ; 

ist  das  QaaArat  Aetn^r'^'fatreftiüng  Toiti  B^ebriiHinkte.  Folglich 
ist  nach  §.  h  ^^Bk^ti^j^  0?«  tKegeleqbnUftff    V 

oder  •  '   

Zieht  man  fpf  beiden  Seilen  die  Q^a^ra^rsel  i|as,  so  er- 
hftlt  mao  die  Gleichung: 

in  welcher  man  dää  l»beftb  pi<9ä  utero  JMehen  nehmen  muss« 
jenadid^m  liie  GrOsi^e  4x  +  ^:^C  popMir  odor  negativ  Ist.  Um 
aber  eine  genaln^r6  'Bdiitfaiimong  weg^n  des  ^eldhdb^  'sn  ^häü, 
müsse«  wir  soerst  den  folgenden  Satx  beweisen. 

Lehrsatz.  Die  Paukte^  ({briVi^  und  (x^  liegen  auf 
einet  mwi  deraeilhi^ii.  SeUfi  o4«r.a.iif  efi.l««<.f'^S«a,e^(|0|i 
Seiten  der  durch  die  Glc;U)ipn(:..  •    ,/  .tu. 
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ÖO  atiinert:    fiMnie  der  ii€9ei9dmHte 

in  Besug  auf  ein  beliebiges  CoordinateDsyHem  cba- 
rakterii('frj(f|^  (^ejr«^a^aeQ^9,^f^;fli^  .GrSeeea 

M+Bg^  +  C  und    Ax^i^By^+C 

gleiche  oder  ungleicbe  Vorseichen  haben^ 

Beweis.     Eine   der  beiden    Coor<)inatenaxep   wird;  vo^  der 
dorch  die  Gleichung 

cbarakterisirten  Geraden  inimdr  geschnitten..  Wie  wollen. anteh- 
men,  dass  diese  Coordinat^naze  die  Axe  der  sp  sei.  Legen  wir 
nun  dqrch  die.Punk'te  (^i^i)  un4  (x^g^  swei.der  durch  die Gleich'unfr 


Aa+Bg+CseQ 

D.^ahiilMe!  Gerade 


charafcterisirteo   Geraden. ^ahtüMe!  Gerade»   so  sind  deren  Glei- 
chungen  bekanntlich:  -'x^'-i 


oder 

Ax  +  Bg+C--{Ax^  +  Sf^^CJ=i^fi. 

Beieichaen  jat^t  JC|»- J^t  die  efsteh  ÖoerdihatlBnr  iler  Durchschnitts- 
punkte  dieser  beiden  Geraden  mit  der  Axe  ikr  o?,  so  haben  wir 
zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

AX{^+C^(Axt  +Äy,  +C>=:«J 

Ax^i^cM^^trByi-^ci^Vi^  -  '--^ 

oder:  '  '•'■-  "••"•^    '-'    •••     • 

und  ist.  X  di(5,;f)fjf(te  jQ^ordinate  ie^  uurcb8c|ioitto^unkts^(ier  durch 
die  Gleichung  ,  ,  * 

ciwrakteriairten  Gcradeo  nit  der  Axe  der  «,  »o  ist 

......       ;   .^.,.,    :.  ..    ^,f  +  C?T=.0,   ,     ..i     ..,.    , 

%\t>hi  man  dIe*«i-^llef>chtiilg->«U  deh  b'eM«ii' '«blg^^  iGMchangeli 
zwiaeheD  iTi.  Ji;  ab,  so  eiftlH-Ui^y  '    '  ''  -^  ''*"'•  '"I-   '    '     '' 
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$mtf  mmm  MM9äi  m$i9a§eä  mumieUU.  Ml 


woraob  dorcb  MttltfplicatTön  die  CHcrfdhofig '    .   '      /     ' 

eriiillf^ii  T^trd,  wetcfte  uns  zeigt ,  dass 

Xi  —  X  Qiid   JT- — X 

'    •      .  '•  •        '    i    .  !    \    • 

gleidie  oder,  angleiche  Vorzeichen  haben,  jenachdem 
^^1  +Bgi  +  C  und   i4jrs-|.  J?^2-f  C 

gleicb«  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Mach  der  Lehre  von 
der  V«r«^dhmg  der  Coordiaafeo  «iod*^tAe^  beii^^  "' 

Xi  —  X   und    X^  —  X 

die  Jtrpten;  Coordiwten  der  DnrcbscJmittepnijMe  der  duffh  die 
Punkte  (^ijiO  und  (^ay«)  mit  der  durch  die  GUiebnng  .    <  . 

charafcterieirtett  Gernden  pai^Iel:|^legtep<  Geraden  nlift  der!  Alle 
der  X,  wenn  man  den  Durchschnittepunkt  dieser  letzteren  Gera- 
den mif  der.Aze  der  w  ais  Anfang  aintinm^;  uild*da^  nun  nach 
dem  Obigen  diese  Coordinaten  gleiche  p^er  ungieiche,  Vorzejch^ 
bat>eo,.ienaciulem  die  Grossen,  ^ 

Jxi  +  Bgi  +  C  und   Aäf^+'Bg^+Cf  •     .       » 

gleiche  eder  ^qngMche  Vorzeic|ieii  Jiebeiw  ea  ^r|iellet  die  Richtig- 
keit des  zu  iieweisenden  Satzes  auf  ganz  unzweideutige  Weise. 


•-•      .      ■  ■    |.  5. 

Mittelst  dieses  Satzes  ISsst  sich  nun  die  folgende  Bestim- 
wegen  der  Zeichen  in  der  Gleichung  3)  geben. 


Weil  nach  §.  2.  die  Parabel^  die  Ellipse  und  der  erste  Zweig 
def:^yp.fibei  immer  ganz  aoC>f^firff|||)eil  Sfite  de<  Dihaciril  lie- 
gen, au?  weicher  auch  der  Brennpuqk,^  Jj^U  e^'  M^n.  fir'  didito 
Curren  nach  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewiesenen 
Satze  die  Grössen     '  «._;..  I    .  , 

Jf+Bg  +  C   und    Jxi-Bg  +  C 

jederzeit  gleiche  Vorzeichen.    Also  muss  man  teldfH)  Gleiehmg 
TktUXXXL  e 
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Bl  v     ^spmm^t:  JUt^nlr^fer  MiwtociMMr 

für  die  Parabel,  d\h  fiMpfte  dlid  dM  ersten  2ireig  der  Hyperbel 
dae  obere  oder  uatere  Zeklieo  BehnieD>  jeoachiiett  d^t  firteee 
Af+B^+C  positiv  oder  negatiT  ist  Weil  aber  nacb  {.2.  der 
Bfreilei'  Zweig  der  Hyperbel  «od  der  Bretinponkt  auf  entgegenge- 
setsteo  Selten  der  Directrix  liegen^  so  babea  Ar.  deiisefbfniuick 
dem  ioi  vorhergehenden  Paragraphen  bewiesenen  Hatie  die  GrOssen 

Af+Bff+C  und   Ax  +  By^C 

entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  man  muss  also  in  der  Gleichung 

n(Ax  +  Bif^C)=±yf(A*i^B^){(x^n^+(g^g)^i 

rar  den  sweiten  Zweig  ißt  Hyperbel  dßß  entee  oder  ebe^  Ver- 
seichen  nehmen,  jenachdem  die  Grösse  il/*-f-^-|-C  positiv  oder 
negativ  ist. 

tf*Ar  mebrere  i^ttnkfe  de/r  Päfnbel,  der  filflpM  iihd  etnei  und 
desselben  K^geH'  dei*  tfypetbbi,  dete«  CoonÜnaleii  !r,  y  Mi^ 
mOgen,  muss  man  immer  mit  Beeiehong  der  oberen  and  unteren 
Vorseicbeiw  auf  einander,  so  dass  man  nämlich  f&r  alle  Pankte  in 
*^.  fugenden  «leiebeng  deMMibe  Vtvr«eielliNi  frftnül,  ' 

II  ■'.••'  t  '•  *  . 

*Mt^.  fdt  Pdntrte  in  verschiedenen  Zweigen  der  Hyperbel  mnss 
man  aber  mit  Beziehnng  der  oberen  und  unteren  Vonetcheo  aoF 
einander  Oir  den  eiefH  Zweig 

rnid  tihr  den  anderen  Zwetg 

setsen. 

...       M.l  5  •     '  .  ^     .     .     .  ■ 

O»  dtto  Fmg»  M  ft«Mit«Nttten,  «A  iint«ir  iet  iXIMilMii 
€>MclM*g  «w  KtgeMMiMe:  T  ..  .    . 

auch  die  Gleichung  des  Kreises  enthalten  ist^  bringe  man  dior 
9iMMi  Mf  dto  *  PMriii "  "  * 
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md  Imm  nm  n  Mk  d«rNiill»  d^n  a||fM>hiton  Werft  von  Caber  sich 
dem  DMndlMieii  so  Diherni  dass,  i^n  r  eine  gewisse  positfve 
firteMbeseichnet»  der  absolute  Werili'TOD  wC  imsm  4m  QtUä^ 
rVii*+Ä»  gleich,  also  Immer 


ist    Dun  gebt  die  ebigf  filei^himg  ia  4i9  C^eichiiiig 

r 

daes  aas  dem  Breanpankte  (fy)  als  Mittelpoakt  mit  dem  Halb-^ 
messer  r  heschrlebeaen  8Mse)i  fibef ^\  ^ti  den  Kreis  mnss  aian 
also  ia  der  allgeaieiaea  Qlmfphasg  der  Kegelschnitte  inimer  ,  .  (,. 


I  .   JODL..«'  •. ; 

laaerhalb  and  aasserhalb  der  Kegelschaltte  liegeode 
'  -Pank'te;  '"        • 

Wir  wellea  wieder  die  beidea  in  §•  3.  darch  ay  aod  ^ijf| 
beieichaeteo  Coordiaateasysteme  nad  (disr  danaf  besüglichea  Glei- 
chnagen betrachtea,  ladem  wir  die  Eatferanagen  öeB  belidbigtfa 
Pnnktes  (xy)  oder  (d?iyi)  too  der.Dnrectm  nnd  vom  Brennpunkte 
respeefiTe  durch  u  und  v  beseichnen« 

.  -iii     ■     t 

'  ^.  M  •  P  ar  II  b  e  L  '  ' 

'[\i  '■■         •  '  ■••  ''••   "  '    ^    ' 

j\\pfii^X^  w^ien  'iroVi^ii  ^ij  aaMhme»»  4asa  «e  In  §.». 

i^^^^^)^\i^^^yf  prösf^,posi(iic  s^.    Ka  idt  aM 
nach  $.  2.  aber 

'    1'.:.  'Mr.\  '.     .         .'1    •'■  ■'        ••    •    ^"    « 
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t  1 


i«-.  -*-=. 


►»^- 


-^■k^^' 


•^fs^**«» 


V» 


Waber 


♦ä-«*,^. 


♦*••: 


•»• 


-^►•, 


•^Mi 
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macM  Ha^f  mmm^  JMM«  m^i^^fß^xf^fMckeit.  8i 


,  ^  Ellipse.  .         ß9 

^.       Indem  wir  dieselben  ZeicMnVie  vorher  beibehalten,  ist  auch 
I  wieder  V^      i/         •' 

eh  $.  2.  Ist  aber  ....  i-rf'.iw; -:.  .-...' I  .  .?•  .:u^il 

»ner  ist  nach  $.  2.  flir  Punkte  In  der  Ellipse  .1.. 

'•  ••(;^>(^"--  - 

«raus 

y.*=i~.-(»-«")*.'=(»-"')|(i^)  -vj  ■  •; 

'•Igt.    Da  hiernach  off«ttb«»       •  >'      ><'  ''  ^ 

i'"  '  ••.'       ■:•!•       ..     a   ..w^»  '■  ;;,•;..!     •■(;;•■.: 

.■    -   •>       •     !    •.     1  ■■•.1    ■  |i*^^.i.  .1  li    //       •    •      .'fji;   (  T  •;. 

Ile  «Hltei^  'CMMJhtUen   der  Sdi^MT^'«»^  Btlit>i>e  tu-  ^&)ni  'fMi* 
Ihren  Mittelponkt  als  Anfang  «ind.  «o  liegt  fBr         ^'        '    ' '  '  ' 


/■•>(r"i.)V , 


111      '!  -r 


der  Puii||t{  (^  ,;od^  ..(^ijfi)  -jeiilit^nralls   m^sefh^lb:  der    ElVpse. 
Nach  dem  Obigen  ist  aber 

also 

':'     K.     .-  .   »,.r 

i>«~(«s)«==:(l-n»)|  V- fe^i)'^ +»»*• 
folglich  untor  der  gemachten  Voraussetzung  offenbar  .  ..^, 
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M 

*V^VWVK#^ '  nMPfw  WÄF  äRft/€9$CmtMf$ 

•■-(«m)»>0,    »>««. 

WeoD  ferner 

i               •     .  . 

f"  '5     . 

Ist,  80  liegt  der  PimUt  (J^  edler  (%yi)  aMeerhalb  oder  iniier- 
balb  der  Elllpee»  jenacbdem 

ist.    Nun, ist  aber  nach  dem  Obigen 

'  i         .  '       •  •  /  *■  ^     '^ 

«•'_(m.)i  ^  a -«^V«i«- (j— ?)'i 'fV 

oder  •     ■■    '  ^"'  '^    •■  '  ■■■  '•■    '■  •'<  •'•••••      ' 


V  .     -.  ■    f  ■'  '  t" 

folglich 

««— (n^)f  >  0   oder   e«-  (««)*  <  0, .  .     , 
«l«o     ,  •     •     .;^    •.     •'  I-  ,J'    ;■  -.-. 

V  >  ittt  oder  o  ^  im,  .:.,.; 

jenachdeni  der  Punkt  (ory)  oder  >(j:|^|)  ausserhalb  oder  innerhalb 
der  Ellipse  liegt.  Weil  nun  endlkh  nach  $.  I.  fiir  e  =  nu  der 
Ifookt  ,(a;|r)  oder  ix^h)  ^'^^  ElQp#e.<Jieg)t,.  so^Webt  mch  def 
folgende  Sati:  :         .*  .:,• 

Jenachdeni 

e  <flfi^   essfktt,    V  >  »tc 

Ist,  liegt  der  Punkt  (ob)  iniierhalb,4n,  attSiBe^haib  d^r  1^111(18^. 

Es  ist  wieder 
Nach  §.  ±  ist  abe^ 

also: 
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Ferner  i»t  Mdi  $.S.  fllri  Paukte  in  'dcr'ByperiM 


worans 


folgt.    Da  biernach  oflbnbor 

,      nä  ■      •'•■••    i 

•     •      •  •  ±  ^JTl 

'■  .  ■•' 

die  ernten  Coordinateo  der  Scheitel  der  Hyperbel  in  Bezog  auf 
ihren  Hittelpankt  ab  Aafang  sind,  so  liegt  f3r 

der  Punkt  (xy)  oder  (:r|^i)  jedenfalla  aoaserhalb  der  Hyperbel. 
Nach  dem  Obigen  iet  aber 

•«  *  *t*  -  -rri  +  (sm;  +  ».•' 

also  '  « 

fdglicb  unter  der  gemachten  Vorausaetsung  ofenbar 

©■  — (jiii)«>0,    ©>n«. 
Wenn  femer 

ist,  so  liegt  4er  Pnnbt  (^  «Hier  (iriy«,)  au/fserhalb  oder  ioner- 
balb  der  Hyperbel»  jenachdem  ^ 
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v 
oder 


88  Cruneri:    nearie  der  Hepe^JMtie 

ist.    Nan  i0t.a]ber  oiidi  denf  .Obigen 

folglich 

©^— (»«)•>  0   oder    tj*— (»«)•<  0, 

al«o     "  \-      ■•/  •■    *      '■        J  -  •• 

o>fi»  oder   e<»iC|  ,  , 

jeDachdem  der  Ponkt  (ary)  oder  (^ijd)  aosserbalb  oder  innerhalb 
der  Hyperbel  liegt.  Well  en^ch  niieh  $.  1.  fflr  e  =  iiif  der  Paolct 
(xy)  oder  (^i^i)  In  der  Hyperbel  Hegt,  so  ergiebt  sieb  folgender  Satz : 

Jenachdem 

1  t         ♦  ••         .  , 

v^nu,    e  =  ttti9    o>ntt 
ist». liegt  der  Punkt  (uv)  i^nerbalb*^  ^li^  ausserbälb  tier  Hyperbel. 

Hiernach   kühnen    wir  i^un    den   folgenden    allgemeinen    Sats 
aufstellen:  '  *         .     i 

Ein  Punkt,  dessen  Entfernungen  von  der  Directrix 
und  von  dem  Ef^eilnpunkv^e  u  und  o  sind,  liegt 

Iniierhalb    des.  I^egelscbnitts» 
in  «^d«m.  Kegelschnitte» 
«usserliAlb   des   Kegelschnitts, 

jenacbdem  /     , 

ist. 


I-'. 
Tn  Bezug  auf  das  in  §i  3,  betcacbtete  rechtwinklige  Coordina- 
tensystem  ist  f         ^  )  '' 

wenn  x,  y  die  Coordinaten  des  Punktes  (ai9)  in  diesem  Coordi* 
nhit|snsyftesie  .siiidi  Dahjscr  ergfebt  sich  nach  dei|i  forhofg^hen- 
den  Paragraphen  der  folgende  allgemeine  Sdts: 
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MCA  mmr  nmm  JMMIr  aHMtfU^th  enhückeiu  ,  8t 

i¥i9t  dtiroVdle  Co'ordiivitett'ir^  j^  be«ithB»fe.:P'iiiM 

Hegt                                              '•'•."■.'    •'•"*  '  '  -'•■ 

Inii^rilAl«  des  KejKetWchnltfs,  ^  i     *  i 

in  dem  Kegelschnitte^  ''*^' 
Anii«erli»lb  des  ^KegelscholttSf   \ 

jenachdem 

ist.  '     • 

Dffickt  matt  illese  Bedhigaiigeii  auf  folgende  AH  aus: 

8o  werden  diesellien  aacb  §•  6.  für*  den  Kreis: 

wie  ttUfh  aiidei^tei(ig  bekasnt  genug  ift/  •    ^ 


Zw«ite.D>rectV|(x  Stnd  z#elt^rf  Btehhpanlct  ' 
§.9. 

•  •:••  -.  •■  I.'        ••..'.         ••■..'      •    .     .: 

VfU  weilen  pns.  jftsi:  die  Frage  zur  Beantwertung  vorlegen» 
ob  es  eine  der  Directrix  parallele  Gerade  und  einen  zweiten  Punkt 
fpeM,  sa  wekiter  G^adWn  ate  Directrix  und  zu  t^etehem  Punkte 
als  Bcenupuiilft.iille  Punkte  des  Kf gels chnitts^  unter  Voraussetzung 
derselben  Charakteristik»'  in  ganz  ähnlichen  Beziehungen  stehen» 
wi«  zit  4^'uMprlriiglteh  gegdlifMii  Dteectite  m4  dMi  brspMng- 


:.} 
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JMt  fi^b«>eti  Sralii|NMilrtfl.  Mlki  dto*  d^t  IUI  .Min«.  !i«i«fiber 
das  Folgende  AufschlaM  geben  vrird,  so  würden  wir  diese  CSe« 
rade  and  diesen  Ppmkt  die  xweite  Djkrec^ris  und  den  zwei- 
ten Brennpnnlct,  die  urspcGnglicb  gefallene  Oirectrix  und  den 
ursprflnglicb  gegebepen  Brennpunkt  aber  die  erste  DIreetrix 
und  den  ersten  ttrienilpunfet  nenben. 


Die  Chacahüriiitilfc  beaeichnen  wif  wie  geF^lnilicfi  durch  n. 
Die  Gieicbnn^  der  ersten  Directrix  Ist 

und  die  Ceordhiaien  des  ersten  Urenil|HMllcts  ülod  f»  §,  U»  die 
zweite  Directrix  der  ersten  Directrix  parallel  sein  soll,  so  bat  ibre 
Gleichung  die  Form 

und  die.  Coofdinaten  des  »weit]BQ  Bresnpanftts  wollen  wir  durch 
fi9  9x  bezeichnen.  Dies  vorausgesetzt,  sollen  also  ffir  jeden 
Punkt  des  Kegelschnitts  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  die 
zwei  fotgenden  Gleicbungeii  IJtatt  finden:  ^ 

««(^+Äy  +  C,)»=^(^«  +  JB«)K^~/i)«+(y-i^i)»l. 
Die  zweite  Gleichung  kann  man  att(  die  Fenn 

aldo  auf  die  Form 
i.»(4«  +  fiy  +  C)«-2n«(C-€i)(^+Äy  +  C)  +  ii«(C-  Cl)« 

+  2(J«+Ä«)  I  (f-f{){x-'f)  +  {9-9i)(9-s)\ 

bringen ;  und  siehen  wir  nun  von  dieser  Gleichung  die  erste  der 
lieiden  obigen  Gteiciiangen  ab,  so  erhaltien  wir  die  Gtdcbwig: 

f=(^+B«)|(^;^/J)H(!7-Ä^i)*l+2(^+ß^!(r-/,K«-/^+(y-'ftCy-y)». 
! :  D»  diee»  GbkhMig  weJifciwgit.vea  besondeii««  Wvrtbep  nw 
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•    mek  9mm  mmm  JWiltfrt>>#te/y<airJt  mt9t4ch€lt.  tl 

i^Mm  auf  b#fcMnite<Wete  )dMi  OMcbrngm  m?  JBUlinnrai«  mll 
ff  9i»  Ci  alisiil*lt«a  MdbM  »Oimii,  b  #ie  weit  dkss'BMi» 
mang  aidi^lidi  tot,  will  fch  Jpd.  i^gnneben  nicht  witermiciiMi» 
•oAckni  will  vielittdb'  den  tweiten  BrAimpimk^  (jTi^)  der  besolde- 
reo  Bedingang  aoterwerfetty  das«  er  eben  «6  wie  der  erste  Brenn« 
pnokt  {fy\  |n\der^e  den  Ke^elAcbnitl^  Uegi^  feil.  .  .     , 

Die  Gieichnng  einer  jeden  anf  der  Directrix  senkrecht  stehen- 
den Geraden  hat  Im  A^^melneir  die  Perm  ^'>  ^  . 

nnd  «eil  nah  diese  Crerade  darch  ifen  Brennpnnkt  (^fy)  geben, 
alse  die  Axe  des  Kegelsciinitts  seio,  sp  mnss 

sein»    woraas  sich  flir  die  Aze  des  Kegelschnitts  8le  Gletcheng*  ' 

erglebt  Soll  also  der  swette  Bi'eAnpänkt  (fiffx)  in  'der  Axe  fie«^ 
gen,    ib  amiss' 

»(/l-lO---<(ft-*)«0  oder  i»(/-/SJ-ri*Cy-r*)^0 
sein»  woraus  si6h  ?  '    ' 

erg'wbt.  FOhii  man  diMen  Ansdraek  von  g—gi  Ih'iti«'«!!?^  «Rt' 
gemrine  Gleichung  «in, 'so  wird  dieselbe : 

=  (^-)V-A>»t*^^V-/i)M(*-/OfB(,-*)l 
oder  .  \  ;    .A  i  .;     .-.>■. 

noraos  sich  die  Gletebangl  i 
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oi^ktc  W^>dK406  CMkhiM«  «Bftkbioisig  .VOR  betfiii^ 

thMi  .900:11;  imd'y ,  also  taolf  M^^  J«H-^if -F^^tSAftlt «nttefi  «Hito; 

fW'MMi^Mb  die  beide»  ifolgeBdtooiGMolivnge^^^  .s      v 

,.i'i{l   ..'.•:'      .J   j'.     "»»1.    ■  '  •    'Jl»  J_'^«'' »'    ***'*     •*'    ''"'^    "'' 

■  .■.■■>•■       ■'.    ■  ■  ■      ■■■■■'•''  ■•    ''     •'  '■'  •-I-- 

*  Am  der  enten  diMcr  Md**  dcwirangev.rol^: 

aloo  Dach  der  zweiteo  Gleichung! :    .^; ,     .       , ,.  „• 

welche  CUe|cbnng. man  lelchf  auf  die  Form    .,    ;    _   .„.,>. 

(C-Ct)[(lrrnmC-(\)-n4f.+J^9i-C)]=0 

b^gt, 'Worm»  «ich  die  beidep.Gleic|njngen  r  ,, 

C-Ci=0,    (l-n«)(C-Ci)-2(J/'+fii^  +  C)*=a 

ergeben.  Da  oAi  aber  die  er«l»  die*«  behkn.Glelebiinft8ii\Hie- 
der  auf  die  erste  Uirectrix  surflckffibren  wörd«,.  so  bleibt  nur 
die  zweite  Gleichung 

(l-n«)(C-JCi)*^2{.i/'>f  fi;^'+  0=0, 

s««  »elchec  «19b    .  ,. 

C-Ct  -  i_„. 

erglebt,  woraus' dann  nach  dem  Obigen  ferner 

^-^'  =  --(l-n«)(>+Ä*)  ' 
folgt,  M  d«M  wi^  *l»o  je^pt  die  folseiiten  ,^priii«iD  ^9:'    \ 


'.  i 


.      .      '  ^*A(Af+Bg+C) 
f  2n»Ä(4r+%f  C) 
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nach  eini^  n^m  ^fkaOe'wmiythen^enHMckeit.  M 

Da  diese  Aiwdrflcke  our  dano  fSr  C^»  f\/9i  enrilicbe  TdWg 

bestimmte  WertlieU(|feih»v\weitn  s^l  lst,i  ^l^er  iicbt  ffir  n=l, 

so  haben  die  Ellipse  ond  die  Hypeabei  swei  (Sjuaad^r  parallele 
Dlrectrizen  and  zwei  deoselbeo  eDtsprechende  Brennpunkte»  welche 
in  einer  ond  ders^ll^ti-'W  dsb' neiden  pirec^i|en  seokrecbten 
Geraden,  nimlicb  in'd^r'Axd  Ideä  Kegelschnitts  niegen ;  die  Pa- 
rabel bat  aber  nni^  ^ine\Oire^frij(\Wd  nur  einen  Brennpuokt. 

Die  Ceordinaten  de^  .Mittelpunkts  der  Entfernung  der  beiden 
Brennpunkte  (fg)  und  (fi^i)  der  BlKf^sb  *edieil  Hierbei  von  ein- 
ander wollen  wir  durch  F,  G  bezeichnen.     Dann  ist 

oder 

•1*0  nach  2):  '  \  / 

»   I   "^     >  i      * . 
•fit-.-     n*B{Af^ßg^^C) 

Am  ■,  :    .     ,;.  .1 .:  ,,   , 

folgt  st^leicb 

«ler  .  ... 


li.r» 
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«04  n-eil  «ilfi  »1^. '\  •••      '?••.:"•    '   ■  •'   «H 

geciefzt  irerfe»  Itanti»  io  l»tJ 

*'-9i         (««+1)  (.*■+/?«)    * 
Ans  3)  and  6)  folgt  leicht: 

welche  Relationen  alle  aehr  bemerkeiiafiwHlljaiid. 
Auch  kann  man  noch  die  Relation 
8) AF+Aeic^liC-^AW 

merken.  .,  »      ,:    w 

§•  12. 

Wir  wollM  ljöt«t  A»  CooMlnaten  iler>  6^iieiM^  der  K^^U 
schnitte  sochen»  welche  bekanntlich  die  Dnrchachnittspunkte  der 
Aze  mit  dem  Kegeia^hnitte  sind.  Bes^fchnen  wir  also  die  Coor- 
dinaten  der  Scheitel  ;durcfi  f'i  st.  '»*"<*'  f\^  ft^  ^  •»•>«"  !^  •" 
deren  Bestimmang  nifch  dem  OM^e^  4X^  6l«MH»geii: 

» 

und  .  , 
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nach  «iMtr.  wn»n  MttkiNlr  0ntptl9th  tiUmiekeU.  ^ 

w<ü«tel  iMli  »Mbi;   «MS  die  Coonlln«tev  4i«r  9»MM  <lie  >wei 
raeÜMk  .WmaMlpur»  der  beiden  ÜJlehdnagtM    ° 

siiid,  trorern  es  swei  solche  reelle  Warxelpaare  glebt. 

Dm  diese  Glelehni^^  mifvontseo;  liiiaftP'nM*  'io  aaf  die  Form: 
*«t^-/)  +  m^g)  +  AnBg+  0«= (A*+B*)  { (jc-f)^H9-a)% 

w4Mra«s  sieh  ^  QesSauuang  vyn  K— /  die-  Gleichnog 
<,.^l)(^ljSy  ,(^_/)s  +  a«*(^4.  Bg  +,0  £^if^f) 

=i^n*{Ar+Bg+C)* 
«rgiebt 

Für  die  Parabel  ist  n^l,  ifnd  die  vorstehende  Gl^ichnngf 
wird  also  In  diesem  Falle:    • ,     '  ' 

2^— (r-/>=-  (Äff  Bg  f  C). 
woran  sieh 

,  "r-     AW^Bgi-O 
f-r—-     2(A*-¥B*)     ' 
9> 


. BjAf^Bg^C) 


ergiebt,  so  dass  also  die  Parabel,  wie  wir  auch  schqn  wissen, 
nor  eisen  Seheitel  Ji^t«  ..desiett  Coor^naken  f,  g*  dareh  die 
FonaelB 

V  B(AnBg-,.. 

:V.  ,    -  i  »'     ;.        M  ' 
bMfiaiDt  werden. 

Ffir  jlie  Ellipse,  oder  HyfMb^l.M  i>^  It    nod   r— /  mnes 
li  AaflSsimg  dfer  quadiralMh^'  CHeidiaittg  ^'  ~^^ 
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9tf 


etmnert!   ntotfe  Mm  KtitHicImUte 


beatimiut  w«i4««.  IKs  .ist 'aber  nsek  2)  aad^t;     i  ':!    '• 


aW(  " » '■■  \- • 


(r-A)*-(A-()Öf-^,y)=-^«-(A  -/)«. 


(yiJ-yj»Li2CF-y)(r-/l: 


\  '  '-! 


••.V 


'  Dorch  [Anfltitettgr,  4er  ««tea  fieser  beidbi»  6lcwli^{ 
Verbindang  mit  der  GMchnng 


er)>Slt  nu^n:, 


alao ,  weil  oleiil»r 


iat: 


H) 


l?(jr-/)-*^(V-y)  =  0 


«jfcl; 


also:  .  >  i 


Ol 


12) 


•    •    • 


10 


(M 


Wdl  nach  II)       ^  .; 
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nach  ^Hm^  4$emm^  MMlmäB  mMyU^eh  mumiekeli.  97 

{fg)n\SKkfM  S«lMiMi{iiälBO'.|^if^f>{?dfirwam  weite«««  voiRMderii 
Brennpunkte  (fg)  entfevDleiSebeiteliitt« 


13) 
also 

14) 


gesetst  werden  muM.  ; 

Ans  13)  und  2)  erhält  man  leicht: 


f'^r^^^ 


\nAW^Bg+C) 


14*)    . 


i      #^ 


nnd  da  ans  den  beiden  ersten  dieser  Fornielfi  die  Formtln  10) 
för  die  Parabel  offenbar  hervorgehen,  wenn  man  »  =  1  setzt,  so 
ipieht  man,  dass  die  dli»li/-^d<$m^elhnpüi1lcte  \fg)  nächsten  ScheL 
tei  (fg')  bestimmenden  Formeln  ganz  allgemein  ftif.  alle  drei 
Kegelschnitte  gelten. 

Bezeichnen  wir  die  Conrdinaten  des  Mittelpunkts  der  Entfer- 
niing  def(r)bfi^H,,$|9^«^l^^pn'.«iinaBdevJmc|^  i^  Ist 

abonach  14):     •'^'      '•=^-'*'   '''^^  ""''     "'       ' 

f'^Kf+fi).    G'=z\(g  +  g,);        ' 
foigllch  nach  deÄ'Öb!§eif:*'*    '»""    '^ 

TImU  XXXI.  7 
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A 


m  itift^i^^  diki  P^kfe  iri9i|nd<#^6^)v''T<Mi  denen  wir  Am 
Jetuterea  i».$.  2.^'deB  Mlttelp(i9)^t  derCllipie  ed«r  Hypierbel  ge- 
nannt haben,  mit  ^faeiMler  anieiiMleilfaUee. 


Bezeichnen  Mrtdie  EntrernoQg  der'beMen  Breonpankfe  Ton 
einander'  i^nrdl*  2^  dief  EnC^rnaAg  fier  Mden  Scheitel  von  ein- 
ander durch  2a»  so  iat: 


46«=(/-/i)«  +  (ijr-^,)», 


)  {«t  aber: 
'      /'-A'»i(/-/,)Vv..  J 


Nach  13)  oi»er  14)  {st  aber:  <t 


/'-Ä'»i(/''-/i)Vv,, 

also:  '         •         '■■^-    ■ 

\4a«=?;^li^-/S)«+(ff-ft)«|; 
und  folgHch  nach  2):      '         '     ' 

.:■      l  ....  !  1    •    N'  . 


•'Int,   iö  ial-"*  •      •  ^  •    .■  .j       •'•''.• 

a«-««s=(l— II«)««,    ««— a«=(n«— 1)««, 

and  r^l^Hcb  ihr  die  felHpse  tf«— l^,  fllr'A«  H^elf»el*^--o«  |^- 
sitiv.    Daher  kfifui/i^n  fOr.die  Ellipse  nii^  die  Hyperbel  reepecti?e 

ftSssa«  — ««  und  6«Äe«— .««,     ..:|    f. ,  , 

also  respective  -w  .  » ,        v; 

e«£=a«--i«  and  ^.=?a«+6«3 

folglich  allgemein  ^  . 
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nach  «iMif  v^nrm  MMoäM-muHphsck-^tnlKfighelL  Mi 

17)    .    .'".%  d.»   .  ''.'■^.    ^=3»fii*^S6*  •    .  .   •  ' 

setzen»  weiiii  man  für  Ü^  Ellipse  da«  obere,  für  die  Hyperbel 
das  ontere  Zeichen  nimmt.  Well  nach  dem  Obigen  (Hr  die  Ellipse 
und  die  Rsrperbef  tiä^peeitVe  ' 

*«=:Jl--n«;o«   und   Ä«=z,(?i«— l)«« 

Ist,  so  hat  man  nach  (5)  fflr  die  .Ellipse  die  Formeln: 

nnd  fSr  die' Hyperbel  dfe  Ponneln:  -..>■.  .    '    >i 


▲neh  ist  fUr  di«  Ellipse: 

nml  ftr  die  Hypstbel': 

21)      ■ 


Die  sq  bSnfig[  bei  den  vielen  Anwendungen,  die  sieb  von  d^r 
|Elli)>se  und  Qyperttel  n^achen  lassen,  vorkommenden  Grossen       ' 

sind  also   nichts  weiter  als   die  C^affi)^fri«ti)(c»n  .diei$,er  Curven. 
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100  Critntft:    Theortt  der  SeffttH^aUU      '^ 

Soll  bei   der  Ellipse  <i  :=s  &  s^iß,  'so  mvm^  nach  SO) 

.  .  ■     '  .  .     ■  ■ 

•ein',  welcher  Fall  schon  früher»  mit  ^^cbweUuag  seiner  eigent- 
liehen  Bedeutung,  besprochen  worden  ist 

Soll  bei  der  Hyperbel  a  =  6  sein,  so  raus«  nach  21) 

sein,  weichen  Fall  wir  gieichfallis  schon  frÜMr  besprochen  haben. 

Die  Entfernung  des  Brennpunkts  {fg)  v^o  der  entsprechen- 
den Directrix  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Ueonietrie 
der  absolute  Werth  von  \ 

also  nach  dem  Obigen  ist  die^e  Eot(ef  n^g  filr  die .  Ellip**^«  s 

n  ^^^ «*  :    ' 

und  flBr  die  Hyperbel:  f 

n  n  »•  ; 

FSr  die  gleichseitige  Hyperbel  iät  diese  Entfernung  also: 

folglich  Immer  der  Häifte  der  Excentricitiit, gleich,  da  die  Grosse 
e  die  Excen'tricität  der  Ellipse  oder  der  Hyperl>el  geijtaniit  za 
werden  pflegt. 

5-  13. 

Des  Fol«:enden  wegen  sind  rficksichtlicH  der  EHpse  und  üy- 
perbel  noch  die  folgenden  Bemerkungen  nSthig. 

Nach  §.  10.  wird  jede  dieser  Curven  durch  die  beiden  Glei* 
chungeo 

nHAx  +  ßi,  +  O«  ^(A^  +  fi»)  lfaj-t/)«+(y-y)»}i 
n^{Ax\  %+  Ci)«=(^H^«)}(a:-/,)«  +  (3^-5ri)*| 

chariikteri.slrf.  Der  er^te  und  zweite  Brennpunkt  ßind. ifg)  iin4 
(/i^i)t  und  die  Gleichungen  der  ersten  und  «weiten  Directrix  ^ind 
respective  i     \      :     / 

^^fi^y+C=0,    Aa:  +  Bg^(i^O. 
'  Ftir  die  Ellipse  ist  Haöh  §.  5. 
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wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt»  jenacbdein  die 
Gruese  Afi  ^  Bg^  -f  (\  positiv  oder  negativ  ist.  Was  aber  die 
Hyperbel  betrif):^  «o  «tb^llet  ane  iden  beUen  obigen  Gleicbangen, 
wenn  man  ^  sich  die  Curve  aus  ^  denselben  construirt  denlct,  auf 
der  Stelle,  dass  in  Bezug  auf  den  zweiten  Brennpunict  und  die 
zweite  Dlrectrix  der  t weite  Zweig  der  erste  und  der  erste  Zweig 
der  sweite  ist,  so  dass  also  nach  §.6.: 

ist,  wenn  man  fär  den  ersten» Zweig  das  untere  oder  obere  Zei* 
eben  nimmt,  jenachdem  die  Grosse  Afi^Bgi  -f  Ci  positiy  oder 
negatfT'Ut/ dagegen  für  den  xWeiten  Zweig  das  obere  oder  un- 
tere Zeichen  nimmt,  jenaelldeiti  die  Ordsse  Afi-^-Bgi  +  Ci  posi- 
tiv ode;  neg^T  ist.    Piun  igt  aber  nach  2): 


also,  wie  man  sogleich  (ibersiebt: 

Aft  +  Bffi  +  C,  =  An  Bff  f  C -2(/r/'f  Bg  J  C) 
oder 

90  dass  folglich^ die  Crossen  Af  +  Bg  +  C  und  Af\  +  Bgi  +  Ci 
absolut  glei^tl.  sind»  aber  eitt^s^egen gesetzte  Voszeichen  haben. 
Daher  kan'n /man  das  Obige  auch   c|nf  folgende  Art  ausdrQcken: 

F^e  di»  HKpM  iai         / 

wenn  maa-i^  untere  o4ar/  obere  Vorzeichen  nimmt,  jenachdem 
die  GrOsse  Af+Bg-^-C  positiv  oder  oegativ  ist,  und  iur  die  Hy- 
perbel ist 


vreoQ  man  filt  den  ersten  Zweig  da^  obere  oder  untere  Voi^zeieben 
nimmt,  jenachdem  die  Grosse, ^Z*-!-  £(g  +  C  positiv  oder  negatar 
ist,  f&r  den  zweiten  Zweig  dagegen  das  untere  oder  obere  Vor- 
z«chefl  nimmt,  jenachdem  die  Grosse  Af^Bg  -{■  C  positiv  oder 
ne^atir  ist.  *   ^ 
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^102  G^unept:    rkäotie  dßr  irmisckMtB 

y^glMoU  iintp  ai€se  lUsi|lMe  ^H  MV»»^  ^«¥I^Mi  Fol- 
gendes: ^ 

Für  die  ElUp«e  baben  difs  GrSssen     > 

eotgjBgengeaetzte  Vor^eiehen»  and  die  erste;  di^er  btideo  «Giri^ssea 
ist  positiv  oder  negativ,  jenaphdeiii  die  GiUase  Af'tßg'fCpwl' 
t\r  oder  negativ  Ist. 

Für  den  ersten  Zweig  iter'^irperbei  ba^en  djie*6r9ssM 

gleiche  VorseicheD,  and  sind  positiv  «fder  negativ«  jeoapbdeiii  die 
.«rQssi)  Af+  Bgi^C  positir  4»4ef  .negiitiv  Ist 

Fdr  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  baben  tte  Cli'^ssen 

gleicbe  Vorzeicbevi/t  iind  sind  li0gtflir  oder  positiv,  jenacbdein  die 
Grosse  Af+  ßg-^C  popülv  oder  "MgaUv  Ut. 

V. 

Vectoren.  ■' 


§.  14. 

Jede  von  eioera  Ponkte  eines  Kegelschnitts  nach  einen  seiner 
Brennpunkte  gezogen^  Gerade  heisst  ^n  Vector.  Da  die  Pa* 
rabel  nur  eiben.  Brennpunkt  hat»  so  entspricht  jedem  ihrer 
Punkte  nur  ein  Vector;  die  Ellipse  nnd  Hsrperbiel  haben  aber 
zwei  Brennpupkte,  und  jedem  ihrer  Pankte  entMprtMen'tdsber  zwei 
Vectoren.  Wenn  (xy)  ein  beliebiger.  Punkt  ßioifs  ^Kegelschnitts 
ist,  60  sollen  im  Folgenden  die  von  demsdben  nach  den  Brenn- 
punkten (fg)  rnid  (figi)  gezogenen  V«etoi«ii  YSspeHiipe  Airtth  f 
und  Fj  bezeichnet  werden.  ..»»'.      .  \.    « 

Weil 

ist,  so  ist  nach  den  beiden  aus  §.  10.  bekannten'  schon  fm  vorigen 
'^Paragraphen  angewandten  -Crleichuogen: 

n'HAx^Bg+Q^^^iA^+B^V^, 
n\Ax+Bg+(\)^:=^(A^+B^)  F,«; 
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also:  Ml    .  ♦.  .  ^t  •  .- 

*)  •  •  *"•= ^t+BS — '    »'i*= 2PT»« 

•'.■>.;•.      .   *.    •  .  '-:     'I  .. •     ^-.  ..'-*:,'.■■'  •  M 

Für  die  Parabel  gilt  bloss  die  erste  CiM<>h««j;i  pm^JiUf  «Uff. 
Ellipse  und  die  Hyperbel  gelteu  beide  Gleichungen. 

«'.  '"   •'  -i  '■  ■ 

^.^  15/ 

Fflr  die  Parabel  ist  n=l»  und  nach  {.  5.  ist  die  GröMse 
Ax-^Bjf^C  posithr  oder  negtttv^ijeimcftdeni  die  Gtr^B^^Af^^Bgi C 
positfr  oder  nq^atir  ist ;  a|ao  |st  pach  der  ersteu  dec;  b^dep  Glei- 
chnni^en  1): 


2)    .     .  .  . 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  A« 
GrGeso  Af+99  +  C  positiv  oder  npgat^v  M; 

5.  16. 

Für  die  Ellipse  haben  otfefc  {L  la  die  «rteien«     -      .   «  i 

Aop-i-Bgi^C  und  Ax  +  Bg-^Ci 

eotgegeogesetse  Vorseichen»  mä  Äe  erste  dieser  beiden  GrOssen 
\ßi  positiv  oder,  nftgatiF,!  jf nacWeiy  die  GT«iss^  ,Jf,^  ^  +  ^'  P*** 
«itiv  oder  negativ  ist    Also  ist  bacb  1): 

woan  mann  die  oberen  odbr '  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
die  GrSsse  Af+Bg+^C  po^itjv  oder  negativ /ist. 

Ans  den  beiden  voMtefeeiidili  Gleichungen  erhlllt  man  immer 
mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen: 

also  nach  IV.  2): 
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104  ih^ntn:  ^^^nBoM^^^Mf^Mif^meJMm 

MAf+Bg  +  C) 

und  folglich,  weil  nach  IV.  18)  mit  derselben  BestinimuDg  wegen 
der-Veri6feften  offeiikAir'      '-    '  •*     -   '.'J  i'i        '  '' \  '*'''  "  * 

ist: 

.4)  vi  ,.v  .:.^     -•   ..:.-.   !F+I[i,«?*;a4^M?  •.?>{...  /iJ' '>  l  .;A  <  •'..: 

FAr   Fj  ^rh&fi  rnän  Iiieraus^teiciir'aeD  totgenäen  Ai^ärack^  . 

..      r  -4- ^!!idf±äi±Mh^l::;!^  Ax+Bg+  c 

oÄ«r.,    ••      ...        .  ,  .   .,  ,.,((     ..\  .jT-i-i  r,i.<.      !.  ■. 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen,  jenachdem  die  Gr5s0« 
Af+Bg+C  po8iti«iddertn(igatbM.M  •'.,.;   >>  :  .  f     i(       5 

.  »  !      *    I   \-     •   ••     '^  i  .^'i  '  ^^ 
5.17. 

Ftir  d^h  ersten  Zweig  der  tfyperfaiel  littben  niiili  $!'I3:'die 
Grössen  "  "  ' "  "^^^  '  •''•     •'^•'     "      ■'  ' '^"     ""• 

mit  der  Grösse  Af+Bg-i-C  beide  gleiche  Vorzeichen.      Alsa.ist 

•'•  y-.Kdf4^+^):-^'''  '•'■■'  ■■ 

wenn  man  die  oberen  od^r  unseren  Vorzeicheu  nimmt»  jenachdem 
Afi-Bg  +  C  positiv  od^r  negativ  ist  .  ^   •    i 

Also  ist,  immer  mit  derselben  Bestimmung  ^egen  der  Vor- 
zeichen : 
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Mck  emr'  fHinwn  mmoiie  mM^ikek  mmckeli.  DOS 

•Im  oaeb  IV.  2):  .1 

•^r  •>■•     .    !-i     •;■;       /!    •:  -1..' 

Nach  IV.  19)  ist  aber: 

■■  ■'•■.■:  •  ■■■  :i:(n^nv,4^m' i<  •.,  ,\  ..i 

alao: 


Ittfi  Fi  iMlU^iiMii.UMfiiiii,4en,M«c^o»JUi«4^ 


j .. 


das  o^fff| 
positi 


I  oi^.J|eV  aiit6reZfi4l^«n|gen^  Unaebdem.Af-t-Bg+C 

«tiv  oJfel  Wgativ  ist  ^    •^  »  'l    '  '^'  J     - 

Für  den  zweiten  Zweig  der  H3rperbel  haben  nach  {.  13.  die 
Grössen  •* ' 

mit  der  Grösse  Af-i-  Bg-i-  C  ^^tgißgengesetze  Vorseichen.     Also 
ist  Dscb  1)  : 

i&r.ri^,    <»j>iii:_.t'..,  |>|,(i#j»Ti^  Bifi^'O)   ■  •    «    •  ■  '     '       » 

I  p.=±?(^^lijßi .,,„ ^ 

die    onteran    oder    oberen    Vorzeichen    genommen,     jenachdem 
'^fUtg^t'^pi^k^h  odet>eg^tjf  Ist.    '  •  «  . 

Also  ist,  immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vor* 

reichen:  '       '        >*'^  I    \       •  » 
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1  -j 

also  nach  iV.  2):  .    71  <!  ....i 

Nach  IV.  19}  ist  aber 

also:  ;.-.  /i  .- 

II) M     F-.-F,5»2€i- 

FOr  F|  erhftlt  dMD  hiermie  den  folgenden  Ansdrack: 

12). ..  F,-.± ^^^^^^ ^^^==,1+^-5       Af+Bf,  +  C^\^ 

das  untere  «der  d»e)re  Seitben  ftenonniie»,  JeaMUem  Af-^B^-^C 
positiv  oder  negativ  ist. 

.'.-...  »  :  l     ■       ' 

Nach  ü),  9)  r$  ist  Rlr  die  Ell|^e  iind^Jf|rperbel  dlganeiei 

,  P  m  ,r  a  m  «  t  e  r.     i  •, ; 

••'■'       ■■■"'' ■      "••■     ■  j.l8.  '•'•^•^"'   >'    •    ••■•    -'" 

Uoter  dem  Paranett^n  einen  .^egelsehnitts  versteht  man 
die  dorch  den  Brebnpiinkt|  (jfy)^  wjteken^  ^V^  '^  Kegel- 
schnitte giebt,  iiarallel  mit  der  Directriz  gesogene  Sehne  dsssiüNsn. 

Die  Gleichung  derOlreötrix  ipt      ^      i  ^   * 

und  die  Gleichung  der  durch  den  Brennpu^if  kt  {fg}  pvi^flel  mit  d?r 
Directriz  gezogenen  Geraden  ist  folglich: 
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Mock^  flter  mguftt^  MHMI0  ^amipUgth  tmmckek.  Uli 

Beseiehneo  nmi  jr,  9  die  CoöviDnaften  der  Durcbschnittsponkte  der 
durch  deo  BreoDpuokt  (fg)  parallel  mit  der  Directrix  gesogeoen 
Geraden  mit  dem  l^egeUchnittf ,  «o  haben  ^Ir  zu  deren  Bestlm- 
moiig  die  Gleichungen:       '  .....  •! 

oder 
oder 

woniw  man  leicht  mit  BeiiehMig  d*r  oberen  und  onteraii  ZMchen 
auf  einander  erhilt: 


1) 


Bezeichnen  wir  onn  den  Parameter  mtt  p,  ea  i«!  oCBobfir 

i 

oad  folglkh  nach  dem  Vorhergehenden: 

*^ '''"^~vmi^~ 

ud  nach  IV.  22):  "' ' 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
Af-^Bg^a  peaUiv  oder  negatj?  ifft.  . 

Ane  a)  iM  IV.  1^»  IQ)  findet  man  Mett  Mr  «e  fillipeelwl 
Hjrperbel:  f-i  .     »  :  /  .. 
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,  '  ( 

'••^./.•.    l     /..'      ^      •     J-..-i    •      P-   J     .         ! 

Die  Entfernung  des  Brennpanlits  (fy)  von  der  ^nUprecheuden 
Directrix  ist  nach  de*  Lehren  der  analytischen  Geometrie  der 
absolute  Wcrtb  des  Bruel^i  »  l. 

so  dass  also  nach  !2)  die  Entfernui^g  jedi^s  Brennpunkts  von  der 

e«t8pre/cl{(^den,P|rectrix^  iat;   für  die  Parabel,  \vo  n==:I  ist, 

also  ip. 

Nach  IV.  14*) ist  .das  Quadrat. deirEntfemoDg  des  dem  Brenn- 
punkte (fy)  n&chsten  Scheitels  (ftf)  von  dem  Brennpunkte  (fg)z 

und  das  Quadrat  der  Entfernung  des  am  weitesten  von  dem 
Brennpunkte  (fg)  ei|t^eyk)t^n •  Sisheitels  (fi' gi')  von  dem  Brenn* 
punkte  (fg)  ist:  f 

Also  sind  nach  2)  die  Entfernungen  der  beiden  Scheitel  von  den 
Brennptinl^teti  b^t'd^  Ellipse  i 

und  bei  der  Hyperbel:  '  ' 

Für  die  Parabel  gelten  nur  die  ersten  Ansdrficke»  und  es  ist  also 
l>ei  dieser  Cnrve  ip  die^ptfe^nun^  des  Scheitels  vom  Brennpunkte. 


VMM. 

Sehnen,   Durchmesser  und  Asymptoten. 


8-  W- 

Die  Coordinaten  des  Mitteipitnkts  einer  svrcA  Punkte  (^i^) 
i«Bd  (%'^s)  '^(>M  Megelsnlmitt«  verbMeiides « Sehne,  deamelben 
seien  ti,  r;  so  ist 
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miek  «Mkr  a«MM>  «MMIr  «ilaCr«MI  muteiett.  UN 


Weil  (JTt^)  und  {x%^  Punkte  des  Kegeliichnitto  elnd,   «o 

Statt»'''     '•  :••'■•'-   I--'        ;    '     '    '      '■'"■<  i''«i   ••M-ii'i!..i.'r/ 
ji«(J*i  +  ffy,  +  9«=(i<«  +  Ä«)|(«»-/)«+(jfi  -Ä  ■  '  '' 

durch  deren  SubtractioD  von  «nander  man  die  folgende  Gleichung 
erUUt:  " 

=(J«+fi»)|[(«,-/)«-(ai-'/)«]+[(y»-5r)«-(y,-ir)«]l. 
welcb^  fliao; leicht, auf  die- fi'orm 

also  auf  die  Form  ■■',•■  ■.u. 

1)   .  .   ,  «•t^CaPi-a^^  +  ÄCy.-yJK^w+i'i  +  t)  ' 

=F(J«  +  Ä*){(*i-..a^(ö-/)+(yi-'^,Vt— fl!  ■   • 
bringt;  and  aus  dieser  Geicbung  erhält  man'leicbt: 

oder  '    '      1    ^"'  '   -■  :  •  •■■  I  ■ 

.      •   ••        -vj  .  .  '   .      ....-..,.:.:.,.    :i.-  ■...  ,      :.,.  . 
oder 

.  -••  '-.  •  ;•:.!!.      .,  v.r    •  •  ..'.,■•,;  .;,i 

•  ♦.»  .'^  ••»    ji '. .   .    »   4)y.  ^  ,  ,        .  i »  1  :♦«.,.;  I 

Betrachten  wir  non  eine  Schaar  paralleler  Sehnen  von  belie- 
biger, aber  bestimmter  Lage,  so  ist  GBr  dieselben  ^^^^  offenbar 

eine  constante  GrOsse,    die  wir  im  Augemeinen  durch.  If  b^aceich« 
nen,  und  also  . .        ^ .  .    >    i« 
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i  •■.'.'. .  .ff""** 

ietiM-woHeDi' «DMm^^rlMkett  ifk  imdid«»  V«rg»liyNi4«ii  fÜrdU 
Mittelponkto  (ut)  dieser  Scbaar  paralleler  Sehnen  die  folgende 
Gleichung:  ^  .. 

oder 

oder  .    I  •     ' 

l(««-l).<»-B«|(tt-/)->-n*iJg(«>-jr)-i.»«ii(^/4gy-i-C') 

i.eicht'  brihgt  man  'dfe  Cleiclningeii  7)  und  =8)  aber  auch  auf 
die  folgenden  Formen:  > 

9)  {n*ABK  +  [{n''-^l)A'^P'ytn  .         .    . 

+{*«ÄC+  (i<*+  Ä^ff)Är+|i.«^C  +  (^  +B*)f\ 

und 

10)  .    .    Jii»4Ä«:+t(i*»-l)/#-»ißFlJ(«r-/0  j      i- 

'°  TVeil  dfege 'Gleichungen  in  Bezug  auf«,  e  vom  erüten  Grade 
sind,  so  ergiebt  «ich  folgender  wichtige  und  merkwflrdige  Satz; 

Die  Mittelpunkte  alier  parallelen  Sehnen  eines  Ke- 
gelschnitts liegen  in  elaerGeraden,  oder  der  geome- 
trisch« .<>rt  der  flfittelp-nnkte  aller  p«rallelen  Sehnen 
e,i9ef  .Kegelschnitts  ist  eine  CSrade. 


■  .  ■    '  j.  20. 

^^(  ^1  l^^jlr&j^ht^n  wir   zwei   tH$liebige  Schaaren   parillfler  Sefmeo, 
und   l>eieicbnen    die    Cooräinaten    der    Durciischniftspiirdcte    der 
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nmek  Mmr  mm»»  »MUntt- mtalgiltA^^MOiilekett.  f  II 

geonwtriscben  Oerter  ihrer  Mittelpookte  durch  ÜC^f 'i»b>  hklRNi -'«rir 
xn  «leren  l^estimmong  nach  \Ü)  die  beiden  rolgendea  6)ei^h|inMn: 

+  |f{i.«-l)B«-^]if'  +«M«(F-^)  I  =0. 
■^n\BK'.^Ä){Af^BgfC).  ) 

Die  Bestimmonfg  von  tJ—f,  f — g  aiw  diesen  beiden  Glei- 
chungen grfinden  wir  auf  den  folgenden  allgeroe.inen  aritbroetiitehen 
Lehraats,  der  fiberbaupt  oft  rar  Abfcfirzung '  der  Rechnung  die 
v0rtrtiHflNlei^,Pi«Hfte  |ff'(>t«4:  ..        

Lehr$att:     "'  '"'      .'■•.•.  i.--i.. 

Wenn  swiscb^JI'  swei  Gtffuseo  Ww  ^  3^ei  Gleichun- 
gen von  der  allg'^m'eln^n  Form  ,   , 

Statt    findfel^.^so  tst'onter.d'er  VorauM^^^tiiig',  das« 
|»-«f»'.liiDkt:ifiM#olBif(in4i»t:  .      .'    ••  .■/  •  >• 

Beweis. 

•   •:  ,1    •:;•'.   I»   .     .    ••        :   .   •  •. 
Cllia^ifyrt,  if^n  fw  .4^  bf fdi^Q  ,9ßg^en^  ^leicl^ufu^n  ftVftnt 
jf,  dann  '«,  no  er||j^^  jpa^n:  , ,.   ..  ..,•... 

Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet:;  ;\      ,\\  . 
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md;giiijiidbei'i80t   '  -:  '  i:  *       v'    ;•:.'..   ..  */.^ii-.. 

folglich  Qbter  def  gemac&ten  Vörauksetiung  offMibmt: 

also:         '^■•-  j':.      '   ;'    '    '  ''^S^^  -"^  ^      '  '  1- ^ 

\vie  bewiesen  vrerdep.^olJtek. '      ..     j- . 

Wenden  wir  nun  diesen  Sati  znrAuflusiing'der  beideM'obi};en 
Gleichungen  zwischen  ü — f»  V—g  an»  so  erhalten  wir  mittelst 
sehr  leichter  Rechnung:    \    \  , 


ISur  fa^  f».  Jl*  atp9  »^W,fllf^4li?.,EIUps9^  unfl  d^e,  j%pf rbel, 

sind  diese  Werthe  von  (7,  F  endItcNe  vOl%  bestintiyktd  fGHl!»9c«. 
und  nach  IV.  3)  ii^t  , 

woraus  sich  der  folgende  merkwflrdige  Sats  ergiebt: 

.'  •   .   •»  «I  ♦ 

Die  geometrischen  Oerter  der  Mittelpunkte  aller 
iScIiäairieh  pa'fafleler'S^elhiiih*  der'Elirpse'ttihd'Hypdrbel 
gehen  durch  den  Mittelpunkt  der'Corve. '^  '"    ^     ' 

Für.  ?i.=il,'^lso'rä^d(d'Parai^et,  werden  die  ^Ugen  Werthe 
von  17,  V  unendlich»  und  wir.  mOssen  daher  diesep  fall  besonders 
betrachten. 

Nach,  9)  bnd  10)' isH  die^rletchung  cksgedmetrliBeben  Orte 
der  Mittelpunkte  jBpqr  ^ch^  p«p»ileier,  ^hse^  p  idie^em  Falle: 

12)...    (AK^B){BwÄv1  '  "•  '»• 


\^... 
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naeM  Mner  neuen  MHhode  analpttseh  enMekeit.  Hfl 

oder: 
13)    .    .    .    (AK--^B)\B(H-f)-A{v^g)] 
^(BK+A)(Af+B9  +  0 
abos 


(=.. 


od«r 

15)    Ä(«-/)-.^(i»-^)+^i^(4^+i%r+O=0. 

Die  GleichuDg  des  die  Schaar  paralleler  Sehnen  der  Parabel, 
deren  Gleichung  f&r  ein  constantes  K  und  ein  TerSuderliche«  £ 

ist,  halbirenden  Durchmessers  der  Parabel  ist  hiernach  s 

oder 
15*)   Ä(jr~/)-J(y-y)~y^^y(i</+fi^+C)=0. 

Nach  IV.  1)  ist  die  Gleichung  der  Axe 

B(x^n-A(g^g)=0 
oder 

Äa:-^y-(iy-rilflr)=0, 

welches,  mit  dem  Obigen  verglicheif/  sa  dem  folgenden  merhirar- 
digen  Satze  führt: 

Die  geometrischen  Oerter  der  Mittelpunkte  aller 
Schaaren  paralleler  Sehnen  der  Parabel  sind  der  Axe 
der  Curve  parallel. 

Jede  durch  den  Hittelpunkt  der  Ellipse  oder  Hyperbel  gehende 
und  jede  der  Axe  der  Parabel  parallele  Gerade  heisst  ein  Durch- 
messer der  Curre. 

S.  21. 

Die  Gleichung  des  die  Schaar  paralleler  Sehnen,  deren  Glei« 
chung  fHr  ein  constantes  K  und  ein  TerSnderliehes  L 

TlMUXXXt  8 
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ist,  baibireoden  Dareiimesseu  Ist  nach  10): 

l»«Jl?4r+ [(««-DJ« -«•])(«-/)  j 

+nHA  +  BK)(AnB9^C)  ) 

QDd  da  fQr  die  Ellipse  uDd  die  Hyperbel  dieser  Durcbroeü »er  durch 
den  Mittelpunkt  (FG)  der  Curve  gebt,  so  ist 

\n*ABK  +  [(««- 1)  A^^B*]\  {F-n  V 

MfflAB  +  [(n«  -  1)B«-^]  K\  (€?  -g)  |  =  0, 

woraus  man,  iren^nan  diese  Gleicbang  von  der  Obigen  absieht. 


fflr  den  in  Rede  stehenden  Durchmesser  die  Gleichung 


oder 


16)  .    .    .    \n^ABK^[{n*-\)JP-B*]\{x—F) 
h[{n«-I)B«-^]Af|(y-G) 

n*ABK  +  t(n»-  \)A*—B*], 


17) . . .  y-G=^-:;fljB:^^(^^:zi)m^rjfi^(.'-f^ 

erbSit 

Die  Gleichung  einer  Schaar  dem  durch  die  rorstehende  Glei- 
chung charakterisirten  Durchmesser  paralleler  Sehnen  ist  für  ein 
veränderliches  Li'. 

_     n«/«gg-H(n«— I)i<«— g»i 
»~~»M4?+i(n«-.|>B«- J«|Ä*  ■'"^' 

und  entwickelt  man  nun  nach  der  in  der  Gleichung  17)  auKge- 
«prochenen  Regel  die  Gleichung  des,  diMa  Sefcsea  balbirenden 
Puichmessers,  so  eibSit  man,  weil 

iflAmn^ABK  +  [{««—  l)A^—B^\ 

-  !(n«  - 1)4«- Ä«J  lfi«i<»+ [(««-.  1)  Ä«-^liri 

=!«M«Ä«  -  [(««  -  l)i<«-Ä«]  [(««  - 1)»«-^»  K, 

n*AB{fflAB^lin*  -  l)fi«~  J«]in 
— t(n«- 1)/?« --<<«}  l»«il»if +[(»«— 1)  ^- JB«J| 
=ii*^Ä«-  [(n«—  l)i<«~ll«)[(n«  -1)11«—^] 
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ut,  die  folgende  Gifichung: 

18) ff-G=K(a:^F). 

Uieraue  e^iel^t  «icb  der  folgende  SatS; 

Wenn  ein  Durchmesser  der  Ellipse  oder  Hyperbel 
eine  Schaar  parslleler  Sehnen  balbfrt,  so  werden  die 
diesem  Durchmesser  parallelen  Sehnen  von  dem  der 
ersterenSchaar  parallel^rSehnen  parallelenDurchmes* 
ser  balbirt 


S.  22. 

Wir  trollen  nun  allgemein  eine  durch  den  Mittelpunkt  (FG) 
der  Ellipse  oder  Hjrperhel  gehende  Gerade,  also  einen  beliebigen 
Durebmesser  dieser  Cur  Ten»  betrachten,  dessen  Gleichung 

19) y^G^Jix^F) 

sein  mag.  Bezeichnen  wir  die  Coordinateu  der  Durchschnittspunkte 
dieses  Durchmessers  mit  der  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  X^  F; 
80  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

Y^G=J(X^F), 

von  deneo  man  die  zweite  ancli  nnter  <l«r  folg*aden  Form  darstei» 
len  kann,  um  sie  leichter  mit  der  ersten  verbinden  zu  kCnnen: 

n*[A(X-F)  +  B(r—G)  +  AF+SG+C^ 

=(^+  B^\[(X-F)-(f-F)]*  +  [( r-G)-(g-  G)]«|. 

Durch  gehörige  Efanvickflanf  dieeev  letzteren  GlelchnDg  er« 


bSit 

+2««Jfi(X=-*lF)(  F-  G) 

+  SJ«»J(4iP+ ÄC  +  C)  +  ( J«+ Ä«)  y- #)  |(ir- F) 
■l-Ht^B(Af+BGi-C)  +  (^+Ä*)(y-G)KF-Ö) 
4^ifllAF+ BG+  €)*-  (A'-i-B*){(f-.F)*+  (y-~C)«j. 

Nnn  ist  aber  nach  IV.  3),  wie  man  leicht  findet: 

8* 
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n«Ä(^F  +  ÄG+0  +  U«  +  lP)(y— G)=0. 
nHAF+  l?G+0«-(  J«+Ä«)|(/'-««+(j-G)«|=-'^^^^^f±^* 
wodurch  die  obige  Gleicbang  die  folgende  einfache  Form  erhkit: 

+2n*Aß(X-mr-G)-'^^^^  \  ^" 

oder 

= s^5l — • 

und  wegen  der  Gleichung 

r-G=J(X-F) 
hat  man  also  zur  Bestimmung  ?on  X — Fdie  Gleichung: 

{n*(A-l-SJ)^-(A*+B^(l + 7»)|  (*-  F)«=5^^4i^^tQ-', 

woraus  man,  in  Verbindung  mit  der  vorhergebendeo  GMchong, 
mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander  erbilt: 


X-F=±- 


n(Ar+Bff+C) 


^  V  (««-l)|ii*(.l+ÄJ)*-(4«+A*)  (1+^1 ' 

r-GJi+  nJ(Af+Ba  +  Q  . 

yr(n*-l){n*(A+  Ä^*-.(i»+Ä^(l-iJi)f ' 

oder,  wie  man  leicht  findet: 
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X-F=4.  n{Af+Bg+C) 

nJ(Jr+B9+C) . 

n(Af+Bg+C) 
^(l  -n*)  {(l-n*)  (A  +  BJ)*  +(B-  AJy^  '' 

nJ(Af+Bg-t-C) 


21) 

'  r-G=± 

oder  «neb: 

f 


/  r^G^i: 


V*(l-ii«)|(l-n«)(^  +  Ä,/)«  +  (iP-i^,/)«»* 


w»  iKe  sweite  Form  ttr  di«  EllipM*  die  erste  Form  flir  die  Hy 
perbel  die  nriete  BeqaenHchMt  darbietet. 

Im  Falle  der  Ellipse»  wenn  nämlich  ii<l  ist,  liefern  die  For- 
melB  22)  für  J^  F  immer  swei  reelle  Werthe,  woraus  sich  er- 
gtebt,  dass  die  Ellipse  voo  jedem  Ihrer  Darchmesser  in  swei 
Pookten  geschnitten  wird»  weiche  oiFenbar  von  dem  Mittelpunkte 
der  Ellipse  gleich  weit  entfernt  sind.  Denn  bezeichnen  wir  die 
Eatfemnngen  der  Dorcbscbnittsponkte  vom  Mittelpunkte  im  Allge- 
msioen  durch  R»  so  erbalten  wir  aus  ,22)  fflr  die  oberen  und  ffir 
die  unteren  Zeichen  in  gleicher  Weise; 

nHl +J*)(Af+B9i-Q* 
^•-    *^- (I-.««)  1(1  - n*)(A  +  BJ^+^B-JJy^V 

fan  Fall«  der  Hyperbel,  wenn  nfimlicb  n>l  iat,  liefern  die 
Formeh  21)  flir  X,  Y  Dir  so  lange  reelle  Werdie,  ida 

(«•-!)  (A  +  BJ)*  —{B  -  AJ)*  J 0, 

d-b.  ao  lange  als 

(n*-l)(A^BJ)*^{B-AJ)\ 

•der  so  lange  als 

fA^BJy=     I 
rÄ3)  >n«-l 


(; 


V- 


iiL  Wenn  dagegen 


(A^BJy  ^      I 


vt,  »erden  X,  F  inaglBlr. 
Wean  also 
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fA  \BJ\ 

Kb—aj) 


<^y 


ist»  so  «chneidet  der  di^th  die  Gleichung  19)cbarakterisirtepinxh- 
mes^^r  die  Hyperbel  jar  nicht.    Wenn  dagegen 


ist,  «e  giebt  es  nach  dem  Obigen  filr  X,  ¥  zf^ei  endliche  voll^ 
bestimmte  reelle  Werthe,  nnd  der  durch  die  Gleichnng  1#)  cha- 
rakterisirte  Durchmesser  schneidet  also  die  Hyperbel  in  swei 
Punkten,  die  ofenbar  von  dem  Mittelpunkte  der  Hyperbel  gleich 
weit  entfernt  sind,  weil  man,  wenn  man  die  Entfernungen  der 
Dttfcbsehnittspunkte  Tom  MitMpankte  wieder  im  Ailge— inen 
durch  R  bezeichnet,  ans  31),  man  fn^  die  nbeten  oder  dl«  «n- 
teren  Zeichen  nehmen, 

erhalt 

Crewfissermassen  in  der  Mitte  nwiedien  den  beiden  votliefge* 
benden  Fiilen,  auf  derGrftnze  zwischen  dem  Sehneiden  und  Nicbt- 
schneiden,  liegt  der  FalL  wenn 


/A+BJy         1 


ist,  wo  JC,  F  unendlich  werden,  welchen  Fall,  der  offenbnr  bei 
der  Ellipse  gar  nicht  vorkommen  kann,  wir  daher  jetzt  besonders 
betrachten  mtlssen. 

5.  23. 
Wenn  wir  aus  der  Gleichung 

^> VBf^Äj)  -a^i 

oder 

26)    ...    .    Ä— JJe±M+iW)V^n«^ 
die  Grosse  J  bestimmen«  so  erhaben  wir": 
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naekMn^  neuin  MMod$  mnaiißMieh  entmickelL  llf 

ud  itle  Gleicbaogeii  xwei«r  darob  deo  Mittolponkt  der  Jljrperbol 
g«haDden  Geraden»  welcbe  gewupemwseD  anf  der  Grfiaae  vnU 
•cbea  dao  die  Cuire  schneidenden  und  nicht  ecbneidenden  Duicb* 
meutern  liegen,  sind  also: 

Am  einem  Gmnde,  der  weiter  anten  niher  erläutert  werden 
wird,  nennt  man  die  beiden  durch  die«e  Gleicbuogen  charalcteri- 
«irten,  durcl)  den Mittelpunlct  gehenden  Geraden  die  Asymptoten 
der  Hyperltel. 

Nndi  IV.  1)  ist 

oder 

B(*- F) -il(y— G)+Ä(F-/)- ^(G-*) =0, 
und  folglich,  weil  nach  IV.  3) 

ist. 

die  Gleichnng  der  Axe  der  Hyperbel.  Ist  nun  (XF)  ein  beltebi« 
ger  Punkt  In  den  As]r™ptoteii  nnd  P  das  von  demselben  anf  die 
Aze  geteilte  Perpendikel,  se  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie 


■ad  nach  98): 


/»= 2rnP ' 


--''=g^^<'-'> 


Also  ist«  wie  man  leicht  findet: 


Ä(Jf-F)-^(I'-G)=J: ^j.^\r;jjjtri 

also  nach  dem  Obigen: 

(«,«-i)(^+i8«X^-/0' 

(i<dbÄV>--l)«  ^ 
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Bexelcbnen  wir  die  EntTernung  de«  Punktes  {XT)  von  dem  HÜ- 
teiponkte  {FG)  der  Hyperbel  durch  E,  so  ist  nach  dem  Obigen, 
irie  man  leicht  findet  t 

FolgUch  ist 


also 


•  ■  ■  '•=^^^=-v"'-a)' 


Hieraus  siebt  man»  dass,  so  lange  £slcb  nicht  ändert,'  anch 
P  nngeändert  bleibt,  so  dass  also  die  von  allen  gleich  weit  von 
dem  Mittelpunkte  der  Hyperbel  entfernten  Punkte  der  beiden 
Asymptoten  auf  die  Aze  geßUlten  Perpendikel  sämmtlieb  einander 
gleich  sind»  woraus  sich  ganss  unzweideutig  ergiebt»  dass  die  Axe 
die  den  Scheiteln  der  Hyperbel  zugekehrten,  180^  nicht  fiberstei- 
genden Winkel,  welche  die  beiden  Asymptoten  mit  einander  ein- 
schliessen,  halbirt;  und  bezeichnen  wir' also  den  von  der  Axe 
mit  den  beiden  Asymptotep  eingeschlossenen  spitzen  Winkel  durch 
fl»j  so  ist  offenbar 

P 

sin»=^»  . 

siso  nach  29)  t 

^  ... ....^v^^v^q^. 

woraus  sich 

31)  .        .        *        .        r        ,        .        cos  00=  , 

n 
und  folgliche  • 

33)     ......    tang»=  V^n»— 1 

einlebt 

Der  von  den  beiden  Asymptoten  eingeschlossene,  180^  nicht 
abersteigende,  den  Scheiteln  der  Hyperbel  zugekehrte  Winkel  ist 
2a>,  und  aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  leicht: 
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•in3»=: j-| ,    tang2«rs ^_^    f    cob2»ss^--^. 

Für  dto  gldciiMitfge  Hyperbel,  also  oacb  §.2,  für  n—V2,  wird 

sin2io=:I»    co82o»=0; 

worans  steb  erglebt,  daee  die  Aaymptoten  der  gl^icbaeitigeii  Hy- 
perbel auf  einander  senkrecht  stehen. 

S.  24. 

Wenn  0^)  ein  beliebiger  Punkt  ist  ^  nnd  wir  durch  diesen 
Punkt  eine  mit  der  einen  Asymptote  parallele  Gerade  legen,  so 
ist  nach  28)  die  Gleichung  dieser  Geraden: 

nsd  beseicbnen  wir  nnn  im  Allgemeinen  die  Coordinaten  der  Darch» 
»chnittopankte  dieser  Ceraden  mit  der  Hyperbel  dnrcb  X,  y;  o« 
balMD  wir  sa  deren  Bestimmung  die  Gleichungen; 

oder: 

= ( j« + Ä")  I  [(jf-T) + (ß-ny + [(V  -V) + (n  -y)]'i. 

Die  zweite  dieser  beiden  Gleichungen  bringt  man  nach  ge> 
hSriger  Entwiciceluhg  leicht  auf  die  folgende  Form: 

+  \h*B*-  (A»+B*)\OP-v)* 

+2»«ili?(?-jr)CP-i» 

+  i[n*A(Ar  +  fi»>  +  C)-(/<«  +  B*)^-f)HX-X) 
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Wegen  der  ersten  der  beiden  obigen  Gleichongen  kann  man  aber, 
wenn  /  einen  gewissen  Factor  beaeicbnet, 

setteii,  und  die  GrOsM 

+  2nMÄ(Jf-jr)(»-i» 
it<t  also  daa  Prodnct  tod  f*  in  die  GrOsse 

jnM«-(^+B«)|(^i:ÄVnS=l)«+l««B*-(il«+Ä^|(BT^V^5Cä)« 

Welcke  sich  sdgleicli  auf  die  Form 

bringen  lässt,  mid  folglich  verschwindet.  Daher  verschwindet  Mch 
die  Summe  d«lr  drei  ersten  Glieder  In  unserer  obigen  Glelchoag, 
und  znr  Bestimmung  von  X,  f  haben  wir  daher  die  beiden  Ui- 
gendeu  Gleichui^gen  des  ersten  Grades: 

+«»(A  +  Ä»+C>«-(^+B«)l<r-/)H(»-^)«)' 
durch  deren  Auflösung  man 

.  34) 
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»-i>  = 


2{A^^B^ 


n«(ily^-il»^O•^0l«^>g«)^(r-/)•^f(y-^)>^ 

cfbält 

HienMW  sieblnAn»  4a#8  jede  nit  4«t  eUea  4ef  beides 
AsymptoteD  parallel  gezogene  Gerade  d4e  Hyperbel 
nur  in  elaeai  Punkte  schneidet. 


§.  25. 

Nach  28)  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Asymptoten  mit 
Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

Diese  beiden  Asymptoten  woltsn  wir  nun  als  die  Axeo  der  xi 
nndjui  eines  neuen  durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  als  Anfang 
gelegten  Coordinatensystems  der  Xiyx  annehmen »  und  wollen  die 
von  den  positiven  Theilen  dieser  Azen  mit  dem  positiven  Thelle 
der  ^ze  der  x  eingeschlossenen  Winkel,  indem  wir  diese  Winkel 
von  dem  positiven  l'fceiie  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten 
Winkel  (ay)  hindurch  von  Ö  bis  360<^  zählen,  respeetive  durch  { 
und  1}  bezeichnen.  Dann  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie»  mügen  diese  Winkel  nun  swischen  0  und  VSffi  oder 
twiscben  IW  und  360^  liegen; 

^     ,    BTAyr^=:\ 

woraus  man  mittelsf 'der  Vormein: 

•    M         tangl*  .     .         tangi}* 

leicht  erhalt: 
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Weil  man  ab«r  di«  positiven  Tbeile  in  Axen  der  Xi  nod  ^  be- 
lieb'ig  annehmen  kann,  nnd  di^  Winkel  i  nnd  n  twischen  0  and 
ISO"  oder  xwiechen  180"  and  380<*  liegen  kSnnen,  eo  wird  es 
offenbar  immer  veretattet  sein, 

B±AV^-i 

an  setzen,  woraas  dann  mittelst  der  obigen  Formeln  tOx  die  T«n< 
genten  femer 


*'*^="W^T^r' 


eos«^ — 

folgt,  so  dass  wir  nach  den  bekannten  allgemeinen  Formeln  f&r 
die  Verwandlung  der  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen  er- 
balten: 

35)  {  

oder: 

36)  <  , _1 

woniiis  sich«  wenn  man  diese  Gleichungen'  nach  Xf  und  yi  aaf- 
I8st»  ferner  leicht  ergiebt: 
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37) 

**  ™  *  2V(»«-l)(^+i»«) 

oder : 


_     «l[g(ar-f)-.^(y-G)]f[^(a;-F)fg(y-G)]V^iii:it 

An*  dieses  beiden  Gleiehupgen  erhSlt  man  durch  MvltiplieatioB 
auf  der  Stelle: 

39) 

n«t[B(x-F)-J(y~G)]«-(B«-l)[^(jf-f)-|.ü(y-OW 

*'*• 4(««  - 1)(^  +  /P) 

oder 

40) 

»1  (^+g«)[(x-F)H(y-C)«l-n«f.^(a;-  f^H-Bfa-OT») 
'»*'  — 4(iiS~l)(il>+/|S)  • 

Nach  IV.  3)  ist  nnu: 

*-'^=*-^+  {»«-W+Ä«)  ' 

*    "-y   *+  („1— i)(j«+Bi)» 

•km: 

(^«+Ä«)((«-*0«+(y-G)«} 

=  (/!• + II«)  I  («-  ^  +  (y-y)«| 

X  ft''(^/f  gy  +  g)(^^  +  By  4  (i)     n*(n*— ^(Af-t- BS  ^  C)* . 

+  snn  (««-i]!«' — -' 

and 
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.  ai«(.</'-|-gy-t-C)(.<jr  +  ^y+0  .  w«(iy-fgy-Ky 
+  ««-1  +        (n«-l)« 

Ist  aber  (^),  apd  Tolglicb  «ach  (driyi).  eio  Paokt  der  Hyp«rb«l, 
«o  ist  a«ch  II.  2) 

also  nach  dem  Obigen: 

(^+ «•)((»- F)«+ (y  -  <?)^^n«(i<(*- #')  + BC- «)p 

= T^i^n  ' 

■nd  folglich  I 

Mach  IV.  15),  17)  ist  aiao: 

41*) *i»i  =  i«*=i(a«  +  6«). 

Hiernach  iat  das  Prodnet  «iyi  eine  druatante  OrOaae»  mrf 
wenn  alao  d?!,  absolot  genommen,  in'e  Unendiiche  irftchst»  so 
nimmt  yi,  abaolal  genommen,  in's  Unendiiche  «ab,  ohne  jemals 
SU  verschwinden,  woraus  erhellet,  dass  die  Asjrmptoten  sich  der 
Hyperbel  immer  mehr  md  mehr  und  bis  tu  jedem  beliebigen  Grade 
■flhern,  wenn  man  sich  in  i(poen  immer  weiter  und  weiter  tod 
dem  Mittelpunkte  der  Hyperbel  entfernt,  eine  Eigenschaft  dieser 
Geraden,  die  zu  ihrer  obigen  Benennung  Veranlassung  gegeben  hat, 

5.26. 

•  Zu  des  Im  rerheigehenden  Paragraphen  gefundenen  merk- 
wirdigen  Gleichung  wollen  wir  noch  auf  eine  andere  Weise  an 
gelangen  suchen,  weil  uns  diM  Gelegenheit  sur  Entwickelung 
noch  einiger  bemerkenswerthen  allgemeinen  Relationen  geben  wtod»  . 
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Wir  kehrien  dcsbalb  wieder  xn  den  beldeo  in  $;  94.  gvfun- 
denen  Gleicbaagen 

-t-2\n''B(At  +  Btf-^C)~(A»  +  B*)(tf'^g))0f'-tf)  j  =€t 

+  ii«(^+J59+€)«-(^+/?^j(y-/)«+(i,-^)«j ) 

znrilck,  in  denen  bekanntlich  (fp)  ein  beliebigrer  Punkt  ist,  and 
(9V)'den  UurciieohnittspoAkt  einer  durch  den  Punkt  (pfy  parallel 
mit  der  durch  die  Gleichung 

charakterknrten  Asymptote  gelegten  Geraden  mit  der  Hyperbel 
bezeichnet. 

Die  zweite  der  J>eiden  obigen  Gleichungen  kann  man  auf  einen 
anderen  bemerkenswerthen  Aoedrnck  bringen.     Denn  es  ist 

n'^A(Ax +Bv+  C)—(A*  +  B>){ß  -f) 

=**A\AOt-F)-i-B(n-G)\-(A'+B*Xx—F) 

+  n'AiAF+BG+Q-iA^-i-B'HF-f), 

+n*BiAF+BG  +  Cy~(Ä^-tB*)(G-g); 
und  nach  IV.  3),  7)  ist: 

n*A{AF+BG+C)-(A:»  +  B^F~f)^0, 


nM(A  +  Äi;  +  C)-(^+ J5«)(]r -/) 
'=n*A\A{f-F)-^B(9-G)\-(A*-i-B^-F), 

=  H«»!  ^(r-F)  +  B(i^-Ol~(i<»+  Ä«)(i>-  G). 
Ferner  ist: 
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ii«(^+Ä»  +  O«- (^+fi^|  Cr -/)«+(9~ff)*l 

+  ««(^+ ÄG  +  Q«-.  (^ +Ä«)  KF- /)•+ (C?-y)«l. 

•Iso  nach  dem  vorher  Bewieseneo,  and  weil,  wie  man  ans  IT. 
3),  7)  ieicht  findet, 

ist: 

Folglich  ist  die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen,  von  denen 
wir  ausgingen: 

+2{n»Ä[J(r-F)+Ä(9-G)]-(^«+i»«)(9-^CP-»)| 
+ii«lJ(r-.F)+Ä(^>--G)J*-(J>+2l«){(ir-F)«+(»-.G)«| 

~      srrr 

Legt  man  nun  den  bis  jetst  willkOhrlich  angenommenen  Punkt 
(r9)  in  die  durch  die  Gleichung 


t._B±Ayr^pi 


charakterisirte  Asymptote,  so  ist 
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and  f 

Folgfich  ist  unter  der  gemacbteo  Voraussetsong  offenbar: 

und  daher  unsere  obige  Gleicbang: 

ji.M[J(r-F)+/i(i,^G)]-(^+fi»)(?-F)|(I-,)'    - 

No»  Ut  aber 
Mglidi 

TktU  XXXI.  t 
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Nach  dem  Obigen  ist: 

(B^fAyriJ^XX-x)  =  (^±BV^?^)(»  -«). 

aUo: 

(BT  if  Vi?^Kfi  ±  ^  Vn«-^)Or  ^  #)(»  -  ») 

nnd  folglich  nach  dem  Obigen,,  wie  maii  l^bt.  findet: 

*2)  ,     .  .        .        . 

(V-G)(»-V)= .  4Cn*-t>«(J«+B^« 

oder 

43) 
^,     *'^  (t     r^      n*(Af+Bg+C)^{'^-^^l)B»\ 

/«      f^m     n\     n*(Afihg+0*{B*-in*-.l)A^] 
Ferner  ist:  ^  * 

Alle  diese  Prodacte  sind  also  constaoCe  Grdssen.        u*  ».V:'  ) 
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Weil  non 

i^t,  80  erhält  man  au«  den  Gleichungen  42)  und  44)»  wenn  man 
dieselben  qnadrirt  und  addirt: 

r«    /n.i«    rt.4.nr>     ..^.i  -  n\Af-^Bg^<jnB±Äynfl=\)y 

also,  weno  man  diese  Gieichungeo  so  einander  addirt: 

46) 

eine  Gleichung^  welche  offenbar  mit  der  auf  ganz  anderem  Wege 
gefundenen  Gleichung  41);  «renn*  man  dieselbe  auf  das  Quadrat 
erbebt»  TQlttitiWine^  QbfSicpin^^m^^^  »  .  ? 

•••:    'S  .lü- 

VUI. 

BerQhrende  I/inien.    . 

5.  27'. 

Ein  beliebiger  Punkt  einp^  K^gflci^hiiitt^  ael  (:riy,).  Denkt 
man  aich  nun  einen  zweiten  Punkt  {x^^  Abb  Kegebcbnittay  iin^ 
legt  durch  die  beiden  Punktie  C^i^i)  unÜ  (a^y«)  eine  Gerade,  00 
ist  deren  Gleichqpn      •  ' :  »         V  -.  * 

Weil  aber  (^fi)  und  (a^va)  Punkte  de«  Kegebehnitta  sind,  eo 
i«t  nach' VII.  2),  wenn  uir 
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setzen: 

jTi  — ia  "^      ii«Ä(il«+  Br  +  O— (^«  +  fi^(«— .9)' 

Hnil  folglieh 

_      n^AjAu  4-  gc  +  C)-(il»  +  B^{u-f) ._  ^  . 
y^y\-  "n^BiAu  +  Ar  +  C)^{A^  +  Ä«)(r-.^)  ^"^     "^'^ 

die  Gleichung  unserer  Geraden. 

Setzen  wir  nun  der  Kfirze  wegen 

80  ist 

und  folglich 

Lassen  wir  aber  dem  als  bestimmt  und  unveränderlich  gedachten 
Punkte  (:riyi)  den  Punkt  {x^^  immer  näher  und  näher  rücken, 
so  dass  derselbe  immer  genauer  und  genauer  mit  dem  Punkte 
{xxyi)  zusammenftlity  so  werden  Axx  und  Ayi  sich  immer  mehr 
und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null  nähern, 
und  die  GrOssen 

werden  sich  also  nach  dem  Obigen  immer  mehr  und  mehr  und 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  respective  den  Gränzen 

Axt+Bgi  +  C,    xx-f,    ifi^g 
nShern.    Also  wird  sich' die  Gleichung 

'n^A(Au  +  Bf>  +  C)^(A^  +  B^u^n.  , 

unter  der  gemachten  Voraussetzung  immer  mehr  und  mehr  uod 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Gränzgleichung 
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nähern,  dorch  welche  abo  eine  durch  den  l^kt  (ori^i)  gebende, 
der  Lage  nach  völlig  beetimmte  Gerade  cbarakteri8irt  wird,  wel- 
cher aieh  die  dorch  den  Punkt  (;rijri)  dea  Kef^l«cbnitts  und 
irgend  einen  anderen  Punkt  desselben  gesogenen  3ekanten  ala 
einer  völlig  beatinimten  Gränze  immer  mehr  und  mehr  und  bis  ?u 
jedem  beliebigen  Grade  nähern,  wenn  man  den  letzteren  Punkt  in 
dem  Kegeleebnitte  dem  Punkte  (ati^^)  Immer  nliher  *  und  näher 
rdeken  läast. 

Die  durch  die  Gleichung  1)  charakteriairte»  durch  den  Punkt 
(^yi)  gehende,  der  Lage  nach  vOllig  bestimmte  Gerade  heisst 
die  Berährende  des  Kegelschnitts  In  dem  Punkte  (otj^i),  und 
dieser  Punkt  selbst  wird  ihr  Berfibrnngspunkt  mit  dem  Kegel- 
schnitte genannt. 

Die  in  dem  Punkte  («lyi)  auf  der  diesem  Punkte  als  Be- 
rfihniogspunkt  entsprechenden  Berfibrenden  des  Kegelschnitts  senk- 
recht stehende  Gerade  heisst  die  Normale  des  Kegelschnitts  in 
dem  Punkte  (^Ti^]),  und  wird  nach  1)  und  den  allgemeinen  Leh- 
ren der  anal3rtlscben  Geometrie  durch  die  Gleichung 

2) 

n*B(Axx  -fr  J5y.  4-  C)  -  (^+^(yk  -9)  .^    ^. 
9-9i  =  n*A(Jx^+ßi^  +  C)-(^+Ä«)(*i-/)  ^'     ''^ 

dnraktwiairt. 

Di«  Gleichung  I)  der  BerOlirenden  Icann  au«h  auf  die  folgende 
Fonn  gebracht  werden : 

n*iJxi  -fr  Bgi  +  C)  {A(x-x,)  +  B(g-9i) ] 

oder,  iri»  ae^eich  erheiief,  auf  die  Form: 

i^Axi  +Bfi  +  CKA»  +  Äy  +  O  -  n*(Axi  +  Äy,  +  C)* 

=(>^  +  Ä^{(*,  -f)(»-f)+(9i-ill)(9-9)\ 

-(.<•  + fi«)K*,-/)«  +  Cr, -y)«l. 

Wril  nun  aber  (x,yi)  ein  Punkt  des   Kegelacbnitta  ist,  se  ist, 
nach  n.  2) 

nHAxi-^Bgt  +  C)»= (^+Ä^I(«i-/)*-Ky,-^)«}; 

foiglicb  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  der  Berflhrenden: 
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3)      .     .     .    n»(2<ari+Äyi4C)(2<a?  +  By  +  C) 

welche  üteichung  bei  vielen  UntersuchuDgeo  grosft^  Bequemlich- 
keit dArbietet. 

WcAlte  mM  dte  Gleichaog.  der  B^raüreiHlta  des  Kreises  kabeo» 
so  mflsste  man  In  Folge  der  in  §.  6.  gemachten  Bemerkong  die 
Gleichung  1)  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen:  * 

f       ^P      V  AfA  B        ,\    , 


»*-Ä' 


woraus  sich  dann  nach  den  in  dem  angeAlhrteii  Paragraph«»  ge* 
gebenen  Regein  afs  GleichiiDg  der  den  Kreis  in  dsm  Punkts  (sr^yi) 
Berflhrenden  die  Gleiehifflg 

oder  ^ 

(jTi -/)(ir- j^i) + (yi  ^^Xy--yi)  ^0 

ergiebt  Wollte  man  die  Gleichung  3)  benutzen ,  so  mflWMe  mss 
diesalh»  auf  die  Form 

bringen,  woraus  sich  dann  nach  d^liselhen  R^sln  ww  fwher  für 
die  Berflhrende  die  Gleichung 

(^i-m^  -n + (yi  -9)i&-9) = t* 

ergiebt,  deren  vöHige  tJebereinstimmung  mit  der  obigen  Gleichung 
leicht  ersichtlich  ist»  wenn'  man  sie  auf  die  Perm 

bringt,  und  bedenkt,  dass  nach  §.  6. 

(^i-r)*+(yi-il-)«=V* 
fiesetzt  werden  muss. 
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>  Di«  ^rkMgel|e»flnClekhtin^a|)iibaM  mtottucbiMiC  folgende 
Art  dttmtattAi :-  ^   ^    i  .    .  .         -  i   ' -1.  O  ..  - 


nHAast  +i^|  +.C>«  fp  (^«  +  i?»W  (^1  -/)*+  (3fi-^)«l        .i 
ist»  a^/  folgende  Art:  .'.,«,., 


woraos  sich 


_/^ .  iw  (~t<^'r/)H(ft-riryU(*-/)'+(y-ir)'>l , 
-^V  (*i-n*+(jfi~ir)* 

ergiebt  Efieranü  sieht  man,  dass  filr  jedeta  tod  dem  Beruhrungs- 
patkte  (^lyi)  Terschiedeneo  Punkt  (xy)  der  Bertihrenden 

ist»  ud  4»ss  folglicti  nacti  dem  iii  §.  8/ het^iesenen  Satze  alle 
Ponm  der  BefBbrended  mit  Ausnahme  des  BerOhrungspnnkts, 
also  4ie  gaose  Berührende,  ansserbalb  des  Kegelschnitts  liegen, 
wora«  denn  auch  gfanz  Tdn  selhnt  folgt,  dikss  die  BerfihrMvde 
aussei  dem  Berührungspunkte  keinen  zweiten  Punkt  mit  dem 
KegeViehnitte  gemeid  haben  kann. 

.    ■   >    luj.i...  '  •  / 


*)  fa  ist  ungemein 
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Wir  woIImi  die 'Entfernung  den  BerArafeign|innlrtn  {x^ßt)  reo 
dem  DorcbnchnittspoDicte  der  Berfihrenden  mit  der  Axe  d«n  Ke- 
geIncbnittSy  dessen  Coordinnten  Ui^  f>x  nein  m5gen,  dorch  T\  die 
Entfernang  des  BeHibningspiinlcts  (X|yi)  von  dem  Diprehachoitti- 
punkte  der  Normale  mit  der  Axe  des  K^elschnitts,  dessen  Coor- 
dinsten  14»  o«  sein  mögen»  dnrch  N\  die  Entfernungen  den  Foss- 
punicts  des  ron  dem  Berabrungspunlcte  (oriy^)  auf  die  Axe  des 
Kegelschnitts  gef&Uten  Perpendiliels»  dess^»  Coordinalea  u%9  c^ 
sein  roSgen,  von  den  Durchschnittspunlcten  der  Berfihrenden  ond 
der  Normale  mit  der  Axe  respective  durch  iS  und  S  bezelehnen» 
wobei  wir  bemericen,  dass  die  Entfernungen  5  und  Z  Snbtan* 
gente  und  Subnormale  genannt  su  werden  pflegen,  ond  wollen 
nun  die  Entfernungen  T,  N,  S,  £  zu  bestimmen  suchen« 

Nach  IV.  1)  ist 

die  Gleichung  der  Axe  des  R^elschoitts,  nnd  folglich  offenbar 

die  Gleichung  des  von  dem  Berfibirungspunkte  {xigi)  auf  die  Axe 
gefhllten  Perpendikels.  Hiernach  und  nach  1)  und  2)  habmi  wu 
zur  Bestimmung  ron  tf|,  Vi  die  Gleichungen: 

fflA{Ax,  +  B9,  +  C)-lA*-t-B*)(T,  -f) 
zur  Bestimmung  von  u^y  r^  die  Gleichungen: 

und  zur  Bestimmung  von  1/3,  e%  die  Gleichungen: 

B{n^  -/)  -^(»s— .v)  =0'    ^(«s  -^1)  +  *(«>  -»%)  «?• 

Aus  der  zweiten  der  heiden  zwischen  Vi ,  ri  geltenden  Glei- 
chungen erhält  man,  wenn  man 

Ui^Tx  =  (vi— ^)— (.r,  ^f),  ei  -y,  ==  (r,  -.47)— (y,— y) 
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nach  t^tmr  tutum  M$tMU  anaiptUeh  mtMcMt.  1S7 

»otet«,  4i*  Mgande  GMcbnqg: 

\n*JiJsi  +  Äyi  +  O-  (A*  +  B«)(*,  -M^i-f) 

+  |ii«Ä(^,  +>yi  4  C)-(A'+B*)(9i-9)\(9i-9)> 
woraus  sich,  mit  Rflcksiebt  auf  di«  Gleichung 

leicht  die  Gleichaog 

I  «•  J(i<jrj  f  ^y»  +  C)  -  (i<«  +  Ä«K*i  -/)  I  («I  -n 

+  fn«B(^j:,  +  By,  +  C)-  (^«  +  B«)(jri-^)l(i>,-^) 

=  -««(^/+  ^  +  C')Ma:,  +  fiy,  +  C) 

ergiebt,  welche,  in  Verbioilang  mit  der  ersten  der  beiden  zwischen 
M] ,  t>i  Statt  Ondenden  Gleichungen  leicht  sa  den  folgenden  Aas- 
drflcken  ffihrt: . 

,._  *^A(Af+  Bg  4-  QjAxi  ^ßgi  +  C) 

__  it«g(^/--t-  gff  f  0(^1 4-  gy,  +  Q 

'1-9-     (^  +  Ä«)|(J/+Ä^  +  C)+(«»-  iKi<*i  +  ÄJ/4  +  Ö' 

Aus  der  zweiten  der  beiden  zwischen  14,  t%  geitertiieii-  Glei- 
cbongen  erhfilt  man,  wenn  man 

«»— «i  =  («•—/)— («1  — /).     «^— iTi  =(rt— fl')— (yi  — ^) 

setzt,  die  folgende  Gleichung: 

|««Ä(^Xi  +By,  +  C)-(^  +  Ä«)(yi-^))(«,-/^ 

=     |n«ÄM*,  +  Äyi  +  C)-M«+B*)(yi-^))(«i-/) 

=     n*(Axi  +  B»,  +  O  t  Ä(t,  -/)  -  J(y,  -g)  ] ; 

nnd  verbindet  man  nun  diese  Gleichung  mit  der  ersten  der  beiden 
inischen  Kg,  r«  Statt  findenden  Gleichungen,  so  erhilt  man,  weil 
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IS^  ffrunertf   ne»rte  nur 

'B(xi—f)—A{gi—g)  «ich  anf  beide»  8cUett'd«Mli  tHrlirfM  aaf- 
bebt,  leifbt  die  M^taAe»  Ap«4rikke: 

J  «»-/= 3«irgr 

f  r,-y=- ^Tjpyi r- 

Die  b«>iden  zwiMheD  », ,  r.  Statt  findenden  Gleicbungen  kann 
niaii  auf  Tobende  Art  anadrffekcn : 

Avt-f)  +  Ä(»«  -.7)  =  ^(^1 "/) +Ä(ft  -») ; 
and  erbält  nao  aebr  leicbt: 

«»-/= 3*+»«^^ ' 

^-9  = ^«+Ä« ^' 


oder: 


6) 


' .^Ä\iA:,.-tBf^-\-0^{Af^Bt.^Ci\ 


•  WwU  nm 

iV»  =  (jr,-ii^«+(yi-i».)* 
iat,  80  ist  nacb  5): 

+  «yi— ^—        j«+fi»        '  • 

worauf  man,  ireDB  maD 

A{Xi -f)  +  B{yi-g)  =  (Axi  +  By,  If  C)-(^/'  F  l?i?  +  C). 
(A^+B*) I (a:,  -/O*  +  (yi  - ^)*!  =  «*(^*i  +%i  +  O' 
setzt,  leicht  erbSit: 
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naek  tbter  nenen  Melkode  anatvtheh  eiUttlckelt.  1S6 

iv«= ^-fA«'  ■'■■   ■  '  •    •'   ■'  "    ••' 

Ferner  ist  ^^ 

also  nach  5)  und  ß)i      . 

Fflf  die  Wrtitoel  Ist  *:±sl,  afsos     '        ' '  *      ''         '    ^    ''• 

and  äkhet  flW  iRMeM  KsgCilMMAR  (ii«  A«kMMMÜ»  «tu»  MuatMl^ 
Grosse,  ^«tl  naeli  ¥t.  2),  ifieiiii  p  4«k  PukuMtei'  der  MmM 
beseicbiiet, 

igt,  so  is| 
10)    .•..,..    .     2:  =  4p, 

also  bei  der  Parabel  die  Snbnormale  immer  dem  halben  Parame- 
ter f^leich.         '  \  , 

Bezeichnet  P  das  von  dem  Berfihrnngsptinkte  i^iPi)  aaf  die 
Axe  des  Kegelschnitts »  deren  Gleichang  nach  dem  Obigen     .^ 

Mt  geteilte  Perpendikel,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie : 

11)      ...    t^jm^ A^  +  ß^ 

Nun  ist  aber  aus  einfacfisn  geometrischen  GrSnden  offenbjar: 

Si:=:F*,    aUo    5»  =  ^. 
vnd  folglich  nach  10)  und  11)':        ^  ... 
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lA)     ef^  .  j%ä_  iA\,  jjf»  D^i  /^i/^«  —Tw  xr* 


2hir  BestfnmiaDg  von  7  bat  mao  Tenicliiedefle  Ausdrücke,  von 
dooen  wir  die  folgeodeo , hi«r  anführen: 

13)  ......     r=2^  =  pA' 

und 

14)  .    .     T»=§iV»=S(S  +  -5)=:S«  +  l», 

'die  sich  sämmtlich  ans  einer  ganz  einfachen  Betrachtong  fihnlicher 
Dreiecke  ergeben;  die  Einfahrung  der  obigea  AusdrOcke ,  tod  N^ 
S,  JBf  P  in  diese  Formeln  überlassen  wir  dem  Leser. 

Wenn  wir  die  Entfernangen  des  Durcbschnittspunkts  (tfiVi) 
der  Berührenden  mit  der  Aze»  des  Dorchschnittspunkts  («tr^  der 
Normale  mit  der  Jixe,  des  Dorchschnittspunkts  des  von  dem  Pookte 
i^tVi)  snCdie  Aze  g^QÜIIen  Perpendikels. mit  derselben  von  dem 
iBrewipuiikte  (fg)  respective  durch  E\  E\  If  beaeichnen,  so  ist: 

£'«  =  («, -/)«  +  (r,-^)«, 

£'»«=(ti,-/)«f(eg-^)«, 

JB-^=(«^-./^)«  +  (i,,-.^)«; 

aUo  narli  4),  5),  6): 

15) 

v^{Af^  Bg  -I-  C)«(^jr,  +  gy,  +  O« 


£'»  = 


(^+Ä«)t  (.!/'+ Äir  +  C)  +  (n«-I)(^*,+Äyi+C)j«' 


,»,  _  '(Axt  +  Byi  +  O-jAf+Bs  +  C)  I« 

*• as+ip 

Fflr  die  Parabel  ist  n=:l,  also 

*  -      isqrgi — • 

folglich  y  wenn  fSr  jeden  Kegelschnitt  V  den  von  dem  Brenn- 
punkte  (fg)  nach  dem  Punkte  (Xii/i)  gezogenen  Vector  liexeicli- 
net  nach  V.  2)     . 

16) E'  =  F, 
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nac^  Hner  nitf/en  3ie/kade  nnaiptiicft  tnfitfrke/r.   ,  t4l 

«voraus  die  bekannte  einfache  Cdnstniction  '^er  BerOhrenA«!!  der 
Parabel  folgt 

Ferner  ist  ntfeh  V.  1)  allgemein  ^r  jeden  Kegelachnitt: 

17) E''  =  nr. 

Bezeichnen  ßir  die  Ellipae  und  Hyperbel  Ei"  und  F|  die  Entfer« 

•  nung  des  Durohscbnittepunkta  der  Normale  mit  der  Axe  von  dem 

Brennpunkte  (figi)  und  den  von  diesem   Brennpunkte  nach  dem 

Punkte  (JTi^i)  gesogenen  Vector;  so  ist  natürlich  ganz  eben  so: 

18) Ei^zrinVi. 

Also  ist  Rfr  die  Parabel 

19) E^=F, 

und  fOr  die  Ellipse  und  Hyperbel  Ist 

20) £M;/=F:ri. 

Hieraus  ergeben  sieb  durch  gaits  einfaciie  geometrische  Betrach- 
tangeu  unmittelbar  die  bekannten  Constructionen  der  Normale, 
und  somit  auch  der  Berfihrenden,  Rir  die  Parabel  ^^  Ellipse  uud 
Hyperbel. 

j.  30. 

Es  Hessen  sich '  noch  sehr  viele  bemerkenswerthe  Qietrach- 
tungen  fiber  die  Berflhrenden  der  Kegelschnitte  nach  der  obigei^ 
Methode  anstellen;  «vir  wollen  uns  jedoch,  um  nicht  zu  weitläufig 
zu  werden,  mit  einigen  Untersuehungen  über,  die  von  den  Brenn* 
punkten  (fg)  und  (fiffi)  auf  die  Berfibrende  gefiillteh  Perpendikel 
P  und  P|  begnfigen. 

Nach  1)  und  den  allgemeinen  Formeln  der  analytischen  Geo- 
metrie ist: 

i      [n^A{Axi  +  Bg^  +  Q  -  ( J«  +  ß^)(x,  ■-/)]*     ]       ' 
l  +[ffiBiAxi  +ßy^  +  0-(^  +  B^(9i-g)]^  3 

\  +  [^B(Ast+B9+0^(A^  +  B^(g^^g)]^\ 
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Dar  Zihler  von  /"  i»t  4^  Qiadrat  «Uk  GrM««« 

iä^^+Äyi+C)|J(jr,-/)+Ä(yi-^)H(^+i^l(^i-/)H(3ri-3r)*l 
oder 

and  folglich  9  »reif  bekanntlich 

fi«(^,  +  By^  +  O«  -  (4»+  tP)  \(ßft  -n*+(9i  -9y\ =0 
Ut,  das  Qaadrat  der  Grösse 

-n\Jf+  Bg+0(M  +  Ä»r+  O- 

Der  Zlhler  von  P,>  i«^  d{w  Qa^drjRt  der  GrSsse 

N»cb  IV.  2)  ist  aber: 

9i-9i-9i-9+  {„»^l)(^^.iB«)    • 
also,  wrte  ^an  Ifiicbt  findet: 

=  Axt  +  B9+C+^^(Af+ßg+C), 
na^,  y*ean  aM|i\-  ,  '  . 

••tBtS*' 

*<  ^W(.Af-i-B9+C){(A»t-tB^i+C^-K4f't-Bfi^9>l 

Folglfebist' 

(•|a>--  .    .:\v  !  q..    •■  ^  ;  v'A  I  ,..i.,A^.>l  I  ) 
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Der  gemeinschafUicbe  Nenner  von  P*  und  P|*  iat: 

-an«(d*+B«)(J«,+«y,  +  Ol  C4». +l»yi  +  C)  -  (^/•+ Ä^  +  C)  I, 
oder,  weil 

«t:         ^       •     •   •        ^  \  ■  •  ' 

oder:  ■  i 

nd  . ;       .X 

HierMw  «rgiebt  aieh 

»dfoigüch"    ■■  ••'■  '■■ '" ■'"^"  '''^ "':;';.'":"'■; 
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wenn  man  f&r  di«  BIlipM  «od  H;^erbel  nvpeetive  das  obere  «od 
das  untere  Zeicheo  Dimmt'    AUgemein  ist  nach  IV.  18) »  19): 

.US)       PPi=b^, 

daa  Product  PP|  alao  eiae  cönsfante  Gruase. 

Ffir  die  Parabel  ist  nach  21)< 

und  nach  V.  1)  ^ 

also: 

Für.  d|e  Ellipte  ■nd.Hsrp^rM  irt  qack  V.  I>.  IS>t 
»«(^,-fgy,+0» 

also  nach  21)  linä  'J2),  wi«  in*n'  tei«fit  findet: 

!^  •     _,       nHAf+Bg+C)*     F^ 
'^  -(n*--i)*(4»  +  Ä*)«  •  F«  ' 
uud  folgliclf: 

29)    ...     <  • 


wmn  man  die  ober«n  Zeicheo  für  die  Ellipee,  die  BDtereD  flir  di« 
Hyperbel  nimmt 

Nach  VI.  %  i»t;  «renn  p,  wie  gewSh«iiob.  Mp  Parametar  b*< 
seiebDet:  '••....  f    '     ' 
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nae/k  ttmrnntem  Methodr  anulpttsvlfenikiekeU.  T42l 

also  mit  denselben  Bestfmmnngen  wegen  derZeicbeo  wie  Terfaert 

3Ö)        ^-±4(N^n«)   F,'     '^   -±4(1-«»)-  F' 
also  für  die  Ellipse: 

Dod  für  die  Hyperbel: 

\ 

•  I 

Ferner  ist  för  die  l^llipse: 

^  ''^»=4(i^'  ^-'••=Ä'  "=V»-rfk' 

uod  für  die  Hyperbel: 

F6^  beide  Torhergebende  CürveD  ist: 
36)    ....'.    /  !    P:/»,=  r;Fj. 
FOr  die  Parabel. ist  nacb  27).  aack . . 

ood  folgtlcl^,  weil  oacb  dem  Obigen  \       '   i  ~^ 

iit:       •  •       '  '   .      '»* 

«;....    /«— i-       ^1  .  ^5 — ^'• 

;•  .  ^  •    i.   ■    .     ..^  .  :•    ;•   .  •.    :  ■", 
Nnn  ist  aber  nach  VI,  2)  ,       •  * 

p'  —  — ^"'ili  +  i^   ■    '"••    '''      ■"      •'         *  ' 
Tfceil  XTXI  10 
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IX. 

Di«  Barcfcaieacer  alm    Axe«  4er  Co«r4i«i 

f.  31. 

INe  Glatrhrai;  einer  beliebige«  (Jeraden  «ei: 

I) y=sitr  +  l,; 

«■a  bneicbaen  wir  nun  im  Allgemeine«  die  Conwdimmm 
DarefcMfcnittopnnkte  dieser  Geraden  mit  dem  KegelM^viMF 
r.  •:  M  haben  «rir  za  der«»  BcMtimmang  die  Gleirha«Kc«i= 

P=Kt+L. 

W\Ar  +  Äv  f  0«= (J«  +  Ä«)|  (t  _/T«  +  (,-y|«: 

Blimioireo  wir  aoa  dieM»  beiden  (.leiehnngen  «.  s« 
Mir  anir  Beatimnu^  vo«  jr  die  tilelisbiing  des  ztrelten  Cin« 

(1  +  k*){A*  +>)  -  „«(^  +  BK)* »■ 

♦    -      (I  +  Ä«)(^ + Ä^-n«^^  +  Bkir- ' 

Nach  einigen  leichten  Bednetionen  findet  b«ii,  da««  die 

(  XI««(ÄL+0«-(^.+  !?«)[/>. +  (i_jy)aj,  } 
•Ich  nnf  den  fofgriidcK  Amdrvek  bringen  |H«i»t: 

U(^+Ä«)(Ar/'+L-^)»  [• 

Hnd  »etxen  wir  nun  der  Kfloif  WMen 
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2)    .    .    .      Kf+L^f^w,    Lssw-Mf+gi 
m  ist; 

BL^C^f(A+Bk)=iAf+Bg+C+By,, 

KiBL-^  C)-'(L-g)(A-i.BK)  =  K(Afi-Bg-l-C)-  Aw; 
ligo  die  obige  Grosse: 

.n^KAf+Bg^  C+  Bit)*+(/iiAr+ßg+C)-Aw)*]) 
«if  (-iA*+B»)Hi»  ) 

Setzen  tvir  jetzt  der  Kfirze  wegen : 

3) 
lU=(A»+B^\f-KiL-g){+n*{A+BKXBL-^C), 

i  H^(Af+ßg+C+Btc)H(K{Afi^Bg^  C}-Ato)*]i 

■    80  ist: 

4)    .    .    .    t  —  ^i^/^t)^^t^B*)-n'H.A+BK)*' 
Ferner  iet  nach  dem  Obigen 

und  die  Grosse 

L{(l  +  K*){^+B*)-n*(A-l-ßK)*\ 
^K\{A^-t.B^{f-K(L-g)]-t-n*(A+BKKBL-^C)\ 

bringt  man  leicht  auf  die  Form 

(A*-^B^\L+Klf-t-Kg)]  -fi^A+BK)(AL-KO; 

also  ist,  wenn  wir  der  Kflrze  wegen 

5)     If  =  ( J»+  ß«)  l  L+  Ar(/-+  Kg)  ] — ti^A + BKXJL  -  KQ 

setzen; 

tr±KvN 


«)...»: 


•  (1+  Ä»X^+  Ä^  -  n«(-4  +  ÄÄ)*' 


w«  in  den  Gleichnngeo  4)  and  6)  die  oberen  and  anteren  Zeieheir 
■ich  aof  ebaader  beziehen. 


!•• 
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Bezeichnen  wir  di6  beiden  Darchschnitfepunkte  unserer  Gera- 
den mit  dem  Kegelschnitte,  insofern  die  Gerade  den  Kegelschnitt 
fFirklich  schneidet,  durch  (Tit^j)  und  (r^^);  so  ist  nach  4)  und  6): 

•  w„    ^.    . Ky^ . 

fl^t>i--tW  -±(i-+Ä«)(4a+^--n«,/4+ÄÄ)a' 

und  wenn  nun  Y  die  Länge  der  halben  8ehne  zwischen  den  Punk- 
ten (r|l)i)  und  (Tat^s)  bezeichnet,  so  ist  offenbar. 

also  nach  di^m  Obigen: 
7)     .    ,^1-  =  ^  ^^+^')^ 


'  I  (1  +ä:«)(^«+ Ä«)  --  «2(^+  Äi^)a  !«• 


§.  31 

Betrachten  wir  nun  zuerst  die  Ellipse  und  Hyperbel,  so  ist  nach 
VII.  17)  die  Gleichung  des,  alle  der  durch  die  Gieichiuf^  I)  cha- 
rakterisirten  Geraden  parallelen  Sehnen  halbirenden  Durchmessers: 

und  bezeichnen  wir  den  Uurchschnitti^unkt  dieses  Durch mt.esser8 
mit  der   durch   die   Gleichung   1)  charakterisirten   Geraden    durch 
(uo);  so  hat  man  zu  der  Bestimmung^  der  Coordinate^.  |f,  d.. diese»' 
Punktes  die  Gleichungen 

von  denen  mau  die  er«tp.  um  sie  mit  der  zweiten  leicht  verbinden 
BU  kdnnen,  am  besten  unter  der  Form 

darstellt; .   Au«  diese«  , Jb^eiden  Glejebnngea  erhält  rload'  dur^h  lEIi' 
mioatiou:  ■>  u*«  nu;   ' 


Digitized  by  VjOOQIC 


nacA  einer  neuen  Methode  anaiytieeh  enfwHkelL  140 

8) 

*-''-    (i+js:«)(^«+Ä«)-««(^+Äjr)«^*   *        :' 

oder: 

""*'-"  (1  +  K*)(A^+B^)-nHA  +  B£)*^"  +  *"-  «»^  * 

Bezeichnen  wir   die   Entfernaii^  des   Punktes'  (ue)   von  dem 
Mittelpunkte  der  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  X,  so  ist 

A«  =  (ii-F>«  +  (r -«)«.■ 

folglich  nach  9): 

10) 

^.      (^+i?*) I a+K^KAHB^+tiHn^-^XA^BK)* !,,„.  ,     ,• 
^   —  \(,l+K*)(.A^+B^)—7t^(A  +  ii£^.         lÄ'-t''-»'^  •  , 

Nun  ist  aber  nach  IV.  3)  und  oben  2) 

.^px  r      ^_(n«- 1)(^«>  B>-  nHAK-  B)(Af+  Bq±C) 

folglich: 

")  .. 

.    {(n-jr«)(^+»»)+««(«>-2)(^+BAr)«l  . 

y«  _  '  X  K*»" -  l)(^+B^)to  - n^K AST-  B) (Af+  Bg^C)  I«  * 

wobei  man  zu  bemerken  hat,  dass  nach  dem  Vorhergehenden 

( J«  +  fi«)  I  (1  +  JfaX^«  +  iS«)  +  «»(n«- 2)(^  +  ÄJT)*) 
=  \n»AB+\in^-l)B^-A^]A\*+{n^ABK+[in^—l)A*—B*]\* 
^ !  »^ß(A  +  ÄJT)  -  (A»  +  ß«) JTlH  t  nM(/<  -I  BJC)  -  (i4«  +  fi«)  |« , 
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Also 

(I +ir«)(J«+Ä^+rt«{««-2)(^  + BJT)« 
eine  positive  Grffspe  ist 
Nach  II)  nnd  7>  ist  nun: 

(}-\-K*){A*-\-B*)-\^n\n*-i){A-\-BK)*  ^ 

=|(n«-l)M«  +  Ä»)w-««(^— Ä)(^/'+B^+ C) ;«, 

(i+jsr*)(.i>  +  Ä*) 

.  ««[(^/•+  Bg^ C'+fiio)«+  (ir(^/'+  Bg^C)-  Aw)*]  . 
'  — r^+  B*\«^  ' 


oder,  weil 

n^(^/'+Ä:y+  C+Bwy»+(K(AnB9-^C)-Aw)*]  -  (A'-¥JP)it* 

=(««—  l)(.<«+Ä»)fo«-2n«(^ir-Ä)(/(/"+  Bg+  C)w 

+  n«(l  +  £«)(J/'+Ä^4f')* 
ist: 

=(«•— .l)«(J«+Ä»)«w«— 2n»(«»— l)(ii«+Ä*)(lir— Ä)(i4/'+Ä;y+t> 

1+15  :         »' 

=  (n«-  l)«(J«+Ä«)%«-2ii«(ii*-l)(.l«+Ä«)(jli:-Ä)(^/^+fl'(7+C> 
+  n«(«*- 1)(1 +irs)U«  +  Ä«X.l/4  Äy-t  C)*; 
woraus  skli  durch  Sobtraetlon  die  Gleichung 

(i««-l)*(J*+iB«)KI  +ir«)(.l«+jg^  -»«(J+JJT)«!«  _, 
(1 + i:«)(i4» +Ä»)  +  ii«(n«-2)U + ÄiO* 

,     (n«- 1)1  (1  ■t-I'»)U«+^)-n«U+ JJD« !»  „, 
l+iT»  ' 

=iiV/+Ä^+C)»ji.«(i4ir-Ä)»-(n*-i)(i+jr«)(4«+*^i 
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(I  +  Ar«)(i*+Ä^+n«(ii«-2)(i  +  BK)*  ^ 

=  ««(i4/+J»y  +  C')«Kl  +  Jr»)U« +Ä«)-  n*{A-\^BK)*\, 
aluo  die  Gieicbuiig 

"'  (H-i:«){i«+Ä«)+««(ii»-2)(.i+Äjr)«       "* 

(««-1)1(1 4 K*)U*^B^)-n*(A-^BK)'*\  „,' 
I  +  IT«  '  ' 

=nHÄf+Bg^C)*. 

nilvr 

13) 

(w*-  i)*(Ä*+ B*)  >n«(i<ir— j)«-(w«->i)(Hir«)(A«+ j*)  I 

(1+ Jr»)(.l«+Ä«)+  n«(«»~2)(^  +  ÄAr)«  ^ 

(n«-l)|n«(iJr-J)»-(««->l)(H-j:«)(J»4J«))^.. 
~  l+JT«  .  ' 

=  HHdf+.Bff  +  C); 
oder 

") 

(I  -  n*)*(je-t-B^{n*(ÄK-B)*+0  -  n«)(H-lf«)(^H  ^)| 
(l+ir«X^«+J«)  +  n«(n«-5!)(il+Äir)>"        '     -* 

.  (i-««)iw«(Ar-j)«-Ki-««)(i-fAr«)(>««+j«)i  „, 
+  1+jr«  *^ 

=««(A/'+Äi,+  0* 

ercicbt. 

Fflr  die  Ellipse^  wo  1 — n*  eine  positive  Grvfme  ist»  kann  man 

16) 
^     I  ii(iy+Jj74-OV(TTig*)(iHg^  +  n«(n«-2^(if^^«   1« 

»(1— »^vni3'Ti^w«(iiJr-Ä)«+(i-»«)(i4Jr«Kii*'iÄ^'  ' 
» V  (1  -««)  j  ««(iiir-  Ä)« + (i  -  n«)  (i  +  A'«)  (.<« + Ä»)  1^ 


tigitizedby  Google 


setzen,  aod  nach  14)  ist  dann  die  Gleicbang  der  Ellipse  zfi'ischeo 

'«•■••  ■•'■'(?)'+(?)'=-  ■■;; 

Auf  der  Stelle  erhellet  aus  ^eiii  Obigen ,  dass 

•••••     ■■    ••  •    •    17) 

•  •       •»    •  I 


ist. 

Nach  $.  22,  wird  die  Hyperbel  von  dem  den  halbirten  Sehnen 
parallelen  Durchmesser  nicht  fre<8chnitten  oder  geschnitten,  je- 
nachdetn  , 

oder 

also  jenachdem 

oder 

n^AK— 1?)2—  (71«— 1)(1  +  Jr2)(/I«  +  J5«)<0 

ist.    Wenn  also  deiSde»  halbirtf^n.  SehAeh '  parall^ld  Durchmesser 
die  Hyperbel  nicht  schneidet ,  so  $etze  man: 

■  18)  ' 

.^  t n(^/^-«- Jy +0\^(1  +  Ji?)(^»  4-  ^> -I- «'(n'«-2)0<  +  ^g)« |  • 
l (n» - l)\^(^«+^){«*(^i^-ß)»-(n»-l)(l+^*)(^+^l i   ' 

aD|d  pach  13)  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel  zwiscbeo  X,  Ti 
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Weliii^abei^  der  dm  Halbirteh  S*ha*n '  par&Hele 'Dorchmeaser 
die  Hyperbel  scIiDeidet,  so*  alet;^  diao:    <' 


.  Mi«*-WV"(4«+»')K«*-i)(i+**)(^Hß^T-n«(^jr^»)'»"il  .' 

und  nach  13)  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel  zwischen  X,  Y: 

-> ©:-©=-'•  ..      :' 

Nimmt  man  also  die  oberen  oder  unteren  Zeichen,  jenachdem 
der*  den  h&i4Nr(en>  Sehnen  parallele  l>«rdinM«rseT  die  Hyperbel 
nicht  schneidet  oder  schneidet,  so  ist: 

•22)   •'    .      •  ••  *    ^    1 

« 

ood  die  Gleichung  der  Hyperbel  ziVischen  Ä,   Fiat: 


23) 


■  ■  ■  •  •  ©•-(f)-=*'- 


Allgem«ja -ist  rür.die- Hyp^beli 

24) 

P  -  "  ^  '^  n-  V-  V  .(I  +  jr«)(/f  +  «»)  +  **(««^^X^-J;,äT)5  ' 

-  v",-?"jri  •  \  '  f  (i + ir«)(^«+  Ä»)  • 

Ffir  die  Ellipse  ist  nach  15) 
(1  -  w«)«a«(/<«  +  B*)  j  n'^(Ak—BJ^  +  (l-  n»)(l  +  jr«)(  J«  +  B^  | 

•    n'c^/'+^  +  c)«    :~^      ~^^^~^ 

=  (1  +  i:«)(il»  f  Ä«)  + 1#(*>~2)(4  f  ÄJD«, 
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=:(l-ii«)(l+£»)(^  +  Ä«); 
aisoi 

n*(Jf-tßg+C)* 

=  (««-2)tn«(^+Äjr)«-(i  +j:«k^+ä«)i 

=  (i-n*){nfl(AK-B)*  +  (I  -n«)(l  +  X*X^  +  B*)U 
folglich  s 

25)    .    .    .   ,«•  +  /»»=      (|_««)«(^+fi»)    -' 

Bo  dau   o*  +  |P  von  JT  unabhängig»  nad  iasorera  also  eiit«  CMf 
staute  GrSsae  ist. 

Fflr  die  Hyperbel  ist  nach  22): 

'^  «•(^/'+  Bg  +  C)* 

=(1 +  £»)(.!«+ B«)  +  ««(«•-2)(J  +  ÄJQ«, 

.  (n«-l)«|?«(^-|-g*)|n«(/<j:— i?)«-(n«-l)(l  -f  Z«)(^-f  iEr«r» 

*  n«(4r+  %  +  <>T 

=  (n«-l){I+j:«)(^  +  l»«); 
also: 

:  (n«-l)«(«a-y)(/<«  f  ^)|n«(.<fr-l?)«-(n«-l)(lf  Jr«)(^4-1<*)! 

*  n*{Ar+Bff  +  C)* 

=  (n*-'2)[tfi{A+BK)*-(l+P)(A'+B^\ 
si{i-n*){n*(AK—  B)*-(n*-m  -^  jP)(J*^- B*)\. 
und  folglich: 

06)    .     .      «2_p._+        (n«-l)«(^»  +  Ä^       ' 
so  dao8  also  hier  a*—ß^  von  JT  uiiabhSingig  mt. 

Die  Gleichung  der  Üirectrix  int  bekanntlich  ' 

ily  +  Äv  +  CÄQ, 
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nud  ISr  die  der  Directrix  parallelen  Sehn«n  iot  folglich 

jr=-g.   »l«o   A  +  BKzsQ. 
Well  non 
«»(/<jr-Ä)*+(l-i.«Xl+ir»)M«+B*) = (» ■¥K*)(A'^ß')-nHA  ^B£]l^ 
M,  «o  int  iii  diesem  Falle  für  die  Ellipse  nach  13/): 

al«o  nach  IV.  18): 

vsstt,    ß:^b. 
FOr  die  Hyperbel  ist  auf  ganz  Ibnlicbe  Art  nach  22) : 

I    n(Af-iBg+C)    > '. 
•^       IV(n«—l)(i4*+fi«)}    ' 

also  Dach  IV.  19): 

ttzsa,    ß=sb. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  nach  $.  2.  liekauntiSch 

«  =  V2,    ««=2,    n«— Isl.    w«— 2=;0; 

also 

n*(/ljr-  »)»-  (n«  - 1)(1  +K*)(A*  +  B*) 

=  2{AK-  ß)«-  (H  ir«)(^«  I  ß«) 

=  (/<«■-«)«- (.4  fÄJT)« 

=  (i?— ^JT)«  -  M  f  ÄJT)«. 

nnd  folglich  nach  22): 


29) 


l,_)    y2.(Af+Bg  +  C)Vl  +  h*   I* 

y       \V±\{B-Ak)*-(A+BK)*\^    ' 

(         W±\{B-AK)ß~(A-^BgW\^ 
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■  ('  -lt«)«^i^«-^  fi«)i»«(^-i>)«-Ki  -it«)(i  -1^  jT'K^-f  B^\ 
=(|-««)(H.j:»X^+ä*); 

-aJsoi 

=  (i««-2){n«(/<+Äjr)«-(i  +j:*)(J«+ip)j 

=  (2-  ii«)l««(^Jr-  Ä)«  +  (I  -n«Xl  +  IT'K-^  +  Ä«)  J , 
folglich  I 

«^  «« 4.  fl.    «'(2-n«)M/+2»yf  6')« 

26)    .    .    .   ,«'  +  ^=      (|_„t)t(^+B«r-' 

Bo  dass  a*  +  ß*  von  JT  unabhängig,  oad  itwofern  also  eift«  coo- 
8taiite  GrSsse  ist. 

Ffir  d'ie  Hyperbel  ist  nach  22): 

(n*-l)»a«M«-|-g«){n«(.<ir~/?)*-(»«-l)(l  -f  j:»)<i<* ■!•_««)! 
i  u\Af-i-  Bg  +  C)« 

={1  + J:»)(^« + Ä«)  +  n»(««-2)(J  +  ÄJr)«. 

.  (n*-l)*ß»(A^+B*)\nHAK—B)*—(n*—l)0  ■i-K*)(A*+ß*n 
±  nHAf+Bg+C)* 

=  (««-I)(l+f«)(^  +  B«);     . 

also: 

:  (««— 1)«(«»«-^)(^«  i^B*)[n*(AK—B)*-(n*—iy(lj^K*)(A*i-B')', 
±  n«(^/'+Ä^  +  C)« 

=  (n»-2)J»*(J  +  ÄJ:)«-(l  +!:«)(/<«+  ß«)| 

;sz(Ü-m*i\n*(A£^B)*~{H*-l)0  4 i:«)(^+  fi")l. 

und  folglich: 

so  «lao»  also  hier  a*— /3^  von  JT  unabbän^g  iat. 

Die  Gleicbung  der  Üirectrix  int  bekanntlich  ' 


Digitized  by  VjOOQIC 


nack  timr  mum  M€ik»^  mmiyHMth  enMekeli.  155 


nud  ffir  die  der  Directrix  parallelen  Sehnen  \9%  folglich 

jr^-~j,    also    A^^BK=Q^ 
Well  non 

«^/4ir-Ä)H(i-«*Kl+ira)(^HÄ*)=(i+Ar*)(ii*+j3*)~fi«(.i+Äjr)» 

Ut,  40  iist  in  dieäiem  Falle  fiir  die  Ellipse  nach  13): 

)p-\     MAf+BgJ-C)     I«. 

•l«o  nach  IV.  18): 

a=sa,    ßssb. 
FSr  di«  Hyperbel  ist  auf  ganz  ähnliche  Art  nach  22) : 


{    njAfA-Bg+C)    .' 
/       iV(n«-l)(^«+ß«)i    ' 


also  D^  IV.  J9): 

ttz=a,    ß  =  b. 

FOr  die  gleichseitige  Hyperbel  Ist  nach  $.  2.  hekauntlSch 

»»V2,    «*=2,    no—lr:!,    ««-iarO; 

alfto 

H*(AK-  »)»-(n»- 1)0  +^«)(^»  +  a^ 

=  2(^jr-  Ä)«—  (1  4  Jr«)(.4«  I  B*) 

=(ii/r-fi)«— {^+Äjr)« 

=  (Ä—  /iJT)«  —  (i<  f  AT)«. 
nnd  folglich  nach  22): 

\         IV±{(B-^lf)«-(^+i?#f)«7    ' 
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oder: 


30) 


also  immer  azss'ß. 

§.  33. 
Die  Winkel,  «reiche  die  durch  die  tileicbung 

f&r  ein  constantes  K  nnd  ein  veränderlicheü  L  charakterisirten 
Sehnen  mit  dem  sie  halbirenden  Durchmesser,  dessen  Gleichaa{( 
bekanntlich 

ist,  einschltessen,  wollen  wir  iiii  Allgemeinen  durch  co  bezeichnen. 
Natflrlich  hat  o  zwei  Werthe  zwischen  0  und  90^  und  zwischen 
90^  und  180^;  damit  nuD  die  folgenden  Formeln  vollständig  rich- 
tig bleiben,  hat  man  in  denselben  für  co  immer  den  zwischen  0 
und  90^  oder  den  zwischen  90®  und  180®  liegenden  Werth»  diese« 
Winkels  zu  setzen,  jenachdeni  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite 
des  Gleichheitszeichens  positiv  oder  negativ  ist,  eine  Bemerkung, 
die  man  auch  in  allen  ähnlichen,  späterhin  noch  vorkommenden 
Fällen  zu  beachten  hat,  ohne  dass  dies  fernerhin  noch  besonders 
bemerkt  werden  wird. 

Dies  vorausgesetzt,  liefern  die  bekannten  allgemeinen  Formeln 
der  analytischen  Geometrie  uns  den  folgenden  Ausdruck: 

tang  CD  —  ^2^  ^  |(^2_  i)^  _  ^2 .  ^  _  irt^^Ä  A:+[(n2_i)^2_^] ,  g^ ' 
also: 

31)  .    .      taDgü>  = ^(ÄJMJiB^Äk) 

oder 

32)  tang  « n\A-{-BK){B--^Ky ' 
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Die  Summe  der  Quadrate  des  Zahlers  und  Nenners  von  tango» 
Ut,  wie  man  am  leichtesten  mittelst  der  Formel  31)  ündet: 

also  ist^Jtvegen  der  Formeln  \ 

offenbar: 

33) 

■_    ,_  nHÄ  +  BimB-AR}» 

cos m    -.^^  +£fij^%^'j^)^ (1  ^ ä:») (Ä* + J»)+»i»(n> - aXi+ÄÄ)«» 

oder 

34) 
•      .  _  .  1  n»UAr-.g)»+.(l  -  t^Kl  +  iC'Xii« -f  .y) t« 

n<U+JA:)«(J-Tiig)« 


cos<»'=: 


(l+lf«)U«+Ä«)|(l  +  Ä*)(i«+Ä*)  +  ««(n»--2)(i4+fiÄ)»r 
Nach  15)  und  34)  ist  also  fSr  die  miipse: 

und  nach  2*2)  und  33)  ist  für  die  Hyperbel: 

36)  .     .     .      ««^sin io«  =  ^^3  _  i)8(^2:jrga)l> > 

welche  Ausdrücke  von  K  unabbSi^ig  und  insofern  also  constant 
sind. 

Ferner  ist  fflr  die  Ellipse:  >        i- 

m  ,„,„__ü5?_  U-i-BK)(B-ÄK) 

37)  .     •  ..  '"*"'- ^yjZI^^:  a+K^KA^+B^)  '  . 

und  für  di»  Hyperbel: 

^.  ..■ -i.-^  f^'g.  ■ , :  (A-^^K-M-^AK)        ...» 
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9.34. 
Üo  wie  nach  dem  'Vorhergehendeo  , 

die  GleichoDgen  einer  Schaar  von  einander  parallelen  Sehnen  und 
de«  dieselben  halbirenden  Durch nieaaera  sind,  seien 

die  Gleichungen  einer  anderen  Schaar  von  einander  pandieleB 
Sehnen'  und  des  dieselben  halbirenden  Durchmessers.  Der  Winkel 
des  ersten  Systems  paralleler  Sehnen  mit  dem  zweiten  Durchmesser 
sei  S,  uad  der  Winkel  des  au-eiten  Systems  paralleler  Sehnen  mit 
dem  ersten  Durchmesser  werde  durch  Q^  bezeichnet.  Dann  ist 
nach  den  allgemeinen  Formeln  der  analytischen  Geometrie: 

tangS 

—  rtM«+{(>-l)Ä«-.^]*f|--tnMÄ#ri+[(»f«-I)2l«--Ä«]|** 
Der  Zähler  ist,  wie  man  leicht  Siidet, 

u^{A  +  BK)(A  +  Älfi)-(l  +  ÄA'iK^«  f  JB«) 
oder 

(n*- I)(l +#rifir|K/4«  +  iJ«)  -  n«(ir- ilÄTKÄ- ^If,) , 
und  der  Nenner  ist 

(ilf-.ÄJ(4«  f  B^)i-n\B^AK){A  +  ÄÄ\); 
alfo: 

_    »     -    ««(■><  ■ffl^)(^-t-aAr,)-~(H-#f/f,)(ii«4-g^ 

oder 

40) 

,      -      («»-1)0  -f  *ry.)(^  +  B*)-fi»[B'-AK){B^AHA) 
*■"«''*  = (If- Af,)(^+  Ä«)  +n«(Ä-4lf)(i<+fclfi) 

Om  tangSi  zn  erhalten,  brauehtman  ]d  diesen  Formeln  bioa« 
K  ond  Kl  gegen  einaniler  n  vertaaeehoi.    Dies  giebt : 
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o«ler  * 

42) 

wn^o,-^-         (K-ji[^)(A^  +  B^-n*{A-t-BK)(B^AKO 

Alsa  i«t  nach  40)  und  42): 

43) 

tang-S (f  —  jr,)(/l«  +  fl*)  —  n«(.<<  -f  gJQ^g— -^1^) 

tang  5,  —     (Ä--  ir,  )(A'  +B*)  +  n^B  —  ^JT)  (A  +  BKO* 

ein  jedenfalls  aehr  merkwürdiger  Ausdruck,  den  man  auch  anf 
die  folgende  Form  bringen  kann: 

44) 

fang S  _ (B—AK) {A  ■{■  BK{)  j- (»»- 1) (A  i-BK){B-  AKi) 
tungOi  — iITBX)(B-AKi)  +  in* —IHB^  AK)  (A  +  äK^y 

Ffir  die  gleichseitige  Hyperbel ,  wo  n* — 1  =  1  iüt,  ist  also : 

^> türgs;"'*' 

iiatCfrlich  nach  der  schon  im  vorhergehenden  Paragraphen  gemach* 
ten  allgemeinen  Bemerkung  die  Winkel  o  und  Qg  so  genommen^ 
daflsdet  Brach  auf  der  linken  Seite  des  Glenchfaeitszeicheita  po-* 
sitiv  wird. 

Sind  die  durch  die  Gletcbun^ 

^  yzs^KiX  +  L^ 

eharafcterMrten  Sehnen  der  Direefrhc  parallel,  so  ist 

also: 

folglich  nach  43),  «rie  man  leicht  fiDdet: 
46)    .....    .      *52Sj=^,,t_I. 
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B^si^cbif^ii  ifk.>dip  roa  den/l>^deD  ^^ölhtr-.b^dtrachteten  Dorch- 
messern,  emg^sd^lbssenen  ^htkel  hn  Allg^meitieD  durch' 52,  so 
ist  nach  den  Formeln  der  analy tischen  Geometrie,^ wenn  der 
Kurze  wegen 

»=     {n^ABK+[(tfi—  1)A*-  B^]nn''ABKi+[(n*-iÜ*-lt*']  | 

+  \n'»AB  +  [(n*-l)B*-A^]Knn*AB  +  [in*—l)B*'-A*]Et  ] 

.  :  ••,;  ,  •      ••».'..■  ■    '     A. 

gesetzt  wird,  ,      ,         .     ., 

5 

I  UDgÄ=s-rj|-  ■ 

./  .         ■        l.i    in  •     • 

Leicht  aber  findet  man,  dass 

5  =  (n»-lK/f-if,)(^« +£•)«,      .^      . 

folglich  .        . 

•    •'  '  47)*   '     •■     '      ' 

._o^      (n^'^lKK'-K^KA^  +  B^) 

lang^  -  -  (I  +  KKOiAHß^)  +  n\n^  -  2)(/l  +  BK){A  +  Äüf») 

i«t.  ... 

^-.  iFtU'  die  gleidMeW^^  Hyperbel  ist  ii^-^lr^l,  n^-'Zi^O;-  also: 

48)- tang.a=— I  vy^*,         ..  

00  dass  folglich  in  diesem  Falle  die  Durchmesse»  immer  dieselben 
Winkel  einschfUsn^n  imi«  .di«/Tei|  iboeii  balbiMeiKSehne«^.  ^^^   . . 

^5.  36. 

Wir  wollen  nun  q9ch  die  Parabel  betrachUp. ,  ^ 

Wenn'wieWr  V»  •    '  .\       '     ^     ^ 

j^caj^ifjlit  ..    •    M-.   ."I    .»>..:  t' •    '/ 

die  Gleichung  einer  Schaar  pa|alleler  SeiMen  ist,  so  ist  nach  T|l. 
15*)  die  Gleichung  des  diese  Sehnf«  vhalbirenden  Durchmessm: 
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Nacb-7)t  Jst  in  diesem  Falle«  (gr  n=:l:  <•  v  t 

(1  4-  K*)^ 


¥*  = 


also,  vrie^maii  leicht  findet: 

'  Bexeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Dtri^chschnlthipiinlcts  des 
Uarcbmessers  mit  der  Sehne  durch  u,  «;  so  bab^n  wir  zu  deren 
Bestimmung  die  Gleichungen  : 

v  =  Ku+Lt 

'  1    •  •.    .   .1  ■-•.■•  \     ■  .- 

oder  nach  2):  \  < 

B(i,-f)-'A{v-g)-^^lAf+  %  +  O  =  0* 

ans  den^n  mai^  leicht: 

i,     (Ai-BK)(Äf+Bff  +  Q-i-A(B-AK)u> 
""'—  (B-AK)*  ' 

•       • 
K(A+BK)(Af+.B!j+C)+B(B~-AKyt>r. 
"-9—        ^      -  (B-^AKy*. 

erbSli  .    ;    ., 

Bezeichnen  jetst  f,  9  die  Coordinaten  iea  Darchschnitts> 
pnnkts  des  Durchmessers  mit  der  Parabdl,'  so  mfissen  diescAen 
den  Tolgenden  Gleichungen  genfigen: 

Bifr-fy^AiiBr-g)-^  ^y^{Af'hBg+C)fzO.    . 


oder; 


(Af+Be+Q^=(A^+B^[(ß-nF+(.e-9)*\       . 
B(»r^f)^A{9f-.g)  -'^^:^(Af+Bg+C)a20i      '■ 


Thttt  XXXL  Jl 
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Durch  gehörig«  Entwickeloog  bringt  man  aber  ferner  die  sweite 
Gleichung  leicht  auf  die  Form: 

also,  %veU  nach  der  ersten  Gleielning 

B(f-f)-Me-9)  =  ^^{Af^Bg^C) 
ist,  auf  die  Form : 

ao  daBs  wir  also  jetzt  zur  Bestimmung  von  f'^f  und  0 — g  die 
beiden  folgenden  Gleichungen  des  ersten  Grades  haben: 

B(#-/)-^(«>-»)= jiff  (^+*»+ C)i 

durch  deren  keiner  Schwierigkeit  unterliegende  Auflösung  sich 

«-^= ^(B-AK)* ^^' +  B;?+C) 

•rgiebt 

Beseichnen  wir  die  Entferonng  des  Punktes  {fV)  ron  dem 
Brennpnnkte  {fg)  durch  ^y,  so  ist 

,'.JJ>  =  (>-/^«+(«-5,)«, 
und  folglich  nach  61),  wie  man  leicht  findet: 

«2)  .  .  »•« (b-Ak)* — — ^• 

Nach  50)  und  51)  ist: 

^     \{A-^BK)-K{B-'AKy[{Af-\-Sg-Hr)^'iAiB'^AK)m 
"-'= 2(B-AK)^  ' 

^     { (B-AEHK(A+BK)\(Af+Bg+CmB{B-AK)». 
'"'*'-  liB-AK)* 

undbeaeidinvt  nofe  JTlie  £nt/ernui>g  .des'Punktes  <«i»),  in  wel- 
ehem  der  Durchmesser  die  Sehne  schneidet,  von  dem  Punkte 
iß9),  w  ist 
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i:«=(«-i)»+(t-.0)«, 

also  naeh  B3),  wie  muk  leicbt  BnM: 

^>  ^- — \ icB^T^lT)* 

Dem  Ausdrueke  too  Jf  in  3)  kann  man  auch  cHa  Form 

geben»  so  daas  also  für  ii  =  l 

W==  (il«+iP)  (4/^+^^+ 0|(l+Ä«)  W+Ä^+C)  +  2(Ä--^Ar)iD|, 

folglieh  nach  49) 

55) 

^  (H-ig«)(JHlP)M/'-fri?yfC){(H-g«K^+^H-0+8(ig-^i:M 

ist 

Weil  BBB  oSntbar  hienacb 

'  —  (Ä— ^Ä)« 

^  4(Ä— JA)* 

ist,  w  ist  iweh  52)  und  54): 

lUo  nnter  der  Voraussetzung ,  dass  P,  wie  es  eieDbar  verstattet 
ist,  positiv  aDgenommen  wird: 

») T*=zVX. 

Sind  die  halbirten  Sehnen  der  Directriz  parallel,  so  ist 

alio  nach  62) 

Qod  folglich  nach  VI.  2),  wenn  man  dort  »al  setst,  y=p,  abo 
9  dem  Parameter  der  Parabel  gleich. 

i.  36. 
Die  Gletchnng  des  Dnrcbmessers»  welcher  die  dorch  die  Cleiehung 
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charakterUirte  Scbaar  paralleler  Sehnen  halhlrt,  ist  iiach'$.21.  ia 
Allgemeinen : 

{n*AßK+[(n^—l)A*-B*]\(x- 

+  \n*AB+  [(n»-  1)Ä«- J«]  K](y  ■ 

-i.n*(A  +  Bli)(Af+ß9+C) 

und  trifft  nun  dieser  Durchmesser  den  Kegelschnitt  in  einem  ge- 
wissen Paukte  (sijfi),  so  ist 

{n^ABK-i-[(n*-l)A^-B^]\(x,-/y'^ 

+  ln*AB  +  [(n»-l)B'-A^]KHj,i-9)  C  =  0. 

+  n*(A  +  BK)(AnBg-i.C)  3 

und  folglich,   wenn  man  aus  dieser  Gleichung  K  bestimmt,  wie 
man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

n*A  jAx^  +  gy,  +  Cj  -  i/P+  B^jx^-f) 

Nach  Vllf.  I)  ist  aber  die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (jriyi) 
gelegten  Berührenden  des  Kegelschnitts: 

*~*' n^^Ux,  +Äy,  +  Ö)-^*  +  Ä*)(ft  -g)  ^'-  "'^' 

^woraus  sich«  wenn  man  dies  mit  dem  Vorhergehenden  vergleicht, 
ergiebt,  dass  die  durch  die  Punkte,  in  welchen  der 
Kegelschnitt  von  einem  seiner  Durchmesser  geschnit- 
ten wird,  gelegten  Berührenden  des  Kegelschnitts 
jederzeit  den  von  dem  Durchmesser  halhirten  Sehnen 
parallel  sind.  ' 

X. 

Krümmungskreis. 

§.37. 

Nach  VIII.  2)  ist  die  Gleichung  der  Normale  des  Kegelschnitts 
in  dem  Punkte  (ori^i)  desselben: 

1^  „^„      nWlAx^-i:Bi,,+  C)~(A*+B»)(y,-g)        ; 

oder,  wenn  wir  der  Kfirze  wegen 

,  P=n*B(Axi  +  Bgi  +  C)  - (^«+  Ä«)(y,  ~g). 
2) 


) 

iQ= 


n*AiAxi  +  J?y,  +  0-(A*i-B*)(.x,  -/) 
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P 

und»  indem  wir  den  Bruch    ^   als   eine    Function   ^(x{)    y/ovkx^ 

betrachten, 

3) '.    f(«i)  =  ^ 

setxea:  ,        °  . 

Wir  woUeo  nvn  x^  die  VerSnderung  Jxi  erlcMeo  laitsen,  vr«* 
durch  Xi  in  Xi  -f  ^^i  und  y^  in  yi  -f  ^yi  öbergeht,  so  dass  die 
Coordinaten  Xi-^-^Xi^  yi-f^yi  einen  zweiten  Punict  des  Kegel- 
schnitts bestimmen,  durch  den  wir  eine  zweite  Normale  dessel« 
ben  legen  wollen,  deren  Gleichung  nach  4),  da  t{xx)  in  ^{xi^dxx) 
übergeht, 

ö)   •  •   y— (yi+-^yi)=f(^i+-^^i)U— {a?i  +  -^^i)} 

sein  wird. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts 
der  beiden  durch  die  Gleichungen  4)  und- 6)  charakterisirte»  r^oc* 
malen  durch  a:,  y^  selbst,  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die 
Gleichungen: 

y— yi=f(^i)-(^— «i)» 
y— yi— ^yi  =f(^i  +^^i)(^— ^1  --^^i); 

aus  denen  sich,   wenn  wir 

^/f(:ti)  =  f(^I+^ari)-f(:F,) 

setzen,  leicht 

6) 

'-'»  =  ^) -'    3'-3'»=f(*») ^f(.,)         • 

ergiebt 

Unter  der  .Voraussetzung  nun ,  dass  Jxj  sich  der  Null  nähert, 
also  der  Punkt  (xi-i-Jxif  yi-f  ^yi)  dem  Punkte  (arjyi)  Immer 
Biber  und  nfther  rfickt,  Ifisst  sich  zeigen,  daAs  der  Durcbschaitts- 
ponkt  (xy)  der  beiden  den  Pjunkten  (xiyi)  und  (:r|-fz/a7i,  yj+'^yt) 
eatsprecbenden  Normalen  des  Kegelschnitts  sich  einem  ganz  be- 
stimmten Punkte,  dessen  bloss  von  den  Coordinaten  des  bestimm- 
ten Punktes  (Xiyi)  in  dem  Kegelschnitte  abhängende  Coordinaten 
wir  durch  X,  Y  bezeichnen  wollen,  gewissermassen  als  einer 
Gr&nze  immer  mehr  und  mehr  und,  wenn  man  nur  ^Xi  der  Null 
nahe  genug  kommen  lässt,  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert^ 
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also  nach  6),  immer  unter  der  Voraussetiung,  das«  Jx^ 
etek  der  Null  aSbert,  nach  einer  bekannten  Bezeicbnang 

T) 
JC-»,=Lim -j^ 1,  F-3,i=f(«,).X.In. ^^      ' 

wte  «M.    W«ii  aber,  wena  ^Xt  sich  dei  Ndl  nlibtf»,  offeabu 

Limf[:ri  -|-  '^^i)  *=  f(f i) 
lat>  «4  erhallet  a«f  der  Stelle,  daw 

8)' 

tat«   an4  daaa  ea  also,    am  die  €oordinalen  Xy  F  ao  bestiaameo» 
daravf  ankommt«  die  beiden  Grämen 

Llm^   «od  Lia.4^^ 

zu  entwickeln. 

Was  zunSchst  die  Grfinze 

lietrili«  so  erbellet  aus  der  in  VIIL  entwickelten  Tbeorie  der  Be- 
rfihreoden  auf  der  Stelle  und  ganz  von  selbst,  dass 

oder  nacb  2) 

•> •■<"^=-i 

i«t. 

Es  bleibt  UM  ala*  bloM  aodi  die  EntwldsehiBg  der  CMtoM 

übrig.    Weil  aon  nacb  3) 
ist/  so  ist 
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^    .      P^JP      P      QJP-PJQ 

also 

and  folglich  ofenbar 

^,.    JP      „,.     JQ 

*^^""jir"' w ' 

90  daM  OM  abo  jotit  auf  die  BntwidceluDg  der  beiden  Grlosen 
Lim -2 —   und  Lim-j — 

/MXi  /mX\ 

ankommt. 

Weil  nach  % 

ist,  so  ist 

also  durch  Sobtraction: 

^/P=  ii«B(  J-£/a:j  +  Ä^/^i)  -  (^«  +  Ä«)-^i , 
folglich 

Forner  i«t  nach  2} 

also 

folglich  durch  Subtraction 
abo 

Daher  e^eben  aieb  jetit  die  beiden  folgenden  Formeln;. 
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und  folglich  nach  9): 

oder  ^ 

•■   *  •    ^'^      \nAt*-^BQ  ,,„■«,.«       - 


woraas  sich  leicht 

•*•     -.  :  ---TT— — IT—        — ••• 

folglich   unch  dem  Obigen 

ergiebt. 

Also  ist  DUO  nach  8): 


^   +    D 


P  Q  ^  P 

^''^^~'^'(AF+BK)(P>  +  Qi!)~.n»(AP—B^, 

PQ*  .' 

worans  sich  sogleich 

■*"■*»  ^  (A^  +  B^(P»-i-Q')~nHAP-BQ)*' 
„ (i^-f<y)l? . 
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Deo  Wf  idMsö  Weise  rOllig  bestimititeii  Punkt  (XT)  betrach- 
tet  man  ab  den  Mittelpunkt  eine«  durch  deo  Punkt  (^ijfi)  gellen- 
den Kreises,  welcher  der  Krümmongskreis  des  Kegelschnitts 
f&r  den  Punkt  (ap^yi)  genannt  wird/ und  also  nach  dem  Obigen 
derjenige  Krei^  ist, -welcher  durch  den  Punkt  (xijfi)  des  Kegel- 
schnitts aus  dem  Punkte  der  diesdm  Pimkte  des  K^gdschoitts 
entsprechenden  ^brmaje  desselben  als  Mittelpunkt  beschrieben 
wird,  welchem  sich  die  Durchschnittspunkte  dieser  Normale  «niil 
ihren  benachbarten  Normalen  als  einer.  Grftnse  desto  mehr  und 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nfthem,  wenn  man  diese  letzteren 
Normalen  immer  nSher  und  nSher  bei  der  ersteferi  annimmt,  oder 
derselben  immer  näher  und  daher  rflcken  ISsst  Der  Halbmofiier 
des  Kriimmungskreises  in  dem .  Punkte  (^Ti^i)  heisst  der  dem 
Punkte  («lyi)  en^prechende  K»fimmungshalbmesser  des  Ke- 
gelschmtti  iujid  soll  dqrcb  iS  jbfteichn/et  werden,  .        .  { 

Weil  hiemach  der  Krümmungshalbmesser  R  in  dem  Pui^tte 
(^lyi)  ^1^  Entfernung  des  Punktes  {XF)  von  dem  Punkte  (^i^i) 
ist,  ^o  ist 

also  nach  10): 

,   .  (P*  +  Q*)' 


oder 
12) 


1       {^-t-i^-n*     t»+(P     * 


Weil  nnn  nach  2) 

P  =  ta«l^(.<a:»  +  Äyi  +  O  -  (^+ Ä^  (yi -flf), 
Q=n*A{Axx  -^Byi  +  C)  - (^+Ä«)  («»-/) 
ist,  8«>  ist,  wte  m&D  sogleich  abersieht;  °         '    ,      -^  !  '•     >> 

Ferner  Ist 

#»  +  «» 

•Iso,  wenn  man  i 
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setzt :     . 

•dar 

oder  , 

«der  andh 

/»  +  «■ 

Endlidi  ist 

(/<•+ /?^(/»  + Q«)-j|*(i<P-ÄQ)» 

also  offenbar 

+  [J«i  +  Bgi  +  C~  (4(a:i  -  /)  +  -B(yt  -  ^))]« 

Mgiidi..  vitoB 
ist: 
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AlMbt 

/»-fO» 

-J«+B«*   Af+Bg+C  '*  +  — 2"*  ^/+Ä^f  C  !    , 
tud  folglich  nach  10): 

^  Af+Bg+C  ''^     2     •  Af+Bg+C  '' 

Art+g^..fC        n«-l    JjTi  +  gyt  +  C- 
Pvna  ist  oacb  II) 

^  (3«+2^(J/+ä7FC)      

oder 

15)  '  '  . 

^8ii*(^i +B9t  +  C)»M/'+  Ä^ + C+?^  C^,  +Bmi  +  C) !» 
**"■  i^+B')(Af+Bg+C)*  ^ —• 


Nach  THl.  7)  i»t 


ai«<^,  -1- jgyt + g)  M/^+i>g-f  C4^  ~2— (M  +^  +C)} 

4»+Ä* ^-;; » 

also 

S*— *      •  •   ' 

«Ml  folglicb  nach  15): 

J9»_n*(Af+Bg-^Cy*      iH*(Af+Bg+0*i  ' 
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«lM».<i|i.Hl:oaleh  TL  2) 


=  «P)S 


ist: 
folglich 

**> •  •    *=äi»?' 

eine  lingst  beJceonte  FonneL 


j.  38. 

Die  GldchnDg   der  BerfihreDden   in  dem  Punkte  {ß\yt)  ist 
bekanntlidi 

oder 

Q(«-«,)  +  P(y-y,)  =  0. 

Der  Wvth  von. 

wenn  man  für  d;,  y  respective  /,  g  setzt,  ist 

Qy-«i)+^(y-3fi)    oder  '-Q(sy~f)-P(llx-9)' 
Nun  ist  aber  nach  'dem  Obigen 

=  -»«(.lri+i?yi  +  0«+(^+Ä«){(:t,  -^«+(yi  -flr)«r 
+»«(^/'+Äj7+  C)  (Azi  +i?y,  +  C) 
'     s   n*(Af+Bg+CnAa;t^Bgt  +  C),  ^ 

weil  das  Aggi^at  der  beiden  ersten  Theile  bekanntlich  verschwin- 
det 'Also  ist  nach  dem  in  $.  4.  bewiesenen  Satze  der  Wertb, 
wehshen 

'  !  a(«-*i)  +  P(9—yi) ' 
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erbltt,  wean  man  Ur  xi  y  respecti?«  /^  ff  setist,  posithr  od«t 
oegatiT»  jenacbdem  der  Brennpoekt  (Z^^^)  and' der  Punkt  (^yjt) 
aaf  derselben  Seite  oder  atif  FerschfedeDen  Seiten  der  Directrix 
liegen. 

Der  Werth  von  ;.:.■/ 

wenn  man  (ür\a,  ff  respecltive  die  Coordinaten  JT,»  IT.  des  Mittel« 
pankts  des  Krumniungskreises  setst,  ist  nach  10): 

(P'+Q»)« 

Nach  dem  Obigen. ist. aber 

(i«+ J^  (P*+  (P)  -  nHAP'-BQ)^  =  ft«U«+JP)«  (Af^Bg+  C)*, 
Also  ist  der  Werth,  welehen 

erhält,  wenn  man  (är  x»  y  respective  X,  Y  setzt: 

und  daher  stets  positiv. 

'  Daher  erbalten  wir  jetzt  nach  §.4,  offenbar  den  folgenden  Sats: 
Wenn  der  Brennpunkt  und  der  Punkt  r<a?iyi)  aaf 
einer  Seite  der  Directrix  liegen,,  so  liegen  der  Brenn- 
punkt und  der  Mittelpunkt  des  Krömmungskreises  auf 
einer  Seite  der  Berührenden  in  dem  Punkte  (^i^i)« 

Wenn  der  Brennpunkt  and  der  Punkt  (xiy^)  anf 
Ter«eliteüeiien  Selten  der  Directrix  lie^gien,  so  lic^r 
gen  der  Brennpunkt  and  der  Mittelpunkt  des  Krdm/ 
mangskreises  auf  Tersehledenen  Seiten  der  Berflb- 
renden  in  dem  Punkte  (^lyi). 

Mittelst  einer  ganz  einfachen  Betrachtung  schliesst  man  hier- 
aas auf  der  Stelle/ dass  der.Mittelpunkt'des  Krfimmungs- 
kreises  in  der. Normale  immer  auf  der  concaven  Seite 
des  Kegelschnitts  liegt. 

§.  39. 
Ffir  die  Parabel  Ist  nach  14): 


Ä«  = 


(Ä^+lPHAfi-Bg+Cy 
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Ut  4(be«  V  der  von  <i«iii   Brranpankte  ifg)  HMh  4mi  Pnakt« 
(fttfi)  gBnogeae  Veotor,  so  Ut  nach  V.  2) 


|.._(Ari-|-gyi-fC)« 


Abo  ist 


und  folglich: 

also  nadh  Tf.  2): 

F«        1     ,      _.      «MF«. 

woraus  sich 

17) ä  =  4FY^  c 

ergiebt 

.  FOr  die  Ellipse  und  Hyperbel  ist  nach  J4): 

Beseiehoea  aber  F  und  Fi  die  tob  den  BrennpnokteB  (ff)  and 
(ftffi)  nach  den  Punkte  <Xiyi)  gesogenen  Vectoten»  ao  ist  nach 
V.  1),  13): 


F«: 


n*(Axi+B!fi-K^* 


Also  ist: 
und 
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folglich  < 

Also  ist 

und  weil  nach  VI.  2) 

9S6n*(AHBg+C)* 
''•='' (iH^ßSji 

ist,  80  ist 

*  1«.  *        (Fr,)«_         y« 

Fflr  die  Ellipse  ist 

(FF,)«_         y» 
Ä*     "-256(1— H«)«' 

FFt  VT^  ^  ^ 

und  folglich: 
W)    .    .    .     jg^4(l-n«)FF.j/(l-n')FF.; 

Für  die  Hyperbel  ist 


',f 


- 

(vr,)>         p»  .             , 

■ho 

«Dd  folgUcb: 

R        4{n«-i)yit«-r  . 

'      '    ■ 
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20)  ^_4(»»«^l)rF|  V(n>^l)rF,; 

Auch  i«4:        .     1   . 

Iä'^'"     VaPV  "       '    '  '      * 

::  =*^  V  ~  rar  die  Parabel, 
P        P  ^  P 
|=.4(1  ^it«^^.  ^'  ^^i^n^L.L^  fli,  die  Ellipse. 
-=4(n«-l)-.  ^  V  («*-l)--—  ra«'<'ie  Hyperbel. 

Sind  R,  K  svrel  Krttiiimüng«haibmeMer  ood  V,  F|  uod  F',  F/ 
die  nach  den  betreffcAideD  Punkten  gesogenen  Vectoren,  so  ist 
für  die  Parabel: 

« I^^V^-(^)'- 

lind  für  die  Ellipse  und  Hyperbel  ist: 

^^  '  '  '  if-  v'Vi^y  FT,'  — V^F'^r.v  • 

j  Fflr  die  Ellipse  iat  oach  IV.  20) 


6^ 


und  nach  IV.  18)  uod  TL  2)  offenbar: 

p«=:4(l— Jl»)6«. 

Also  ist  oach  19): 

^ ••«=j^^. 

welche  Formel  auch  für  die  Hyperbel  gilt  und  f;hnt'  eben  so  be- 
wiesen wird.    Es  ist  also  auch  immer 

und  die  GrOsse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  ist 
folglich  hei  der  Ellipse  und  Hyperbel  constant*). 


*)  Beseichnet  man  den  Fl&chftnifthalt  der  fillipae  dnrr.h  £,    ao  ist 
anderweitig  bekannt,   data 
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ML 

OiscossioB    der   allgemeinen    Gleichung    des    zweiten 
Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  GrOsseo. 

§.  40. 

Die 'Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränder- 
lichen GrSssen  hat  im  Allgemeinen  die  Form 

1)  .    .    .     aa:«+A^  +  2cary  +  2ilr  +  2«y  +  f=0. 

Um  diese  Gleichung  zu  discntireo»  d.  h.  zu  untersuchen»,  welche 
wesentlich  von  einander  verschiedeneu  Curven  durch  dieselbe 
dargestellt  werden,  wollen  wir  sie  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
der  Kegelschnitte»  nämlich,  wenn  n  die  Charakteristik  und 

die  Gleichung  der  Directriz  ist,  die  Coordinaten  des  Brennpunkts 
jetzt  aber  durch  X^  Y  bezeichnet  werden ,  mit  der  Gleichung 

2)  ««(^a:  +  l?y+0*=(i<*  +  Ä«)l(^-^)*+(y-F)»l 
vergleichen. 

Nach  gehöriger  Entwickelong  bringt  m{m  diese  letztere  Glei- 
chung leicht  auf  die  Form : 

3) 

+2lJi«JBC+(il«+  Ä«)  Y]y      .        ^  ^^' 

und  erhält  nun  durch  Vergleichung  dieser  Gleichung  mit  der  Glei- 
chung 1}  zur  Bestimmung  von  n,  4»  Bp  Cy  X,  Y  aus  a,  6,  e, 
d,  e,  (  die  beiden  folgenden  Gruppen  von  Gleichungen : 

(n«-l)il»— il«=a. 

4) {    (n«-l)Ä*-i<«=6, 

jiMÄ  =  c 


E^abn 
Ml;   alto  iat  nach  dem  Obigen  aach 

TlieUXXXI.  ]2 
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und 

(    «•C*-(il«+iP)(-P+F«)=f; 

wobei  man  m  beaehten  hat,  da^a  die  erate  Grappe  irnr  die  on- 
bekaonteo  OrSaaen  n,  A,  B%  die  aweite,  nachdem  diene  malie- 
kannten  Gröaaen  mittelat  der  enten  Grappe  yen  GleklMingen  bc* 
atimmt  worden  aind,  nnr  die  .unbekannten  Groaaen  C,  Ä,  F 
entbilt,  ao  daaa  wir  alao  jede  dieser  beiden  Grappen  von  Giei- 
cbongen  fSr  aich  xa  behandeln  haben,  woan  wir  jetat  llbergeheB 
trollen  *). 


*)  lieber  die  Gleiehnngeo 

^      («•-l)il*  — i5P»  =  ö, 
(«•  — 1)Ä*  — i*  =  ^ 
n*AB  =  c 

kann  man  beilänlig  Folgende«  bemerken. 

Wenn  man  ao«  den  beiden  ersten  Gleichungen   lueret  ßy    dan«  i 
ellminfirt',    «o  erbUt  man: 

(«•—l)«Ä*  — Ä«=(»*—l)*+ö; 
aUo  : 

«•(«•— 2)  Ä* =(»«  -  I)ä+ö; 
folglieh 

und  daher  wegen  der  dritten  Gleichong  t 

oder 

woran«  «ich  ferner  leieht 

ergiebt. 

Schreibt  man  aber  dle«e  Gleichong  nnter  der  Form 

und  siebt  anf  beiden  Selten  »^*  ab«  eo  wird  dieeelbe: 
„4  (aö  -  c*) =-,f(««  - 1)  I  («-  dy + 4r» }, 
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$.  41. 
Um  die  GleicbaDgeo 

in  Bemag  waS  n,  A,  B  als  ODbekaDofe  Grd^sen  aafzalOseo«  aefee 


!i»*-1äii,     also;    M^afi^l, 
80  werden  die  Gleichimgeti  6) : 

(tt+l>(o+i0)(t>-.t0)  =  c; 
ibo: 

I(ii-l)fr«  +  io»)+2(«+I)fw=:a, 
*     (ti+l)(«»--»«)=c; 
woraus  ferner 


oder 


o^-r^Ä- 21^1(0^^)14, 4^1, 


c«-a*=2L-l|(a-*).+4^, 


wdrtoa  naa  tchliestl,  daM  fiir 

retpective 

Oder 

«<l,     l|=:l,     ||>1 


12* 
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|2(ie-l)(i>«  +  w«)  =  «+ft» 
(tt  +  l)(t«-te*)  =  c 
folgt.    Drückt  man  aber  diese  Gteiciran^en  auf  folgende  Art  asff : 
j  2u(c«+to»)  =  a  +  6  +  2(e»  +  ta«). 

und 

i4(tf*f  I)vto  =  er  — 6, 
2(tt  +  l)(i^-tc*>=2c; 

so  erhält  man  durch  Division  zur  Bestimmung  von  o,  to  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen; 

1e^4tg«       g+64-2(e»H-fP*) 
iilT«^—    2c— 2(ü»— «•)   * 
2pfo     a — o 

Um  diese  Bestimmung  von  v,  w  mit  möglichster  Leichtigkeit 
auszufahren,  setze  man: 

14) vsslZcosip,    tö=zRAnip\ 

wo  R  eine  positive  Grösse  sein  soll;   so  ist 

ü*— to*  =  iPcos29, 
2oio=fi*sin29y; 
nnd  die  Gleichungen  13)  werden  also: 

^  a  +  6+2Ä* 


1 


■•*-*-2(c-««co.29)' 


16)    -  .  ^_^ 

woraus  man  zur  Bestimmung  der  beiden  unbekannten  GrOssen 
9»,  R  leicht  diö  folgenden  Formeln  erhfilt: 


17) 


a—b 
tang29  =  -2^. 


*=*V  SS2^ — T« 
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nod  sur  Berecbnang  voo  «  und  w  bat  man  Dach  14)  die  Forrnelo: 


.   ]                   co<iy4/'2c  —  (q  +  ^)cofi2y 
18)    ,     .      ^  «=-2^V  S5i2r ' 

j  sjpy^/  2c— (tt  +  6)cas2y, 

also  xar  Berechnung  vod  il,  J9  oach  7),  weil 

eo89>-f  sin  9»=:  010(900—99) -f  sin  9»  = ^-^g — ^^^^ 

.   ^nnn       N       .           2sin{450— 9») 
CO09— 8in9>=:8in(9lr'  — 9») — 8109)  = —x — •— 

ist,  die  Formeln: 


tang29i  =  -^^  1 


1») 


oder: 


_  co8(45<^— y)  A  rSc  —  (g  -f  6)coa2y 
"*""         V2         f  cos  29) 

^ _  sin (450—  y) aTSc -(a+b) cos 2y 
V2         \  cos2y 


*»ng29^  =  ^* 


Mach  18)  ist  offenbar 
.     _•     cos29  2c— (o-f  6)co829>       2c— (a+*)co82y 

V    "  ■  10*25:  — 5 —  •  A  — -  j  > 

4  COS  29  4 


und  nach  10)  and  7)  ist 

aUo  nach  ilem  Vorhergehenden 


.  c 
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Vorzflglich  kommt  es  nun  darauf  an,  zu  unterfucheo»  unter 
welchen  Bedingangeo  die  vorbergehende.o  Fonnelo  ^  n,  A.,  Mi 
reelle  Werthe  liefern,  wozu  wir  jiitzt  übergehen  wollen. 


{.  49. 
Zuerst  bemerken  wir  Folgendes. 
Aus 

4e  < 


2c  —  (o + 6)  cos29  ^ 

folgt  nach  und  nach: 

Ac  "^ 

2c-(a  +  6)cos2g)""'^®' 

2c  +  (o+6)cos2y^Q 
2c-(a+6)cos2v> 

{2c-Ka  +  6)cos2yH2c— (g+6)cos2y|  < 
|8c— (a+*)co«99»l{2i?— (a+^)cos29|  ^"' 

4c«  --  (g  +  6)«cos2y«  £  ^ 
{2c— (o+6)cos2^|«^"' 

4c« — (fl  +  6)«cos2g)*=  0; 
also,  weil  nach  90) 

22)   .   .     coaa^=:  1^.  J.g^«  « ^iTi:^!? 
ist: 

4c«t(o— 6)«+4c«— (a+6)«>  =0, 

> 

c»(c»— o6)=0; 
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folglich»  noter  der  Votauasetsong,  dass  c  olcht  verschwindet: 

Wenn  also  c  nicht  verachwindet,  so  sind  mit  gehöriger  Be- 
ziehung der  oberen»  mittleren  und  unteren  Zeichen  auT  einander 
die  Bedingungen 

•der 

c»-aÄ  =  0,    »»=1 
>  > 

immer  nigleicb  erfall^ 

§.  43. 
Femer  bemerken  wir,  daM  aus 

.  (o-6)«  +  4c«=(o+6)« 

nwh  gehöriger  Entwickelung  der  Qiudrate  auf  der  Stelle 

4(<J»— o*)=0. 


> 

folgt,  80  dass  folglieh  ndt  gehöriger  Beziehung  der  oberen,  mitt- 
leren und  unteren  Zeichen  auf  einander  die  Bedingungen 

c>.a6=0,    (»-6)«+4c*=(a+4)« 
>  > 

oder 

e*— a6=0,    V  (o— *)«+  4c*= val.  abs.  (a-f  6) 
>  > 

jeleaeit  lugleich  Statt  linden  oder  erfüllt  eiad. 
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J.  44. 
Aus  22)  folgt : 

23)    ...    .      co«29  =  ±-^^=^^^, 

V(a  — Ä)*  +  4c* 
also 


2c-  (a+6)^s2^  =  1c  VT^^^M+W  (-  +  6) 


24) 


V(o-6)«  +  4<!« 
enn  c=i 

2V(a— 6)«-f4c« 


und  folglich,  iodem  ivir  deo  Fall,  wenn  c=0  ist,  fflr'B  Erste  gaax 
bei  Seite  setzen,  nach  21) : 


V"(a— 6)«  + 4J«T  («  +  *)" 
Weil  ferner 

2c-(a4-fe)cog2<p  ^     2c 

cos  29  —  co829~^"^^'*^ 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen : 

oder : 

2«)     ^^=^^^=±tV(^^=Ä)^+lF.T(«+6)l. 
Aus  den  Formeln 

tang2,,=  ?^,    cos29>=±^^^|=-= 
folgt: 

26)    ...    .       sin2q)  =  ±-7r=^^i=r, 

natfirlich  Immer  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander. 

Den  Winltel  29  wollen  wir  im  Folgenden  immer  xwischen  0 
und  360®  nehmen. 

§.  4Ö. 

Indem  wir,  wie  schon  erinnert,  den  Fall,  wenn  c=0,iat»  l&r's 
Erste  ganz  bei  Seite  setzen,  unterscheiden  wir  nun  die  folgenden  Fälle. 
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Weil  bekaDDdich 


V(a— Ä)*  +  4c»>val.  ab«,  (a+6) 

ist,  so  iiefern  iu  4^f  Formel  24)  beide  Zeichen  fflr  n*  positive 
Werthe.  Dagegen  liefert  In  der  Fonnel  25)  nur  das  obere  Zeichen 
fttr  die  Grosse 

'    ^^ — (a  +  6)<;o82y 
cos  29 

einen  positiven  Werth;  and  da  diese  Gr5sse  nothwendig  positiv 
«ein  muss,  wenn  die  Gr58sen  A  und  B  in  19)  reell  sein  sollen» 
so  kaoD  man  In  unseren  obigen  Formeln  nur  die  oberen  Zeichen 
nehmen.    Man  muss  also 

o  2c  .   „  «-& 

cos  29  s    r  ==^    sm2g?=    ^ 

setaeo,  durch  fvelche  Formeln  der  zwischen  0  und  Wlfi  liegende 
Winkel  2^  vollkommen  bestimmt  ist  D'ass  dann  aber  auch  die 
Grusseo  n^  A,  B  reell  und  vollkommen  bestimmt  sind,  und  dass 
fi>l  ist»  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst. 

II.    c*-«6  =  0,    also  n*=:\. 

f 
W^il  c*=a6  ist,  so  ist  ab  positiv»  und  a  und  h  haben  daher 
gleiche  Vorzeichen.    Sind  nun  a  und  b  beide  positiv»  und  ist  also 
auch  a-|-6  positiv»   so  kann  man»    weil 


V(a-Ä)*+4c«=a  +  6 

ist,  in  der  Formel  24)  nur  das  untere  Zeichen  nehmen»  weil  das 
obere  für  n*  das  S3rmbol  des  Unendlichen  liefern  wOrde.  Sind 
^Agcg^D  O'  und  b  beide  negativ,  und  ist  aUo  auch  a-|-6  negativ» 
80  kann  man»  weil  , 

V(a— 6)«+4c«=  val.  abs.  (a  +  6) 

ist»  in  der  Formel  24)  nur  das  obere  Zeichen  nehmen»  weil  das 
ttDtere  (lOr  n*  das  Symbol  des  Cnendlichen  liefern  würde.  Wenn 
nao  aber  a  und  b  beide  positiv  sind»  so  liefert  in  der  Formel 25) 
das  untere  Zeichen  für 

2c— (0+6)  cos  2y 
cos29 

einen  negativen  Werth»  ffir  A  und  B  also  imaginäre  Werthe»  was 
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sich  mit  dem  Obigen  nicht  vereinigen  läcet  .Weoo  dagegen  a 
and  6  beide  negativ  sind»  so  liefert  in  der  Formel. 26)  das  oben 
Zeichen  flBr 

2c^(a+6)cos2y 

0082^ 

einen  positiven  Werth,  fiSr  A  und  B  also  reelle  Wertbe,  was  m\ 
dem  Obigen  sehr  wohl  zu  vereinigen  ist.  Nun  ist  es  aber  offen- 
bar verstattet,  anzunehmen,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  die 
gleiche  Vorseichen  habenden  Coefficienten  o  und  6  In  der  Gleichung 

<M?*+4»' +2cay  +  2ite+ 2iry  +  f =^0 

beide  negativ  sind,  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wire»  und 
also  a  und  b  beide  positiv  wären,  man  die  vorstehende  Gleichung 
bloss  unter  der  Form 

—  ao!*— 4y«-2cary— 2cfcr— 2ey  -  f'=0 

zu  schreiben  brauchte,  wo  nun  die  Coefficienten  von  sfl  und  jf* 
beide  negativ  w&ren."  Unter  der  immer  verstatteten  Voraasaetzung 
also,  dass  a  und  b  beide  negativ  sind,  muss  man  in  allen  unse- 
ren oirfgen  Formeln  wieder  die  oberen  Zeichen  nehmen.  Man 
muss  also  wieder 

setzen»  durch  welche  Formeln  der  zwischen  0  und  360^  liegende 
Winkel  2^  vollkommen  bestimmt  ist.  Dass  dann  aber  auch  die 
GrSssen  n,  A,  B  reell  und  vollkommen  bestimmt  sind,  und  dass 
n=l  ist,   versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst 


ilL    c«— a6<0,  also  »•<l. 

Weil  ii6>c*,  folglich  oA  positiv  ist,  so  haben  a  und  b  wie* 
der  gleiche  Vorzeichen.  Sind  a  und  b  beide  positiv,  imd  ist 
also  audi  a-k-b  positiv,  so  liefert,  weil 

ist^  in  der  Formel  24)  nur  das  untere  Zeichen  (Ar  n*  einen  posi- 
tiven Werth.  Sind  dagegen  a  und  6  beide  negativ,  und  ist  also 
audi  a-|-6  negativ,  so  liefert,  weil 


V(a-6)«  +  4<^  <  val.  abs.  (a  +  b) 
ist,  in  der  Formel  3i)  nar  das  obere  Zejchen  Sir  n»  einen  poei- 
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tiren  Werth.  Wenn  nun  aber  a  nod  b  beide  positiv  sind,  so 
liefert  In  der  Formei  26)  das  mitsrf  Zeiclien  ffir 

2c— (e-f  6)co8!2y 
cös^ 

eisen  negativeir  Werth,  flir  Ä  und  B  also  imagisärb  Wertbe» 
was  mit  dem  Obigen  nicht  za  vereinigen  ist.  Wenn  dagegen  a 
und  b  beide  negativ  sind,  so  liefert  in  der  Formel  25)  das  obere 
Zeicheo  Ar  ^ 

2e^(a-f  ft)c6s2y 
cos  2^ 

einen  positiven  Werth,  fllr  A  nnd  B  also  reelle  Werthe,  was 
sieb  mit  dem  Obigen  sehr  wohl  vereinigen  liest.  Da  es  nnn 
aber  nach  il.  vecslaitet  ist,  die  Ceeffieienten  «  end  b  in  diesem 
Falle  lieide  als  negativ  aasonehmen,  so  wird  man  unter  dieses 
Vommsetang  in  aDen  unseren  obigen  Formeln  die  oberen  Zel« 
eben  nehmen»  md 


o  2c  .  ^  ^—6 

cos2y  =  ^  .  ■  ■■  ^ -    ,=r^»    sinjflpr- 


•etaesi  dwch  fvelche  Formeln  der  «irischen  0  «nd  300^  liegende 
Winkel  %p  vellkonuMen  bestimmt  Ist.  Dass  dam  aber-anch  die 
Grossen  n,  A,  B  reell  und  vollkommeB  bestimmt  sind«  nnd  dass 
s<l  ist,  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst  ^ 

Hieraus  ergie|»t  sich  nun  im  Allgemeinen  das  folgende  Resaltat : 

Wenn  e  nicht  verschwindet,  so  ist  fhr 

€•— a6>0,    c«— a6  =  0,    c*— ii*<0 

reepective 

it>l,    »=1,    tt<l 

nod  der  swischen  0  und  3Q0^  liegende  Winkel  2g>  ist  immer  mittelst 
der  Formeln 

27)  ceetoea    >jm-m ,    sin2q>3^    ,     ,  i 

xn  bestimmen,  wenn  nur,  wie  man  jederzeit  anzunehmen  berechtigt 
tat,  im  zweiten  und  dritten  Falle  die  Ceeffieienten  a  und  6  beide 
negativ  sind,  wogegen  im  ersten  Falle  diese  Ceeffieienten  beide 
gaos  beliebige  Vorseichen  haben  kdnnen.  Die  Grössen  n,  A,  B 
werden  In  allen  Fällen  mittelst  der  Formeln : 
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bestimmt 

Von  dem  Falle»  wenn  e=0  ist»  wird  späterhin  die  Rede  seio. 

{•  46. 

Wenn  wir  jetst  den  Anfang  der  Coordinaten  In  einen  darch 
die  primitiven  Coordinaten  p,  q  bestimmten  Punkt  {pq)  yeriegen, 
dnd  diesen  Pnnlct  als  Anfang  eines  neuen»  dem  primitiven  Systeme 
parallelen  Coordinatensystems  annebmeo,  so  mfissen  wir,  um  lu 
diesem  neuen  Goordinatensysteme  dbersugeben.  In  der  Gleichung 

aar*+6y«+2cary +2Air  +  2«y  +  f=0 

tfir  9i  y  respective  p-^x,  9  +  y  setzen»  indem  wir  der  Künt 
wegen  die  Coordioatenin  dem  neuen  oder  secundären  Systeme  wie- 
der durch  jr»  y  bezeichnen.  Dadurch  wird  yorstehende  Gleichuag 
nach  gehöriger  Entwickeinng : 

+  2(«p  +  cflr  +  cOa:  +  2(cp  +  6^  +  e)y  1=0. 

i-ap^  +  kq^  +  icpq-i'idp  +  ^q-i'f  ) 

Bestimmen  wir  nun  den  Punkt  (pq)  so»  dass  seine  primitiven 
Coordinaten  p,  q  den  Gleichungen 

ap  +  cq-^d^O, 
cp-t-bq  +  e  z=:0 

genügen»  so  erhalten  wir  ans  diesen  beideq  Gleichungen  durch 
Elimination  von  q  und  p  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 


(c*— aÄ)p  +  ce-Äd=0, 


also: 
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welche  FornelB  aber  Ott  p  und  q  ner  so  laoi^e  endlie^e  vSlIig 
beaümmte  Werthe  liefern»  so  lange  c*  — «6  nicht  verschwindet« 
Weil 

ap^-t-b^-t-  2cpq  +  2dp -i^  2eq  +  f 

also  nach  dem  Obigen 

ap^  +  bq^+2cpq+2dp't-2eq  +  f=dp  +  eq  +  i 

ist,   so  erhalten  wir  ffir  die  GrSsse 

a/i«+ 6^  +  2cp^  +9dp +2eq+t 
oder 

dp  +  eq-i-  f , 

wenn  wir  die  obigen  Wertbe  von  p  und  q  in  diese  letitere  Grösse 
eioffinren,  leicht  den  folgenden  Aasdruck: 

und  es  ergiebt  sich  nun»  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

setzen,    der  folgende  Satz: 

Wenn  c* — ab  nicht  verschwindet,  so  Iftsst  sich  die 
illgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen 
zwei  veränderlichen  GrOssen  immer  durch  eine  blosse 
pirallele  Fortrückung  des  Coerdinatensystems  auf 
die  Form 

«a?«  +  fty«  +  2cary+w=0 

bringen,  so  dass  wir  also  unter  der  Voraussetzung, 
dass  cf^-^ab  nicht  verschwindet,  die  allgemeine  Glei- 
chung des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderli- 
chen GrCssen  auch  immer  bloss  unter  dieser  Form  zu 
betrachten  brauchen. 

§.  47. 
Wir  wollen  nun  zu  der  AunSsung  der  drei  Gleichungen 
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afc<igeh€iD,  and  mtarscbetden  dabei»  indem  wir,  wto  «ekon  crlo- 
■ert,  dM  Fall,  wmd  «s=0  ist,  Mr'#  Erste  bei  Seife  «etsen,  wie- 
der die  drei  folgenden  Fälle. 

L    e«-<aft>0,    Ji>l. 

In  diesem  Falle  iat  ea  nach  dem  yorbergebeaden  Paimgraphen 
veratattet, 

i2=:0,    es=0,    r=» 

au  aetaen,  wodorch  die  Gleichungen  31)  die  folgende  Form  er- 
halten : 

ft*C«— (ii«  +  /»•)(2C«+  F») «  «• 
Aua  den  beiden  ersten  Gleicbtfngen  folgt) 


also 


ood  folglieh  vermOge  der  dritten  Gleichung: 

Daher  haben  wir  aur  Bestimmung  von  C,  it  Y  die  Formeln: 


33) 


Sollen  diese  Formeln  flk  C>  JT,  F  reelle  Werthe  Uefem»  mo  muss 
•  nefpitiv  sein.  Daaa  dlea  aber  der  Fall  aei,  iat  jederaeit  anzu- 
nehmen verstattet;  denn  nach  $.  45.  können  im  Torliegenden  Falle 
a  und  b  gaos  beliebige  Grtosen  sein,  und  wenn  in  der  GleicboDg 

das  letate  Glied  •  positiv  w&re,  bo  brauchte  man  die  .gegebene 
Gieicbn« 

«ur«  f  fiy*  +  2ciy -f  2dLr +%  +  f  =  0 

der  Cnrve  bloaa  unter  der  Fem 
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la  «cbfeib^n»  oder»  wm  Dasselbe  Ist,  im  Oblgeo  l&r  «»  öf  c»  df 
e,  f  respeeihre  -^«i  «-6«  --c«  «^ct,  — ^tf,  -»f  m  setieii,  wedarni 
nach  30) 

ae*+6iP  +  fc»— a6f— 2crfg 

werdeo^  also  e»  offenlNir  noD  eineo  Degali?en  Werth  annehmen 
wfirde. 

Df«  Oeerdtaate»  X,  T  vrerden  aoendlkb»  weon 

ist.    Da  aber  diese  Gleichung  in  die  beiden  Gleichungen 

MtffkUt,  so  nBsBte  wegen  der  Gieichnng 

n^AB=:c 

In  6)  offenliar  c=0  sein,  welcher  Fall  von  ans  ausgeschlossen 
worden  ist    Also  kann  nicht 

sein,  und  Jl»  F  werden  daher  nicht  unendlich. 
Wenn  m^O  ist,   so  liefern  die  Formeln  33): 
C=0,    -X=0,     F=0, 
wovon  nachher  w^er  die  Rede  sein  wird. 

Wenn  »^0  ist,  ist  nach  30),  well  o«— afr>0  ist.  mit  Be- 
siehuDg  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 


ae>  -f  bd^+dfl^abt-^^cde  ^  0; 


und  weil  fli>l  ist,  überhaupt  aber  n,  A,  B,  C,  X,  T  endliche 
v9llig  1»estimmte  reelle  Grössen  sind,  so  ist  im  vorliegenden  Falle 
ofenliar  die  Curve  im  Allgemeinen  eine  Hyperbel,  worin  auch  die 
doppelten  Zeichen  in  den  Formeln  33f)  ihre  unmittelbare  Erklärung 
finden,  weil  die  Hyperliel  belcanntlich  zwei  Directrixen  und  awei 
Brennpunkte  hat  Wenn  »  =  0  und  wie  verlier  c* — a6>0  Ist, 
80  ist  nach  30) 

ae«  -^M^-k  fo»-aftr— 3orfe  srO, 

lud  es  ist  wie  frfiher  fi>l,  und  n,  A^  Ü,  C,  X^  Y  sind  Ober- 
haupt endliche  volHg  bestimmte  reelle  GrGssen.     Weil  aber  in 
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diesem  FaUe  nach  dem  Obigen  C  =  0,  JTsO»  FsO,  abo  die 
Gletcbnng  der  Directrix  im  zweiten  Goordinatensyeteme 

ist'»  wodurch  eine  darch  den  Punkt  {pq)  gehende  Gerade  cfaarak- 
teriairt  wird,  und  weil  mit  dem  Punkte  {pq)  auch  der  im  sweilen 
Coordinatensystem  durch  die  Coordinaten  jr=0,  F=:0  besümmte 
Punkt  zuaammenßiilt ;  so  erhellet  mittelst  einer  ganz  eiofachea 
geometrischen  Betrachtung  auf  der  Stelle^  dass  im  yorliegenden 
Falle  die  Hyperbel  in  ein  System  zweier  durch  den  Punkt  {pq) 
gehender  gerader  Linien  degenerirt,  wie  dies  aus  dem  allgemei- 
nen Begriffe  der  Kegelschnitte  in  §.  h  sogleich  folgt«  weil  hier 
der  Brennpunkt  in  der  Directrix  liegt  und  die  Charakteristik  gros- 
ser als  die  Einheit  ist. 

Deberhaupt  brgiebt  sich  aus  dem   Vorhergehenden   das   fol- 
gende Resultat: 

Wenn  c  nicht  yerschwindet  und 

c»  -  a6  >  0 

ist»  so  stellt  die  Gleichung 

««•+*y*+2ca?y +2Ar+ 2ey  +  f = 0 

eine  Hyperbel  oder  ein  System  zweier  sich  schneidenden  gera- 
den Linien  dar,  jenachdem 

ae«  +  6iP+ fc«—  a6f — 2ef2e  ^0  • 

oder 

a«!»  +  6rf»  +  fc«  —  a6f  -  2eife  =  0 
ist 

IL    c«  — a6=:0,    11=1. 

In  diesem  Falle  nehmen  die  Gleichungen  31)    die  folgende, 
nftmlich  ihre  ursprüngliche  Gestalt  an: 

ÄC+(J*  +  2?«)F=e, 

Aus  den   beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 
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also: 

r.a.F.     ^^^e*-'i{dA^eB)C^(A»^B*)C* 
A*+F»=.- ^ (^+>)^ T '■ 

woraus  sich 

folglich  nach  dem  Obigen 

2(d^  +  eg)C-(d»-fe«)^ 

ergiebig  00  dass  man  also  xnr  fieatimmuog  Ton  C,  X,  T  die 
folgenden  Formeln  hat: 

36)    - 

^""       )l(dA-^eB)       '     ^""i4«  +  /l«'     ^  — il«+fi*' 

Da89  nicht 

A^+B*=0 

Min  kann,  .ergiebt  sich  unter  der  Voraussetzung ,  dass  e  nicht 
verschwindet,  wie  in  L,  und  die  vorstehenden  Formeln  liefern 
also  fBr  C>  J[,  Fso  lange  endliche  vüII%  bestimmte  reelle  Werthe» 
80  lange  nicht 

dA-i-eB  =  0 

ist,  so  dass  wir  also  diesen  letzteren  Fall  jetzt  besonders  betrach- 
ten müssen. 

Zuvorderst  wissen  wir  ans  §.  45.,  dass  aund  b  negative  Gros- 
sen sind»  und,  weil  it  =  l  ist,   so  sind  die  Gleichungen  6): 

2<«  =  — 6,    B^=^a,    AB^c, 

Also  ist,  jenachdem  c  positiv  oder  negtftiv  ist,  .mit  Beziehung  der 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander : 

ilssJbV^,  fi=±V^  oder  ^=±V^i:6,  ^rz^V-Ti. 
Wegen  der  Gleichung 

dA\eB-^ 
ist  also,   wenn  e  positiv  is]t: 

and  wenn  e  negativ  ist,   so  ist 
Tktll  XXXI.  13 
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Wenn  mao  aUo  im  Folgenden   immer  die  oberen  o4er  ontereo 
Zeichen  nimmt /jenaehdem  c  positiv  oder  negativ  ist,  ao  iat: 

folglich : 

V— a  V — o 

und  die  lu  disentirende  Gleichung 

ISsat  sich  also  unter  einer  der  beiden  folgenden  Formen : 


oder 

aTZT^ 

also  unter  einer  der  beiden  folgenden  Formen: 

(*V^TSfV^)»±^~(arV^TyV^)-f=:0 
darstellen.    Da  sich  diese  beiden  Gleichungen  in  Besug  auf 

als  nnbelcannte  6r5sse  wie  qnadratische  Gleichungen  auflSsso 
lassen»  so  ist  klar,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  zu  discutirende 
Gleichung  im  Allgemeinen  swei  parallele  gerade  Linien,  die  aber 
auch  zusammenfallen  kSnnen,  darstellti  oder  gar  keine  geome- 
trische Bedeutung  hat,  jenacbdem  die  Wurzeln  der  obigen  qua- 
dratischen Gleichungen  reell  oder  imaginär  aind. 
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Im  AllgeneiiieD  orgiebt  sieb  hieraus  das  folgeode  Resultat: 
Weon  c  nicbt  ?erschwindet  iiod 

ist,  so  stellt  die  Gleiehong 

in  welcher  wb,  wie  es  verstattet  ist,  a  and  b  als  negativ  aaneh- 
mea,  fknm  Parabel  dar,  wenn  nicbt 


dA^eB=zO 
ist    Wenn  aber 

Ut,  so  stellt  die  obige  Gleicbang  xwei  parallele  gerade  Linien, 
die  aneh  snsanmenlallen  kennen,  dar,  oder  hat  gar  keine  g^o* 
metrische  Bedantang,  jenachdem  die  Warseh  der  quadratischen 
GMchongen 

in  denen  man  die  ohisren  ödes  unteren  Zeichen  nehmen  muss, 
jeoacbdem  c  positiv  oder  negatir  ist,  reell  oder  imaginär  sind. 


III.    c>-aft<0,    11  <1. 
In  Aesea  Falle  ist  es  wieder  verstattet,  in  den  Gleichungen  31) 

a  setsen,  wodnrcli.  dieselben  die  feigende  Gestalt  erbalten: 

ii«i?C+(J«  +  /?*)F=0, 
wd  guis  wie  in  1.  erhalten  wir  aus  diesen  Gleichungen : 


n*AC       __       n*BC 
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Sollen  diese  Formeln  fitir  C/Ä,  FreelleWertheKeferD'ySomiiss 
o>  positiv  seiti,  wobei  wohl  kaum  noch  besonders  erinnert  za  wer- 
den braucht,  dass  in  diesem  Falle  a  und  h  als  negativ  vorausge- 
setzt werden.    Dass  nicht 

sein»  und  also  X  und  F  nicht  unendlich  werden  können,  wird  ganz 
wie  in  L  bewiesen. 

Wir  woHen  nun  den  Fall  betrachten»  wenn  o»  negativ  oder 
o>  <  0  ist.    Weil  die  gegebene  Gleichung 

aar«+  h^  +  2cary  f  co  =  0 
ist,  so  ist 

Hieraus  erbellet  zuvQrderst,  dass  keine  der  beiden  GrSssen  x^  \ 
verschwinden  kann;   denn  verschwände  etwa  y,  so  wftre 

öir*=  — HD, 

folglich  O.T*  positiv,  was  ungereimt  ist,  weil  a  negativ  ist.  Fer 
ner  erhellet  aus  der  obigen  Gleichung,   dass 

folglich 

ist.  Weil  —  oj?*  — 6y*  eine  positive  Grosse  ist»  so  ist  auck 
Icxy  eine  positive  Grösse,  und  c  und  xy  haben  daher  immer 
gleiche  .Vorzeichen»  weshalb  wir 

s  setzen,  und  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen  wollen»  je- 
nachdem  das  nicht  verschwindende  c  positiv  oder  negativ  ist,  wo 
dann  dt  c  und  db  x\f  stets  positive  Grossen  sind.  Weil  nun 
c*  — a6<0  ist,  so  ist  a6>c*,  also  Va6  >dhc»  und  folglich  nach 
dem  Obigen  ±2^:»  Vö4>  —  o»*— *y*  oder 

-  aar«  - fty'TÄry  Va6  <  0, 
oder 

also 
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was  angereimt  ist«  insofern  x  und  y  reelle  Grössen  sein  sollen. 
Also  hat  im  vorliegenden  Falle  die  zu  discutirende  Gleichung  gar 
keine  geometrische  Bedeutung. 

Ffir  0  =  0  ist 

oder 

2c^^=: — aa?*— 6y*, 
oder  wie  vorher 

2(±c)(±a:y)  =  ~iw«-^* 

Nun  ist  aber  ^ISy^c,  also 

db  2a:y  VoÄ  ='—  oa:«  —  6y* 
oder 

db  2ary  VoA  >  —  <w*— 6y«, 
also 

oder 

-aar«— Vl'2a»V^<0, 
also 

{xSr^Ty>r^)^—9   oder  (^V^TyV'^)«<0, 

jenachdem  eine  oder  keine  der  beiden  Grössen  ar»  y  versch win- 
det   Da  .das 'Letztere  ungereimt  ist,  so  bleibt  bloss  die  Gleichung 

(arV=^TyV^)«  =  0   oder   a?V^=^Ty V^=^  =  0, 

welche  der  Voraussetzung  entspricht,  dass  eine  der  beiden  Grös- 
sen a?,  y  verschwindet  Dann  verschwindet  aber  vermöge  dieser 
Gleichung  auch  die  andere  der  beiden  Grössen  x^  y,  da  keine 
der  beiden  Grössen  a,  b  verschwindet,  weil  ab'^c^  Ist,  und  c 
nicht  verschwindet    Hieraus  ergiebt  sich ,  dass  die  Gleichung 

aar*  +  6y*  +  2cary  =  0 , 

ODter  Voraussetzung  reeller  Werthe  von  x  und  y,  nur  erfüllt  wird, 
wenn  x  und  y  beide  verschwinden,  so  dass  also  in  diesem  Falle 
die  SU  discutirende  Gleichung  bloss  den  Punkt  (pq)  darstellt 

Ceberlegt  man  nun»  dass,  weil 

c«-a6<0 
ist,  nach  30) ,  wenn 
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io>0,    <»<0,    01=0 
ist,  respefitive 

«e«+6i^  +  fc*— ö6f— 2cde<0, 

ae«  +  6d«+ fc«— «6f— 2cd«>0, 

a«*  +  6rf«  +  fc«— oAf — 2crf«=0 

ist,  80  ergi«bt.  sieb  gans  untweideutig  im  Allgemeinen  das  fol- 
gende Resultat 

Wenn  e  nicht  verschwindet  und 

c«— o6<0 

ist  9  soi  stellt  die  Gleichung 

Är«+6y«+2eary +2Ap+2ey +f  =  0, 

in  welcher  wir,  wie  es  verstattet  ist»  a  und  6  als  negativ  anneh- 
men, eine  Ellipse  dar,  oder  hat  gar  krine  geometrische  Bedeu- 
tung, oder  stellt  nur  einen  Punkt  dar,  jeuachdem 

o«*+6d»  +  fc«-'o6f-2crf«<0, 
oder 

ae«  +  6<P  +  fc«—  flftf  —  lede  >  0, 
oder  1 

Ist. 

9.  48. 

Wir  wollen  nun  den  Fall  betrachten,   wenn  c=0  ist,   wobei 
wir  wieder  die  drei  Pille 

c»-aÄ>0,    c«— a6=0,    c>— a6<0; 
nftmKch  die  drei  Fälle 

—  ii6>6,    — a6=0,    — aft<0 
oder 

ai<0,    a6=sO,    a6>0 
mlersehelden. 

Die  drei  Gleichungen  6)  sind  in  diesem  Falle: 

38) {  (n«--l)B«^ii«  =  6, 
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L    a6<0. 

lo   dieseiii  Falle  haben  a  und  b  aAgletche  Vorselchen  and 
keine  dieeer  beiden  GrOaeen  kann  verachwioden. 

Wenn  a  negativ  und  b  poaitiT  iat»  ao  aetae  man 

il  =  0, 

wodurch  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erflillt  wird,  und  die  bei- 
den ersten  Gleichungen  werden: 

—  Ä«  =  a,    (««-1)Ä«  =  6; 
worana  aich 


alao: 


1=^"^,    .1=:0,    Ä«±\rZi 


ergiebt,  und  ofenbar  ii>l  iat«    Auch  ist 

nod  veiachwindet  alao  nicht 

Wenn  a  poaitiv  und  b  negatiy  iat«  ao  aetse  man 

B  =  0, 

wodordi  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erflillt  wird^  und  die  bei* 
den  eraten  Gleichungen  werden: 

—  ij«  =  6,    («•-l)i<«=a; 
worana  aich 

abo: 

40)    .    .    .   M=y^,    il=±V=6,    Ä«0 
ergiebt    Auch  iat 

nnd  verschwindet  alao  nicht. 

Femer  ergiebt  aich  mm  ganz  auf  dieaeibe  Art  wie  in  §.  47,  L 
ohne  eine  Beatehong  der  folgenden  Zeichen  auf  die  vorhergehenden: 
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welche  FormelD»  iosoCern  o  oegat^v  ist,  iw-as  maii  imner  ansQ- 
nebmeo  sich  berechtigt  halten,  darf,  für  C,  ^^  t  endliche  reeUe 
völlig  bestimmte  Werthe  liefern.  Ueber  den  FaÜ  0  =  0  ist  Das- 
selbe zu  bemerken  wie  in  $.  47. 1. 

Wir  erhalten  daher  den  folgenden  Satz: 
Wenn  c  verschwindet  und  ! 

oft  <  0 
ist  9   so  stellt  die  Gleichung 

«wr«  +  *y«+2cay + 2<fcr  +  2ey  +  f =0 

eine  Hyperbel  oder  ein  System  zweier  sich  schneidenden  gera- 
den Linien  dar,,  jenachdem 

ira«  -f  6d»+  fi«  ^  M  --^2cde  ^  0 
oder. 

ae«  +  6d»  +  fc*  — a*f — 2crfe  =  0 
ist. 

II.    a6=0. 

Die  GrSssen  a  und  6  verschwinden  entweder  beide  oder  es 
verschwindet  nur  eine  derselben. 

Wenn  a=0,  6=0  ist,   so  ist  die  zu  discutireude  Gleicbong 

dx  i'i^  +  f=0  / 

und  stellt  also  eine  gierade  Linie  dar. 

Wenn  a=0  und  nicht  6=0  idt,  so  setze  man 

Dann  sind  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  38)  erfioUt,  und 
die  zweite  Gleichung  wird       '      ' 

ii»=--6.   folglich  ^=:±V^^.    . 

Nimmt  man  also>  was  oflhnbar  v^cAattet  ist,  6  als  negativ  an,  so 
liefern  die  Formeln 

,42)    ...    .    .    n  =  l,    A=±%r^b,    ^.^0.. 
tut  n,  A,  li  endliche  reelle  vOlllg  bestimmte  Wertlie/ 
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t 

Wenn  Dicht  a  =  0>  ab^r  bj=sO  ist»  «p  setze  maD 

n  =  l,    J=0- 

Dann  sind  die  zweite  und  dritte  der  Gleichuegen  38)  erflillty  und 
die  erste  Gleichung  wird 

B^zzz^a,   folglich  Ä  =  ±V^=i- 

Nimmt  mao  also,,  was  offenbar  verstattet  ist ^  a  als  n^ativ  än^ 
so  liefern  die  Formeln 

48)    ...    .    «  =  I,    A=:0,    Bz=±y^ 

(or  n,  A,  B  endliche  reelle  völlig  bestimmte  Werthe. 

Dass  in  keinem  dieser  beiden  Fälle .  A^  +  B^  verschwindet, 
ist  klar. 

Femer  erhSlt  man  ganz  wie  in  §«47.  II. 
^,    ^_^±eHf(A^±B^      y     d'-AC      ^^e^-BC/ 

und  diese  Formeln  liefern ,  wenn  nicht 

dA-^-eBz^iü  ^ 

ist,  für  C,  Ä,  r  endliche  reelle  völlig  bestimmte  Werth(d. 
Den  FaiU   wenn 

dA  +  eB^sO 

ist,  müssen  wir  man  besonders  betrachten. 

Wenn  a^O^nnd  nicht  6=?0  ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergeheodeii; 

Az=±V^:rb^  ß=0; 

und  wegen  der  Gleichung 

dA  +  eB=:0 

ist  folglich  dszO'j  also  ist  die  zu  discutirende  Gleichung:  - 

by^+'2ey  +  (zs0, 

und  stellt  daher  zwei  der  Axe  der  or  parallele  gerade  Linien,  die 
auch  zusammenfallen  können,  dar,  oder  hat  gar  keine  geometrische 
Bedeutung,  jenachdem  die  Wurzeln  der  vorstehenden  Gleichung 
reell  oder  imaginär  sind. 

Wenn  nicht  a  =  0,   aber  6  =  0  ist,    so  ist  nach  dem  Vor* 
hergehenden 


Digitized  by  LjOOQIC 


SOS  Cruneri:    TkeerU  der  Kt§€l$elmme 

nod  Y^egen  der  Gleicbong 

ist  folglich  0  =  0;  also  ist  die  xu  discatirende  Gleicbong: 

aa:«+2«tr  +  f=0, 

und  stellt  daher  zwei  der  Axe  der  ^  parailäe  gerade  LiiiieD,  die 
auch  sasammeoralleD  köDoen ,  dar,  oder  hat  gar  keine  geometrische 
Bedentang,  jenachdem  die  Wnrzeb  der  vorstehenden  Gleiehaog 
reell  oder  imagiDar  sind. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Sati: 

Wenn  e  verschwindet  and 

a6  =  0 

ist,  so  stellt,  wenn  a  und  b  zugleich  verschwinden,  die  Gleichoog 

«^+6»*  +  2ca:y+2€fa  +  2sjy+f=0 

eine  gerade  Linie  dar.  Wenn  aber  a  und  6  nicht  sagleich  ver- 
schwinden, so  stellt  diese  Gleichung,  in  welcher  wir,  wie  es 
verstattet  ist,  a  und  h  als  negativ  annehmen,  eine  Pal*abel  dvi 
wenn  nicht 

tot;  wenn  dagegen 

dA\'eB—^ 

ist»  so  stellt  die  obige  Gleichung  zwei  der  einen  der  beiden  Coor- 
dinatenaxen  parallele  gerade  Linien,  die  auch  zusanunenfalleD 
kSnnen,  dar,  oder  hat  gar  keine  geometrische  Bedeutung. 

in.    06  >0. 

In  diesen  Falle  haben  a  und  h  gleiche  Voraeichen,  und  ketne 
dieser  beiden  6r(tosen  verschwindet.  Offenbar  ist  es  verstattet 
dieselben  beide  als  negativ  anzunefameo. 

Seist  man  imn 

so  ist  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erfüllt,  und  die  beiden  ernten 
Gleichungen  werden: 


Digitized  by  VjOOQIC 


nach  einer  neuen  Metkode  anaiyOscM  entmickeU.  SOS 

woraus  sieb 

Ä««-«,    ,|S==l  +  j.=:l-.-j-__; 
also: 


46) 


^  =  V^^,    i4  =  0,    BsiVIIi 


ergiebt 
Setzt 

Ä  =  0, 

so  ist  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erfulit»  aod  die  beiden  ersten 
Gleichangen  werden: 


-J»=s6. 

(n«-lM«  = 

n; 

woraus 

•ich 

J«=- 

-6.    n«= 

6—« 

also: 

48)  . 

s/v^ 

J=±V^. 

£=0 

ergiebt. 

Weil  a  und  6  gieicbe  Vorseicbeo  haben«  so  haben 

a — 6        .    b — a 

—--    nnd    —r-  f 
a  o 

insorem  diese  GrAssen  nicht  beide  verschwinden»  wt^eben  Pall 
wir  fllr's  Erste  bei  Seite  setzen  wollen,  ungleiche  Vorzeichen ,  nnd 
die  eine  derselben  ist  also  jederzeit  pesitiv,  weshalb  also  immer 
eotweder  die  Formeln  45)  oder  die  Formeln  46)  fBr  n»  il,  ^  end- 
liche reelle  völlig  bestimmte  Wertbe  liefern.  Dass  immer  ie  <  I 
ist  und  A^-^-B^  nicht  verschwindet»  erheilet  aus  den  obigen  For- 
meln von  selbst. 


Ferner  erhttt  man  nnn  g^nz  wie  in  §.  47.  OL,  ohne  Beziehung 
der  folgenden  Zeichen  auf  die  vorhergehenden : 

47)   C:«±\  nHl-f^y    ^-"3*+«**     ^— "jP+B*' 

welche  Formeln,   wenn  »  >  0  ist»   für  C,  JT,  F  endliche  reelle 
völlig  bestimmte  Wertbe  liefern. 

Die  Gleichung 
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wird  im  vorliegenden  Falle ,  wo  «=0  xsii- 

nnd  lisst  sich,  wenn  ii9>0  ist,  offenbar  auf  .folgenden  Ausdrock 
bringen:  .  '    *     * 


(VJ,>(V©"='- 


atellt  aUo  in  dem  Falle,  wenn  a  =  b  ist,  einen  Kreis  dar. 
Wenn  o  <  0  ist,    so  bat  die  Gleichung 

fla:«  +  6y«+ö=0 
oder 

—  a:i* — 6y«=©, 

wo  die  Grösse  auf  der  linken  Seite  positiv  ist,  die  GrOflae  anf 
der  rechten  Seite  negativ  ist  und  nicht  verschwindet,  olenbar 
gar  keine  geometrische  Bedeutung. 

Wenn   o  =  0  ist,   so  geht  die  Gleichung 

aa:«  +  *y*+ai=:0 
in  die  Gleichung 

fiber,  und  wird  daher,  weil  die  nicht  verschwindenden  GrSBsen 
a;6  gleiche  Vorzeichen  haben,  nur  durch  die  reellen  Werthe 
a;  =  0,  ^  =  0  erfüllt,  stellt  also  bloss  den  Punkt  {pq)  dar. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 
Wenn  c  verschwindet  und 

a6>0 
ist»  so  stellt  die  Gleichung 

Är*+ &y*+2ca:y  +  2rfaf  +  2€y  +  f =0, 

in  welcher  wir,  wie  es  verstattet  ist,  a  und  b  als  negativ  anneh- 
men, eine  Ellipse  oder  einen  Kreis  dar,  oder  hat  gar  keine  geo- 
metrische. Bedeutung,'  oder  stellt  nur  einen  Punkt  dar,  jenachdem 

ne«  +  6d»  +  fc«  -  aftf — 2crf«  <  0, 
oder 

ae^  +  6cP  +  fc«  —  aftf  —  ^cde  >  0, 
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oder 

5.  49. 

Aos  allen  im  Vorhergehenden  angestellten  Betrachtungen  er- 
giebt  sich  im  Allgemeinen »  dass  jede  Gleichung 

<"?•  +  6y*+2cary +2ifcr  +  2ey  +  f  =  0 

des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  Mos« 
entweder  einen  Kegelschnitt  mit  Einschluss  des  Kreises,  oder 
ein  System  zweier  sich  schneidenden  oder  einander  parallelen 
geraden  Linien»  oder  nur  eine  gerade  Linie,  oder  nur  einen  Punkt 
darstellen  5  oder  auch  gar  keine  geometrische  Bedeutung  haben  kann. 

Zugleich  liefert  das  Vorhergehende  die  Formeln,  welche 
erforderlich  sind,  um  für  jeden  durch  die  obige  Gleichung  darge- 
stellten Kegelschnitt  bloss  aus  deren  CoeiBcienten  die  Charakte« 
ristik,  die  Direchrixen  und  die  Brennpunkte  mit  möglichster  Leich- 
tigkeit bestimmen  zu  können. 


XU. 

Poiar-Gleichung  der  Kegelschnitte. 

S.  50. 

Wir  wollen  den  Brennpunkt  {fg)  als  Pol  annehmen.  Ist  nun 
(xy)  ein  beliebiger  Punkt  des  Kegelschnitts,  so  soll  r  den  von^ 
dem  Brennpunkte  nach  diesem  Punkte  gezogenen  Vector  bezeich- 
nen;  und  deni^en  wir  uns  dann  durch  den  Brennpunkt  ein  dem 
primitiven  Coordinatensysteme  paralleles  neues  oder  secundäres 
Coordinatensystem  gelegt,  so  soll  g>  den  von  dem  Vector  r  mH 
dem  positiven  TheAe  der  ersten  Axe  dieses  heuen  Cöordinaten 
Systems  eingeschlossenen  Winkel  bezeiehnen,  indem  wir  diesen 
Winkd  von  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  des  neuen 
Coordinatensysteme  an  durch  dessen  Coordinatenwinkei  hindurch 
oder  nach  dem  positiven  Theile  der  zweiten  neuen  Cöordinaten« 
axe  hin  von  0  bis  360^  zählen.    Dies  vorausgesetzt«  ist  allgemein : 

1)  .    .    .    .    ^  =  /'-f rcos9>,    y  =  ^*ffsin9>; 

[olglich 
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2) r;=:V(x^/)«  +  (sf-5^)«. 

Die  GleichilDg  des  KegelechDitto  ist  Dun  nach  §.  6. : 

wo  man  Rlr  die  Parabel,  flir  die  Ellipse  und  den  eisten  Zweig 
der  Hyperbel  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  moss,  je- 
nachdem  die  6r5sse 

Af^Bg^C 

positiv  oder  negativ  ist»  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  da- 
gegen  das  untere  oder  obere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenaehden 
die  Gr5sse 

Äf^Bg\C 

posUiv  oder  negativ  ist«  Pührt  man  in  diese  Gleichung  för 
Xf  g  und  r  ihre  Wertbe  aus  I)  und  2)  ein,  so  erh&it  man,  immer 
mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Zeichen  wie  vorher: 

nl4^+Äy+C+r(^cos9.+  Äsing)))  =  dbrV-4«+Ä*. 

also: 

4) 

n(Af+ßg+C)  =  ±r{^  A^+B^TniAtosfp-t-BBmip)) 
oder: 

1_  %/A^+B^  AcoBg>  +  ßBbkip 

*>  •  •  •    r-^n(Af+Bg  +  C)''     Af^Bg  +  C    " 

Nach  IV.  I)  ist  die  Gleichung  der  Axe  des  Kegelschnitts: 
6).--«(«-/)-^(y-^)=0   oder  y-sr=:~(«-./). 

Beseichoen  wir  also  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  j  wel- 
chen der  auf  der  positiven  Seite  der  ersten  Axe  des  durch  deo 
Brennpunkt  gelegten  secnndären  Systems  liegende  Tbeil  der  Axe 
des  Kegelschnitts  mit  dem  positiven  Theile  dieser  ersten  Axe  des 
secundSren  Coordinatensystems  einschliesst,  durch  m,  so  Ist  nach 
den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  bekanntiich : 

o 

7)    ....      -|  =  tango   oder  il sin e9  =  iB cos». 
Also  ist 
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COSO  OMO 


ig(co8a>cogy-f«»<PgiPy)  _  igcos(«— y) 

"^  8ino  "~        siütt       * 

und  folglich  nach  5)  die  Gleichung  de»  Kegelschnitts:  - 
oder 

1  V^+"B*  Ä 

Setzen  filr  also  der  Kurse  wegen: 


»=- 


'(^/^+Äy+C)cosa""      (ilZ+Ä^r+OsIna^ 


wo  die  Grossen  M  und  ]9  Constanten  sind ;  so  ist  die  Gleichung 
des  Kegelschnitts: 

11) J=il  +  »cos(»--9) 

oder: 

12) r  =  |il  +  »cos(fli-9)H. 

Die  Constanten  M  nnd  TS  müssen  wir  nun  etwas  genauer  be- 
trachten. 

Well  man  in  dem, Ausdrucke  von  M  in  10)  für  die  Parabel, 
für  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  das  obere 
oder  untere  Zeichen  nehmen  muss»  jenachdem  die  Grdsse 

positi?  oder  negativ  ist,  dagegen  für  densweiten  Zweig  der  H3rper» 
M  das  untere  oder  obere  Zeichen  zu  nehmen  hat>  jenachdem  die 
Grosse 

potiti?  oder  negativ  ist,  so  ist  ofenbar  die  Constante  4  flir  die 
Parsbei,  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  stets 
Fosttiv,  fSai  den  aweiten  Zweig  der  Hyperbel  stets  negativ. 
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VergleicheD  wir  nao  die  Constanten  M  und  }$  rücksichtiich 
ihrer  abeoluten  Wertbe  mit  einander,  so  ist: 


'  (Af+  Bg  +  C)«co8  »2  ""  {Af-k-  Bg  +  C)»  sin  «• ' 
also,  weil  naefa  dem  Obigen 

^«+  Ä«  =s  j!P{\  +  tang«)«)  =  B^(\  +  cot  vfl) 


oder 


smi»' 
Ist:  S^ 

A^  fi* 


iP= 


■n«M/^4;fi^+  C)*eosw«""n«(2</+fi^+C)«sio»«' 

^     ^_  ^« Ä« . 

'^"^CilZ+Ä^TCTÄ^M^""  (^Z'+Ä^  +  O^sin«»' 

folglieb : 
14)    •    .    .    .       il«=:4    oder  »«=n«iP. 

Hieraus  ergiebt  sieb,  dass  ftlr 

11  =  1»  n<l9    n>l 
respective 

Ä«=»«.    iP>)J«,    Ä«<19*; 

oder  dass  rcir  die 

Parabel,    Ellipse,    Hyperbel 
reepeetive 

val.  abs.  4= val.  abs.  ]?>    val.  abs.  il>  val.  abs.  TS» 

val.  abs.  M  <  val.  abs.  16 
ist. 

Man  kann  der  Polar -Gleichung  11)  oder  12)  noch  eine  etwas 
andere  Gestalt  geben,  wodurch  die  Constante  ]?,  die,  im  Obigen, 
wie  sich  nachher  zeigen  wird,  positiv  und  negativ  sein  kann,  stets 
positiv  wird*^ 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  den  Winkel,  weichen  der  von  dem 
Brennpunkte  (fg)  nach  dem  diesem  Brennpunkte  zunSehst  itegenden 
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nach  9inet  neuen  Metkode  muUjfUeeh  eniwHkeii.  >  209 

Scheitel  {fgf)  bin  gehende  Thell  4er  Axe  dee  Kegelschnitte  mit 
dem  positiven  Theile  der  ersten  secundären  Coordinatenaxe  ein- 
schliessty  indem  wir  diesen  Winkel  von  diesem  positiven  Theile 
der  ersten  secundären  Coordinatenaxe  an  durch  den  secundären 
Coordinatenwinkel  hindurch  von  ü  bis  360^  zählen,  durch  q  be- 
zeichnen, und,  indem  wir  bemerken^  dass  nach  IV.  14*) 


15). 


.        _     nB(Jf+Bff+C) 
^^^--^  (it  +  l)(^  +  Ä«) 


ist,  und  die  Entfernung  des  dem  Brennpunkte  (fg)  zunächst  lie- 
geodeo  Scheitels  (f'g^)  von  dem  Brennpunkte  {fg)  durch  q  be- 
zeichnen, die  beiden  folgenden  Fälle  unferscheiden. 

Wenn  der  Scheitel  {f'g^)  auf  der  positiven  Seite  der  ersten 
secundären  Coordinateeaxe  liegt »  so  ist  0»  =  ^,  und  folglich 
nach  10): 

16)  »=---(^^^.j8^^(;)eos5==""(^/+i^+'Cy^inö' 
Offenbar  ist  allgemein    ... 

/•'  — /"rs^cosö,    ^— 5r  =  ^,«Mn^. 

und  folglich  9  weil  in  diesem  Falle  S  zwischen  0  und  180^  Hegt« 
also  sin  S  positiv  ist,  auch  ^'-^g  eine  positive  Grösse,  woraus 
sich  nach  der  zweiten  der  Formeln  15)  ergiebt,  dass  das  Product 

BiAf+Bg  +  C), 

also  auch  der  Quotient 

B 

Af+Bg  +  C 

negativ,  folglich  nach  16),  well  sinc5  positiv  ist,  die  Constante 
TS  positiv  \Bt 

Wenn  der  Scheitel  (fg*)  auf  der  negativen  Seite  der  ersten 
gsecondären  Coordinatenaxe  liegt,   so  ist  offenbar  »ptS  — 180^, 
also  coso  =  — co6c5,  sino»= — sin  3  und  folglich  nach  10): 

A  B 

16*) . .  »  =  (^/^^.jp^^.c)coso*=(^/^+/?^+C)sin5* 

Offenbar  ist  auch  in  diesem  Falle  allgemein 

Ikeil  XXXI.  14 


Digitized'by  LjOOQIC 


t2}Q  &runfrt:    i'Atofie  der  KeifekcknUi« 

und  folglich,  weil  in  diesem  t^'alle  Ö  zvFischen  180^  und  360^ 
Hegt,  also  sin  u' negativ  ist,  auchy  — ^  eine  negative  Grosse, 
Zorans  sich  nach  der  zureiten  der  Formeln  lä)  ergiebt,  dass  th» 
Product 

B{Af+Bg+C), 

folglicb   auch   der  Quotient 

B 

Af  +  Bg+C 

positiv,  folglich  nach  l6*),  weil  sino  negativ  ist,  die  ConsCanle 
1$  negativ  Ist.  .   •      '    U  - 

In  beiden  Fällen  ist  also  offenbar: 


iAf  +  Bg +  C)  COM  (^^      (Af't^Bg^C)Bin& 

eine  positive  Grosse. 

Nun  iat  abef  im  ersten  Falle 

008(0)  —  9J=:C08(5  — 9), 

und  im  zweiten  Falle 

cos  (cd — 9)  =  cos  (5 — 9  — 180«)  =:  —  cos  <ö  —  ^>)  , 
also  nach  dem  Obigen  offenbar  in  beiden  Fällen 

B 

folglich  in  beiden   Fällen  die  Polar -Gleichung  des  Kegotvebnitlv 
nach  12): 

B 

= '  *  "  (#+Äy+C)«lllö  '~<^  -.''^'~'  5-  •   • 

und  setzen  wir  also:  •     .       . 
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Hack  tttter  AtVfft  Mtthode  analpmeh  etuuiekelt.  iit 

.:-  ....,-,..  ,.,i  ,...  .■•■'^^'.^  "  •'■■'•■    ■•;    •"'"' 

^a,^  ■/-         ▼   ^.T'^  ...'..     .,..     .'    ..     .,  »,  .1, 

•Ofc        f.-  '      •  ^\^(  ^  *^^t^,:f    ...  ^    .      »  ,.i  . 1,111 

1»)    •{ 

7  .  W+  Ä^  +  C) cos 5  ~.     {4f+ßg  +  C)  siaö .'; 

wo  iür  die  Parabel,  flir  die  Bmp«e  utid  Itlr' deti  ^sten  ZWelg'M 
Hyperbel  da«;  obert;  öifei^  aii4ero  Zeicbeü  tn  «elini^fi  iiiC ,  jenadf^' 
dem  die  Grösse  ■      i    /:  ;»    .  .  -    . 

Af+Bg+C 

positiv  oder  negativ  i«t»..  ydagegei»  fur.^dea  zweiten  Zweig  der 
Hyperbel  das  untere  oder  obere  Zeichen  genommen  werden  muss, 

positiv  od^ir  negativ  i^t;   ^o  ist  die  Polar -.Gl^i^huqg  ip^  Kegel- 

schriittÄ:^  ■         ■      ■    ;'  ;■  ;\      ,/     L.,;\-HM."'-     /  ... 

19) r  =  {M-^V9»s(i^^i*^)\*^}  .    ••»' 

Fflr  die  Parabel,   fiir  di^  ENifise  linft  ^n  ersten  Zweig  der 
Hyperbel  jst  M  positiv,   filr  den  zweiten  Zweig  der  Bf^perbel  ,||&t^ 
M  oegktiv;' dagegen  istB'  immer  positiv.    Für  die  Parabel^  ElljpsQ,^ 
Hyperbel  ist  riicksichtlicfa  des  absoluten  Werths  von  M  respective 

Auch  ist  nach  14),  weil  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  immer 

ist: 

20).   .    .    .  ^   ii^i=^  o!d*i^  ]^'t±:n«ik^ 

allgemein  ffir  alle  drei   Kegelschnitte. 

XIII. 

r--  K\-  •   i  :   '.-  -./^  '\  '  \      j  • 

Gleichuneen  der  kegelschnitte,  als  Curven    m  Räume., 


.<"'-  \    ••  »§.-l}l;---  '  ■■•   "' 


(X 


14* 
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Curven  betrachtet,  welche  Gleiqhaogen  fttr  manche  Anweodai»- 
geo,  die  sich  von  der  allgemeinen  'Theerie  der  Kegelscdnitte 
madhen  lassen,  von  Nutzen  sein  können,  nnd  daher  jetxt  oocli 
entwickelt  werden  sollen. 

Zu  dem  Ende  Hollen  vrir  In  Bezu^  anf  ein  beliebiges  drei- 
axiges  rechtwinkliges  Coordinatensyslem  der  xifz  die  Coordiuate» 
des  Brenn|iunkts  des  KegeUcbtiitts  durch  '/,  9*  ^  Q^d  die  CSIei- 
chungen  seiner  Directriz  durch 

'    '    '  cos«       cos/J       cosy 

bezeichnen,  wo  {abe)  ein  beliebiger  Punkt  ist,  durch  wekhen  die 
Directril  geht,  und  für  dieselbe  a,  ß,  y  ihre  bekannte  Bedeu- 
tung haben. 

Da  nan  der  Kegelschnitt  ganz  in  der  durch  den  Brennpunkt 
und  die  Directriz  bestimmten  Ebene  liegt,  so  müssen  wir  zuerst 
Gleichung  dieser  Ebene  suehen,  welche 

2) Aa^  B^+  Cs  +  D  =  0 

sein  mag.  Da  in  dieser  .Ebene  die  Punkte  (abc)  und  (/gK)  liegen, 
so  ist 

3) Aß  +  ßb  +  Cc  +  ß  =  0 

und  .  ^ 

4) Af+Bg^Ch+J)  =  0. 

also  ' 

5)  ,    .    .     A{f^ay+B(4f-6)  +  C(.h—e)=:0; 
und  die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene  ist 

6)  .    .     .     J(ar-B)  +  Ä(y-6)  +  C(»— c)=0 
oder 

7)  .    .    .    J(x-n  +  B(y-g)  +  C(.x~h)  =  0. 

Weil  die  Directriz  ganz  in  dieser  Ejbene  liegen  muss,  so  folgt 
aus  den  Gleichungen  1)  und  6)  die  Gleichung: 

8)  .     .    .     .     ilcosa-f  ^cos/3-f>iCcos7  =  0, 
und, aus  deu  GleJchungea^Si)  mdS)  erhält  Jiui»«n  wm»  .G  'Mlien 


bellebig^^n  Factor  bezeicjba^t,  lur^,  B,,  C  dito  folgendeB  AiuiMleke 


I  i 
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fmcä  einer  neuek  ühkaiie  anaiptitth  eMwtcffeii,  il) 

iA  «  G|(A-c)ca»/J  — (y— Ä)co«y},  ' 

fi  =  G{</— ff)co8y-(Ä~-c)co««|, 
C  =  G 1 0^  -  *)co»« -(/•- a)  CO»/»} ; 
«o  das«  alfto  die  gesuchte  Gl^ichaiig  onserer  Eben« 

10)  •  .  .       |(*-c)cos^  — (^  — 6)cogyj(a:— II)  \ 

-f  t(/— a)co6y~(Ä— c)coi#c|(y— ^)  |  =0 

+  <Ö^— ^)co««-(/'— ff)co8/J}(i  — c)  / 
oder 

11)  ..,       U*— <?)cos/3  — (^— Ä)cosy|(ar— /)  y 

+  |(/-~a)co»y-(Ä-c)co8«)(y-^)  .'  =0 

+  {(igr— >6)co«»— (/^— a)co8/J|(z— Ä)  ? 
ist. 

Beseichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspankto  de« 
von  dem  beliebigen  Punkte  {xyz)  auf  die  Directriz  geföllten  Perpen- 
dikels mit  der  letzteren  durch  u,  e,  to;  so  werden  aswischen  den 
Coordinaten  x,  y,  x  und  u,  v,  wo  Gleichungen  Ton  folgender  Form 
SUtt  finden: 

12) £zi?  =  «=f  =  Lr:5, 

'  COS  6  G08O  C08O 

vfO 

13)   .      .      .      CO6aCOI«d-(-CO8^<H»S<0-fCOS/CO8G)=0 

sein  muss.     Weil  der  Punkt  (utw)  in  der  Directrix  liegt,  so  ist 
Dach  1): 

14) • = 3=: — ^ — ..  ,]• 

'  cosa        cosp        COS)' 

Ans  den  Gleichungen  12)  und  )3)  folgt : 

15)  .   .    (x — u)cosa-f  (^ — »)cosi3  +  (i7*--te)co87^0, 

also: 

(^  —  fl)  cos  «  +  (y  —  Ä)  cos /J  +  («■ — c)  co«»y 

=  (i« — ff)co8ff +  (r — 6)co8^  -f  (ü» — c)cosy, 

und  folglich  nach  14),   weil  ' 

COM «*  +  i)agß^  +  coisy*  —  I   . 
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9^  ^r^uneris  sTHoriß.4^  X^i^i&ch^iU 

Ist,   offenbar:       ^^..^^     .  ^.  ^     .^ 

w  —  c  =it(4f '-i  a)  CÖ8  tt  +  (y  —  6)  cos  ß  f  (r— c)  cosyjbos  y ; 
also : 

Ia: — ti  =  (ar— a)  — {(a:— a)cosa+(y— 6)cosj5+(?— c)co8y}co6ft, 
y  — fj  =(y  — 6) — ((a:— «)co8a+(y— 6)cosj3-K2—c)cosylcos(J, 
z  — w  =  (2 — <?)  — {|[^— «)cosa;|-(y— Ä)co/9^+(2— c)cosylcosy; 

woraus  sich^-sogleiclii 

18)    ...    .     (i-.„)«4-Cy-r)?f(i-it<j)*    • 
=  (j:— a)*+(.y— 6)*+(2: — c)*--{(.T--ö)co8a-Ky— 6)cos/J+(2-c)€08y|' 

Ode«   -'^     *    •     • 

..  .t»    .  .  '         ..  .  .        :  ..,    '    . 

=(a:—  a)^ina*+(y— 6)Hin/5*4-  (2— c)*siny* — 2  (x — a)  ( ;/— 6)  cosacos^ 

— 2(y  — />)(r  — c)co8jJöWy 

— 2  (t  —  c)  (X  —  ö)  cos  /COMT, 

oder  ..      .     ;  .  . 

=r  (jF — a)*(cos/5*-f  cosy*) — 2(a?  — ö)(y  —  6)cosacos/5 
+  (y  —  6)*  (cos  y*  +  cos  «*)  —  2  (y  —  6)  (t  —  c)  cos  ß  cos  y 
+  (2;  --^c)*(cosa*  +  coa/3*)  —  2(z—  c)  (ar — a)  cos y  cos«, 

also,  wie  sogleich  e^i^bellet: 

20)    ...    .    {:i:-»^:+(y— »)«  +  (2-io)^.. 
.  =  .  {(4: «—fa) cos ^»—(y -1-6) cos«!' 
+  t(y  — 6)cosy  — (z-^c)cosi9!l«.     .. 
+  {(z  -s.  c) cosflf  — . («-r «)cwiy )* 
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naek  einer  nentn  Methode  4naifä9Ck  enM^keir*  216^ 

ergiebty.darch  welche  AqsdrOcke  das  Quadrat  der  Entferoang  des 
Punktes  (asyt)  von  der  durch, die  Gleichung  1)  charakterisirten 
Directrix  dargestellt  wird. 

Ist  Don  (spyi)  ein  heliebi^er  Punkt  des  gens-  in  der  dvreh  den 
Breniipwikt  und  die  Directrix  besthninten  Ebe»e  li^enden  Kegd«^ 
Schnitts  mit  der  Ckaraktertstik  n^  so  sind  die  ^Gleichungen  die- 
ses ILegelsdbnitts  nach  der  in  1.  giegelienen  sMgemeinen  BrkÜrang 
dieser  C«rven: 

21) 

t(A  —  c)cosj8  —  (jf'^b)coüy\ijs — a)  \ 

+  t(/*— ii)cd8y— (Ä-c)cosaJ(y  — 6)  |  =0,  ^ 

+  lGr— *)cosa  — (/— a)cos^|(2-c)  ) 

i|(jr  — fl)cos/J— (y-r-6)co8a|* 
+  t(y-ft)co8y-.i[^-c)cosj5|»  ' 
+  l  (x— c)  cos  pr  —  (a:  — r  a)  cos  y)?, , 

Statt  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  kann  man  auch  die  ' 
Gleichung 

l  (Ä— c)  cos/5  -  (y— 6)cosy  1  (or— /) 

+  !(/'— a)co8y  —  (Ä—c)cosftl(j^     ^z  j 

+  {to--&)co8a  — (/"— a)eos/5](2-A)  ' 

und  statt  der  sweifen  Gleichung  entweder  die  Gleichung 

(^-/)*  +  (y-i7)* +(«-*)* 
=n«|(ar~fl)«+Cjy--W'+(«-<?)*-[(ar-fl)cosa+(y-6)cos/5+(s-c)cosy]«| 
oder  die  Gleichung 

=«*i(it-.ö)«sina*"Ky-6)*sinj5«+(2  -c)*8iny«-  2(a:-a)(^-6)cosaco8/J  ^ 

— 2(|y  -  b) (z-c)  cosjS  coöy 

— 2(2— c)(jr— o)co8ycosa  1 
Betzeo. 

Es  lassen  sich  hieran  noch  andere  Fragen  kniliifen,  deren 
weitere  Verfolgung  aber  jetzt  nicht  im  Zwecke  dieser  Abband 
Inng  liegt. 
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S  c  h  I  u  8  8. 

Weun  man  die  Theorie  der  Kef^elschtiitte  aus  dem  in  dieser 
Abbandlang  fest  gehaltenen  GeeichlBpnnkte  behandelt,  ae  erlillt 
dieselbe,  wie  diese  Abhandlung  zo  seigen  geeignet  sein  wird, 
eine  gans  neue  Gestalt,  und  man  gelangt  auf  diesem  Wege  n 
einer  grossen  Reibe  neuer  merkwürdiger  und  elegaiiter  Ansdrücke 
Ar  die  verschiedenen,  bei  den  Kegelschnitten  TorkomroendeD 
wesentlichen  Elemente ;  auch  wird  mittelst  der  Charakteristik  ziri- 
sehen  den  drei  Arten  der  Kegelschnitte  ifnmittelbar  auf  sehr  ein- 
fache Weise  unterschieden,  was  för  viele  Untersuchungen  von 
grosser  Wichtigkeit  ist.  VorzGglich  erfolgreich  zeigt  sieh  aber 
die  hier  entwickelte  neue  Methode  bei  der  Auflösung  aller  sol- 
chen Aufgaben,  wo  es  auf  die  Bestimmung  von  Kegelschnitteo 
ankommt,  welche  gewissen  gegebenen  Bedingungen  eotsprecheo 
sollen,  wie  dergleichen  Aufgaben  bekanntlich  besonders  häufig 
auch  in  der  Astronomie  vorkommen.  Dies  noch  zu  zeigen,  war  in  der 
vorliegenden  Abhandlung  nicht  wohl  mOglicb,  weil  dieselbe  da- 
durch zu  sehr  angewachsen  sein  ^flrde. 
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xiv. 

Schreiben  eines  UngenanDten^  des  Hemi  L.  D»^  ao 

den  Herausgeben 


Ge«rtafteti  Sie  einei|l  Leser  des  Archivs,  Ihn^n  ßlr  dasselbe 
einige  Notizen  mitzatheilen ,  die  sich  auf  mehrere  in  dem  letzten 
Hefte  *)  der  Zeitschrift  befindliche  Aufsätze  beziehen/ 

1.    Zar  Theorie  der  stereographischen  Protection.    . 
O'ergl.  den  Aiiftato  von  Herrn  Prof.  Heiss,  ThI.  X \X.  S,  364.) 

Der  Unterzeichnete,  eripnert  sich  eines  sehr  einfachen  Bewei« 
ses  des  Satzes»  das»  zwei  sphärische  Cunren  sich  untef  demsel- 
ben Winkel  schneiden,  ab  ihre  stereographischen  Projectionen ; 
der  Erfinder  des  Bevreises  ist  —  wenn  das  Gedächtniss  nicht 
tiascht  —  entweder  der  franzosische  Mathematiker  Durrande, 
der  In  den  Annalen  von  Gergonne  sehr  bemerkenswerthe  Arbei-' 
teo  geliefert  bat,  oder  der  belgische  Mathematiker  Dandelin.  • 
Der  Beweis  stfitzte  sich  auf  das  Lemma:  „Die  Winkel,  welche 
zwei  sich  schneidende  Kugelkreise  in  ihren  beiden  Durchschnitts- 
punkten  bilden«  sind  einander  gleich. '*  Der  Beweis  dieses  Hiilfs« 
«atzes  bietet  keine  Schwierigkeiten  dar  und  soll  fibergaogen  werden. 

Es  sei  nun  O  der  Ort  des  Auge«,  Ai  die  Projectionsebene, 
A  die  Tangentialebene  der  Kugel  in  O,  also  A  und  Ai  einander 
parallel,  ferner  t  und  s  zwei  Tangenten  der  Kugel  im  Punkte  Oj^. 
Legt  man  durch  O  und  t  eine  Ebene  (O,  Q,  welche  A  in  r,  Ai 
in  T|  trUFt.  ferner  ^urch  O  und  «  eine  Ebene,  welche  A  in  tf, 
Ai  in  (Ti  trifft,  so  sind  x  ond  Xi  parallel,  ebenso  tf  und  tfi*  Die 
beiden  Ebenen  (O,  Q,  {0,$)  bestimmen  zwei  Kugelkreise,  die 
sich  in  O  und  0|  schneiden ;  ihre  Tangenten  in  O  sind  x  und  tf, 
in  0|  die  Linien  i  und  f ,  also  ist  nach  dem  Hiilfssatze  der  Win- 


«)  KanHch  ThI.  WX^TMi  S. 
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^^^  (^')  gleich  dem  Winkel  (r,  tf),  oder  dem  Winicel  (T|,0,), 
dessen  iScbeokei  denen  des  Winkels  (t,  c)  parallel  sind.  Hier- 
mit Ist  der  Satz  erwiesen,  da  T|»  tf^  die  stereographischen  Pro- 
jectlonen  yon  t  und  s  sind. 

Wie  Schreiber  dieser  Zeilen  sich  erinnert  >  waren  dem  Be- 
weise einige  interessante  Folgerungen  beigeffigt,  die  noch  erwähnt 
werden  sollen. 

..  Prorjicirt  man  eiheo  KugeIhMis  C,  die' Kantei»  des  Kegck 
welcher  der  Kugel  längs  C  umschrieben  ist,  und  endlich  die  Spitze 
dieses  Kegels  y  stereographiscb ,  so  wird  die  Projection  von  C 
zuvörderst  ein  Kegelschnitt  C\ ;  da  die  Tangenten  von  C  mit  den 
Kegelkanten  rechte  Winkel  bilden,  so  projiciren  sich,  nach  dem 
eben  erwiesenen  Satze,  diese  letzteren  als  die  Normalen  von  Q, 
und  da  diese  Normalen  samnitlich  durch  einen  Pnnk^  geben,  die 
Projection  von  y,  so  muss  der  Kegelschnitt  C|  ein  Kreis  sein. 
Diess  Resultat  lässt  sich  nun  freilich  auch  auf  andere  elementare 
Weise  ableiten ,  dagegen  enthält  der  hier  gewählte  Gang  zugleich 
den  einfachen  Beweis  des  schOnen  von  Ch  asies  gefundenen  Satzes: 

Ist  C  ein  Kugelkreic«,  y  die  Spitze  des  der  Kugel  längs 
.    C  umsehriebeBen  Kegels  und   Q   die  «tereograpfaische 
•  Projection  von  6%  so  ist  die  stercsogrepbisehe  Proj«etim 
von  y  der  Mittefpunkt  des. Kreises  i\, 

.  Andere  Beweise  des  von  Herrn  Prof,  Ueiss  behandelten  Satzes 
finden  sich  in  Uacbette:  „Correspondance  aar  i'^cole 
polytec)iniq.ue/' 


2.    Zur  Theorie  des,  KrQromuBgskreises. 
(VergL  den  Auftatt  des  Herrn  HerRUsgeber«,   ThI.  XX\.  S.  296.) 

Der  Herr  Herausgeber  wird  gewiss  durch  die  Verbreitung 
des  Lamarle* sehen  Aufsatzes  sich  den  Dank  der  Leser  des 
A^bivs  verdFenen.  Es  möge  jedoch  nicht  unerwähnt  bleiben, 
dalts  die  Bestimmung  der  Krümmungsradien  ebener  Kurven  in 
neuester  Zeit  uftens  der  Gegenstand  interessanter  Unteratichiingen 
geweseit  ist.  (Man  vergl.  z.  B.  erpen  Aufsatz  von  Chasles  in 
LibuvIHe  iTöm.  XI).  Was  aber 'specieJI  den  vom' Herrn  Her- 
ausgeber'bewiesenen  Satz  tiber  den  Kriimmungikreis  <jer  Kegel- 
schnitte anbetrifft,  so  ist  derselbe  nicht  neu;  Schreiber  dieser 
Zeilen  vermuthet,  dass  er  schon  in  den  geometrischen  Schriften 
aus  dem  vorigen  Jahrhunderte  vorkonmV  Oboe  IMetariseb«  lltifs- 
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mittel  sieht  er  dok  ftf>4en*  Aägeobliek  gmiOtiiigt,  auMteie^  ftit««' 
ces  WerfciiKorickzugebenv  aU  auf  8ehelibäch*e  v/K«g-6l^ 
schDitte''*  (Berlin.  1843)»  «?e  4ieib  Reie  stehende  ConetrdctieR 
Seite  <82^  (.  100*  ecwSlintund:  bemeeen  Ist: 


^.    .  ,j  3«,  Fer;nBt'.achef.jSat%.'  .,  .  .  ,  , 

(Ver§;l..AffcMv  Tbl.  XKX/6.  357«): 

Der.  an  4ier  eben  erwähnten  Stelle  gegebene  Beweijs  ()e$. 
Ferm^ tischen  Satzes  ist  nicht  von  Cauchy,  soodern  tod  Eitler' 
(Comm.  Acad.  Petrop.  T.  VIII.).  Gauss  resämirt  ibn  folgen-, 
dermaassep  (Disquis.  arithm.  pag.  46.): 

bnititar  isiUi  (sc;  deift^tratio)  efolutiooi  polestatis  (ii<fl)i>«. 
ubi  .e^.ceeiBieieivticim'  ferma.  faotlUme  dedacitur  (a^-Dl'-^^'ictfi-^li 
semper  per  p<  fore*  divfeibikm  *)^  adeoqm.'  (sjl  l)Pr— (a  4- 1)  pen:/»* 
divisibilem'  rpre>  qeando  nP*— «  per  p  ^it  divlsibilis.  Jam  qnis^ 
)p  — 1  semper  per  p  divisibiUs  est^  etiam  3P.-r-.2  semper  erit,  bind* 
etiam  3p  —  3  etc.  generaliterque  aV  —  a,  Quodsi  itaque  p  ipsum 
a  Den  jaetifur^  etiam.  aP^^—  1  per  p  divisibilis  erit.  Hdec  suffi- 
cient  Ad  »etfaodi  indelem  decftarandaro.  i 

Indem  ich  Sie  ersuche,  obigen  Mittheilungen  eitien  Platz,  im 
Archive  gewähren  zu   wollen/  unterzeichne  ich  mich'  ergebenst/ 
Im  Mai  1858.  L.  D., 

ein  Leser  des  Archivs. 


Nachschrift  d^s.Her^usgeberjs. 

irtdeitl  ich  Herrn  L:  D.  recht  sebr  ffir  die  obigen  Mi«thHtntt- 
^n  danke,  bemerke  i<5h  Folgendes:  •  / 

'  Ad  1.  peweise  des  fraglichen  Satzes  giebt  es  mebrere,  und 
ich  kunnte  in  dieser  Beziehung  auf  eine  Menge  von  Scbriiten  ver- 
weisen. Erinnern  wijl  ich  bei  dieser  Gelegenheit  nur,  —  damit 
die  verdienstliche  Scbriflnje  in  Vergessenheit  komme,  —  an  dip 
sehr  schöne  .„Geon^etri^che  Entwickelung  der  Eigen- 
schaft e',n  .'der  stereograpbiscfa'en  Projection  von  G.eore 
Simon  Klügel.'  .Halle  1788",  wo^in  sich  auch  das  Historische' 
in  ziemlicher  Vollständigkeit  findet.  ,  Ausserdem  ist  es  mir  Wohl 


*y]lf  "btfAe^tct  dne  PritDxnhl,  dfe  in'  a  nicht  anfgeht.  '  E«  lit'hier' 
nIcM  d9e  AMiUit; '«rUtirt  GaifBd'g^geb^ne  Modifiicfttlmi'  de«  to#ve!M« ' 
tflidritSellt 'ftti  |iol^tt<^liiitcli«n  Sataes  ailitäiirtich  anitiig^env  '  •  >' 
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£)^  schreiben  eines  Unf^etuumien,  äes  Merm  L  D.^ 

erlaubt»  aufmeiBe  eigetieln  den  AstroiioiiiUclieii  Na^hrich- 
t^Q.  Band  XL.  (18SS).  Na.  9S5.  S:397.  erecbieaene  Abftmodiang: 
,»Ueber  die  alereographUche  Projection  «Inea  Ellip- 
aoida,  von  Prof.  Dr.  Gronert  in  Greifaivaid*'  bei  dieser 
Gelegenheit  su  verweisen,  in  welcher  Ich  bewieaen  habe,  dast 
die  Eigenschaft  der  stereographischen  Projection,  dass  die  Pro- 
jectionen  aller  ebenen  Schnitte  der  Kugelfläche,  wie  die  Schnitte 
selbst,  Kreise  sind,  aoch  für  das  Rotations •Ellipsoid  gilt,  wenn 
map  das  Aage  in  den  einen  Endpunkt  der  Drehungsaze  versetzt 
und  die  Projections  -  Ebene  im  Mittelpunkte  des  Ellipsolds  senk- 
recht gegen  die  Drehungsaze  errichtet.  Ausserdem  habe  ich  aber 
in  dieser  Abhandlung  auch  einen  neuen,  nach  meiner  Meinung  sehr 
merkwiirdigen  Ausdruck  für  den  Cosinus  des  Winkels  gegeben ,  unter 
weichem  die  Projectionen  sweier  einem  und  demselben  Punkte 
der  Oberfläche  des  Eilipsoids  entsprechenden  Berfihrenden  des* 
selben  gegen  einander  geneigt  sind,  woraus  der  bekannte  ent- 
sprechende Satz  (^T  die  Kugel  auf  der  Stelle  folgt,  wenn  man 
die  Ezcentrieität  des  Eilipsoids  verschwinden  liest. 

Ad  2.    Für  diese  Mittheilung  danke  ich   Herrn  L.  IX  ganz 
besonders,  indem  es  mir  nur  zu  gans  besohderer  Frevde  gerei- 
chen kann,  wenn  auf  diese  Weise  das  wohl  begründete  Anrecht 
eines  so  verdienten  und  scharfsinnigen  Mathematikers,  wieJSen 
Professor  Schellbach  in  Berlin  ist,  auf  die  fragliche  Constmc- 
tlon  des  Krilmroungshalbmessers  der  Kegelschnitte  gewahrt  und 
gesichert  wird.     Da  mir  das  in  2.  angeffibrte  Lehrbuch  der  Kegel* 
schnitte  leider  ganz  unbekannt  geblieben  ist,   so  habe  ich  diese 
sch9ne  Construction  zuerst  aus  der,  natOrlich  nicht  bloss  wegen 
dieser  Construction,  sondern  vorzüglich  wegen  ihrer  anderen  all- 
gemeinen Betrachtungen  und  neuen  Gesichtspunkte  sehr  bener- 
kenswerthen  Abhandlung  Herrn  Lamarle's  in  Brüssel   kennen 
gelernt,  und  dieselbe  in  dem  Aufsatz  Tbl.  XXX.  S.  296.  auf  eigen- 
thfimliche  Weise  analytisch  zu  entwickeln  und   dadurch  zugleich 
auch  eine  Reihe  anderer  bemerkenswerther  analytischer  Ausdrücke 
zu  gewinnen   gesucht.     Herrn  Lamarle's  Verdienst  liegt,   was 
ich  nochmals  erinnere,  keineswegs  in  der  fraglichen  Construction, 
sondern  in  seiner  neuen  allgemeinen  Betrachtungsweise  der  Cor- 
ven,  die  man  aus  seinen  in  meiner  Abhandlung  angefiihrten  Auf- 
sätzen mit  Vergnügen  näher  kennen  lernen  wird,  wozu  ich  schon 
a.a.O.  aufgefordert  habe.     Die  von  Herrn  Lamarle   gegebene 
Construction  stimmt  in  der  That  im  Wesentlichen  auch  mit  der 
von  Herrn  Brix  im  Archiv  Tbl.  IX*  Nr.XXXLS.31&  gegebenen 
ConstcoetioQ  übereio.    Ich  bemerke  aber  nochmals  i    das#  in  deur 
Aufsatze  Tbl.  XXX.  Nr.  XXXII.   es  vorsügUeh  auch  um  die 
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abrigeo  dort  mitgefheiiteii  eleganten  Formeln  and 
Sfitze  za  thun  war,  keineswegs  bloss  am  die  Constractioo, 
welche  dem  Aufsatze  zur  Ueberscbrift  gedient  bat.  Freilieb  wird 
man  diese  Gonstruction  nicbt  nach  Herrn  Lamarle  benennen 
dfirfen ;   denn  der  Erfinder  ist  gewiss  ein  schon  ziemlich  alter. 

Ad  3.  Herr  L.  D.  hat.  ganz  recht,  dass  der  betreffende  Be- 
weis des  Fe rmat'schen  Satzes  arsprfinglieh  voll  Euler  herrfihrt; 
und  einen  ähnlichen  Beweis  hat  auch  Lambert  in  den  Actis 
eradit  1760.  p.  109.  gegebeir.  Ca  och  y  hat  dies  a.a.O.  nicht 
bemerkt,  und  mir  war  die  Bemerkung  von  Gauss  entfallen,  als 
tob  die  fragKcbe  Nofiz  fffr  das  'Archiv  nied^sehrieb,  läm  diesen 
Beweis  für  den  Elementar«  Unterricht  za  empfehlen.  Der  Beweis, 
tvelcben  Legendre  in  der  Th<$orie  des  nombres.  Seconde 
edition.  Paris.  1808.  p.  166.  giebt,  ist  eigentlich  aacb  ganz 
derselbe;  er  verweist  an  dieser  Stelle  auf  eine  Abhandlung  von 
Euler  in  den  Nov.  Comm.  Petfop.  T.  1.  Die  Form,  onter 
tfelcber  ich <  den  Beweis  .^ach  Cauchy'mitgetheilt  habe,-  soh0hit> 
mir  aber  ganz  besonders  elementar  zusein  und  sich  vorzflglich 
rar  den  Elementar -Unterricht  zu  eignen.  Aus  einer  gemeinschaft- 
lichen Quelle  bähe  leb  selbst  anf  eigenlhflmricbe  Weisie  den  Satz 
von  Format  und  das  Theorem  von  Wilson  abgeleitet- f»(:eiD«r 
tn  .CreJ[l|a's  Joarnal.   Tbl.  VHI.   sich  findenden  Abhandlung.* 

:    '    .  '    e. 


.    ■  11^ 
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SM  T0epiit%^    grweUenmg  Hm$  S00Me$  äei  lim.  Frtf.  GrunerL 

Xz=a!^  +  ....,    Jr,=:iM*-»+....,    Z,=t(n--l)a«-2ji»J««-H-t 

Jfj  =  ^j j?"~' + .... ,    2[4=:^4a:"""*+ ....,    u.  s.  w. 

Jf«.t  =  Awtsfl  +  .... ,    Jf»-i = An^ix  +  JB,    Jfn  s=  A. 

Nach  dem  Starm'scb^  Satze  aubatituirt  man  in  den  n-f-l 
Funktionen  X,  Jfi,  X^^,.,.^  Xn  ffir  j;  zoerat  — od  und  dann  -f  od; 
wie  viele  Zeichen wecbael  die  zweite  Subatitution  weniger  giebt, 
ala  die  erate,    ao  viele  reelle  Wurzeln   hat  die  Gleicbong  jr=0. 

Ea  aei  nun  (n  — l)a^— 2fi6  <0»  d.h.  negativ,  ao  erbalten 
wir  Ar  die  Reihe  der  Zeichen  hei  den  obigen  Subatitutionen  fol- 
gendea  von  aelbat  veratlndlicbe  Schema: 


(1)  ar=:— X 

(2)  xss  +  oo 


(1)  j?=-« 
(4)  ^=  +  00 


1)    Für  ein  nngeradea  n« 
X,    Xii    Xq9    X^9      A49  ••»•>  JCü—ay 


Aa^ly     Ä9 


+     +       —       A^f      A^t  ....,  ilii— a«       ^a— 1>  A 
2)    Ffir  ein  geradea  n, 

Xf      Aj  ,      ^^»        -^S»        Ä^j .... ,  Jl»— 4,        ^fi-.if  -1« 

+       —        —      ""^^8*    -|-il4,  ....,  if«— a,   —  ilii^l,  An 


Vergleichen  wir  nun  die  Zeichenreihe  (1)  mit  (2),  ao  zeigen 
aowbhl  bei  geradem,  ala  bd  ungeradem  n  die  eraten  drei  Funk- 
tionen Xf  Xi  und  X^  in  beiden  Zeichenreihen  einen  Zeichen- 
wecbael.  Wenn  alao  bei  dem  Debergange  von  ar=  —  00  zu  j:=-foo 
irgend  welche  Zeichenwecbael  verloren  gehen  aollen ,  ao  kann  dies 
bloaa  in  den  Funktionen  X^y  X^f  X^l  ....^Xn-if  Xn  geacbebeo« 
Unter  den  n  — 1  Funktionell^.^,  Jf^,....,  An  können  aber  über- 
haupt bOchatena  n— 2  Zeichen  wecbael  vorkommen  und  verloreo 
gehen.  Folglich  kann  die  Reihe  (2)  bOchatena  n— 2  Zeichenwecb- 
ael weniger  zeigen,  ala  die  Reihe  (1).  Folglich  kann  die  Glei- 
chung XsiO  huchstena  n— 2  reelle  Wurzeln  haben;  aiemneaalao 
wenigatena  ein  Paar  imaginftre  Wurzeln  haben. 

CJnaer  allgemeiner  Satz  lautet  daher: 

„Wenn  (n— l)tf>-^2ii6<0  iat,  ae  frat  die  Oleidiang 
Ä«  +  aa:"-*  +  6ar"-«  +  cjr«-»f . . . .  +*a:+/=0  wenigatena 
zwei  imaginfire  Wurzeln." 

•'»  ^m  üüi'd'fsMHihmd^n  Satt  dda Herrn  Profeaaor  Grunert 
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Ueber  die  Ermittelung  des  wahrscheinlichen  Fehlers 
bei  Längenmessungen. 

Herra  Professor  Dr.  /.  Dienger 
am  Polyteclmikoni  In  Cavlsrahe* 


In  der  jQogst  efsdiienen^n  Schrift:  „Ansgleichong  der 
Fehler  p.o.|yg4|nonletri^ch•r  Meseungea'*  giebt  Voriän- 
der  die  fügende,. R^l^i  zor  Ermittelong  des  wahrscheinlichen 
Fehlers  bei  LfingenmessiingeD  an,  wobei  er  voraussetzt»  dass  bei 
eiDem  Polygon  von  n  Seiten  jede  Seite  doppelt  gemessen  worden : 

Dde  Tergleichung  jeder  solchen  Doppelmessung  ergiebt 
d#m  Geometer  ein,  der  betreffenden  Seitenlänge  zugehS* 
riges  Fehlermaass.  Theilt  er  diese  Differenz  zwischen 
der  er^en  und  zweiten  Seitenmessung  mit  der  Länge 
der  Lifcie»  suihmirt  er  alle  solche  Quotienten,  theilt  die 
Summe  durch  die  Anzahl  derselben  und  multiplicirt  die 
(den?)  Quotienten  mit  0*47694,  so  erhält  er  für  eine  hin- 
reichend grosse  Anzahl  von  Polygonseiten  einen  auf  die 
Eftiheit  des  gebrauchten  Längeomaasses  sich  beziehen- 
den und  für  sein  Ausgleichungsgeschäft  brauchbaren 
Wertb  des  wahrscheinlichen  Eioheitsfehlers  seiner  Län- 
genniessungeo* 

Diese  Regel  scheint  mir  falsch  zu  sein,  wie  aus  der  nach- 
folgenden  Darstellung  hervorgehen  wird,  bei  der  ich  je  auf  meine 
„Ausgleichung  der  Beobachtungs  -  Fehler  *'  (Braun* 
schweig  1857)»  beziehungsweise  auch  auf  meine  betreffende  Ab- 
handlung in  ThL  XVHl«  S.  MO.  des-  Archivs  verweise. 

TheilXXXI.  15 
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22ft  Bitnsif:  Ue^er  die  ßrmiUeimtff 

Sei  iL  die  Lfioge  der  Messrothe  oder  Messkette,  mit  der  alle 
Polygonseiten  gemessen  wurden;  r  der  wahrscheinlicbe  Fehler 
bei  einer  einzelnen  Anlegung  derselben ;  j^^ ,  jt«,  ....,  or«  die  (gan- 
zen) Zahlen»  die  anzeigen»  wie  viele  Male  die  Messnithe  anzu- 
legen wÄre,  um  die  erste,  zweite,  ....,nte  Polygonseite  za  mes- 
sen, so  dass  also  x^l,  a%X, ....,  arni  die  wahren  LSngen  derselben 
sind.  Alsdann  sind  die  wahrscheinlichen  Fehler,  die  man  bei 
^iner  Messung  begebt  (Seite  48.) : 

Ist  demnach  1  das  Gewicht  einer  einmaligen  Anl<^ng  (Hessnog 
▼oo  X);  ffi,  ff%»..-.',gn  die  Gewichte  der  Messungen  der  n  Poly- 
gonseiten, so  bat  man  (S.  23.): 

.  1111 

.     .      .      '" 

9t=^~.  Ä=- .y«  =  i-- 

Seleo  nun  ferner  (]),,  (I),  die  beiden  durch  Bfewmig  gefandeneo 
bSagen  d<jr  ersten  Polygdnseite,  nattriieh  fn  dweeJben  Maasa- 
einh^H  ausgedrückt,  in  der  l  gegeben  bt;  (2)i,  (2),  die  aaalogen 
Wertbe  für  die  zweite  Seite;  .,..',  (nh,  (n\  die  für  die  «te.  so 
bat  man  (S.  19.): 


WO 


die  zugeschriebene  Zahl    (  — ,    —  ,  ....  *  —  J  je  da«  Gewicht 

der  betreffenden  Gleichapg  ausdrfickt  Daraus  folgen  als  lfmh^ 
scheiolicbste  Wertbe  von  o^il,  x^,...,^xn^  (&22.): 

Dk  Gesammteahl  der  Gleichnngen  (2)  ist  2it,  während  n  unbe- 
kannte sa  ermitteln  sind,  zwischen  denen  wtr  keinerlei  Bedingnogs- 
gleichong  bestehen  lassen.  Daraas  folgt  (S<  6&>  fSr  den  wahr- 
scheinlichen Fehler  der  Gewichtseinheit: 


*)  Man  hat  da^sl  sn  beaehlea,    daa»  bei  Amt  DUTsreirtistSeB  die 
Gewichte)  ala  nnverfailerlisli  mäeten  engetehen  werden. 
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23Sffei$:  Annabenn.8äiMüb.9Hnnetr,0ert.filrFmktey4er.8mme 

Das«  r  in  derselhen  Maasseinheit  erhalfen  ifvird»  hi  der  /,  d,  l 
gegeben  sind,  versteht  sich  bei  der  Formel  (4)  von  selbst,  wäh- 
rend die  Regel  von  Vorländer  nor  absolote  Zahlen  liefert,  also 
schon  dessbalb  an  beanstanden  ist.  Wir  ersehen  Gbrigens,  das« 
anter  sonst  gleichen  Verhältnissen  der  Werth  von  r  im  Verhält- 
nisse von  VA  wächst,  was  besonders  aostusprechen  hier  unter- 
bleiben kann* 

f 

Bei  einer  Gesammtausgleicbang  eines  Polygons  kommen  Wia* 
keU  und  Seitenfcorrektionen  vor,  und  das  verhältnissmässige  Ge- 
wicht ermisst  sich  aas  den  wahrscheinlichen  Fehlem  io  der  be- 
kannten Vi^eise  (vergl.  etwa  S.  III.)*  Dass  man  hierbei  das  Gewicht 
fSr  alle  Seitenkorrektionen  im  Allgemeinen  nicht  als  dasselbe  be* 
trachten  darf,  ist  aus  dem  Qbigen  klar,  so  dass  also  das  eben 
angefahrte  Beispiel  meiner  Schrift  hierin  nicht  maassgebend  seil 
kann.    Ffir  jetzt  roarg  aber  das  hier  tiesagte  genflgen. 


XVII. 

Aufgaben  und.  Sätze  über  geometrische  Oerter  für 
Punkte  y  deren  Summe  der  Entfernungen  von  gegebe- 
nen  geraden  Linien  oder  gegebenen  Ebenen  eine  con- 

staute  ist 

Von 

9     Herrn  Professor  Dr.   Heis 
so   Monater» 


1.  Aufgabe.  Den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  la 
constrairen,  Tfir  welche  die  Samme  der  Entfernongen 
von  den  Schenkeln  eines  gegebenen  Winkels  einer  Coa- 
Staaten  p  gleich  ist 
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AoflOsong.  Mao  saelie  auf  den  Sohenkelo  des  gegebenen 
Wiokeis  ABC  (Taf.  1 V.  Fig. 9.)  swei  Punkte»  xmAy,  so  dass 
die  Perpendikel  xD  und  yE  auf  BC  und  BA  beide  ==;p  werden. 
Die  durch  x  und  y  gelegte  Gerade  wird  die  verlangte  sein. 
Denn  fiillt  man  von  einem  .beliebigen  Punkte»  O»  der  xy  auf  Bx 
und  By  die  Senkrechten  A'  und  k"  und  verbindet  O  mit  B^  so 
i8t2AÄ«y  =  A'.Äa?  +  AM?y  =  (Ä'  +  Ä").Äar,  da  Bx=iBy.  Es 
ist  aber  auch  2ABxy=:^Bx.p,  folglich 

Zttsats.  Fällt  eines  der  Perpendikel  h*  oder  h"  auf  die  ent- 
gegeQgesetsten  Seiten  des  Schenkels»  liegt  also  der  Punkt  O 
ausserhalb  der  begrensten  xy,  so  ist  statt  der  Summe  h'-t-h" 
die  Difereoa  Af-^h'  oder  // — h"  zu  setzen»  wie  sich  leicht  be« 
weisen  llsst. 

2.  Aufgabe.  Den  geometrischen  Ort  aller  Punkte 
zu  suchen»  fflr  welche  die  Summe  der  Entfernungen 
von  den  drei  Selten  eines  Dreiecks  einer  Constanten 
p  gleich   Ist. 

Auflösung.  Es  sei  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  10.)  das  gegebene 
Dreieck.  Man  suche  auf  jeder  der  Seiten  AB  und  AC  die  Punkte 
D  nnd  G  so  zu  bestimmen»  dass  die  Summe  der  Entfernungen 
dieser  Punkte  von  den  beiden  anderen  Seiten  =fi  istj  v.erbinde 
D  mit  G;   alsdann  wird  DG  die  verlangte  Linie  ^lo. 

Beweis.  Es  sei  O  ein  beliebiger  Punkt  der  Linie  DG. 
F&ilt  man  von  O  auf  die  drei  Selten  des  Dreiecks  die  Perpendi- 
icel  OK,  Öüf »  OL  und  von  den  Punkten  D  und  G  auf  die  Seiten 
des  Dreiecks  die  Perpendikel  DE,  DF,  GH,  GT,  zieht  ferner 
durch  D  mit  BC  eine  Parallele  DV,  welche  OL  und  GT  in  R 
und  J  trist»  ferner  durch  O  mit  ilC  eine  Parallele»  welche  Du. 
lü  P»  DF  In  Q  nnd  DA  in  N  trifft»  so  Ist 

DF+DE:=zGH+Gr, 
also 

DF==GH+GJ. 

Wfgen  Aehnlichkelt  der  Dreiecke  JDiVjP  und  DAÜ,  in  welchen 
0  und  Cr  ähnlich  li^ende  Ponkte  sind,  Ist  jener  letzten*  tileich- 
heh  entsprechend  In  dem  Dreiecke  DNP: 

DQ=zOK-^OR, 

alfs  auch»  wenn  man  auf  beiden  Seiten  QF+ DE^zOU-t-RL 

UnzQsetzt; 
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280  Btta:  Aufyaben  tr.  satte  ib.  geonutr.  Oert.  für  mnkte,  der.  Smmme 

OK+OL+0]U=p. 

^  XinsataL  Leicht  lässt  Hich  erkennen,  wie  die  Samme  der 
dtfei  Parpendikel  eich  umändert,  trenn  der  Punkt  Oder  Linie Z)C 
aosaerbalb  des  Dreieckes  liegt. 

2.  Znsatz«  In  ähnlicher  Weise  ISsst  sich  der  geometrisdie 
Ort  aller  Ponkte  finden,  für  welche  die  Summe  der  Entfernungen 
▼on  den  vier  Seiten  eines  gegebenen  Vierecks  eine  constante  ist. 

3.  Aufgabe.  Den  geometrischen  Ort  aller  Ponkte 
%n  finden,  für  itelehe  die  Summe  der  Entferuvngen  von 
den  drei  Seiten  einer  körperlichen  Ecke  einer  Cen« 
stauten  p  gleich  ist 

Auflösung.  Es  sei  iS  (Taf.IV.Fig.il.)  die  gegebene  kur- 
peiUcbe  Ecke.  Man  saobe  auf  den  drei  Kanten  SP^  SQ,  SR 
derselben  die  drei  Punkte  A,  B,  C  so  zu.  bestimmen,  dass  die 
Perpendikel  von  denselben  auf  die  gegeniiberstehendeo  Seiten 
der  Kurperecke  einzeln  =/i  werden.  Die  durch  A^li^  C  gelegte 
£bene  ist  d^r  verlangte  geometrische  Ort. 

Beweis.  Heisseu  die  den  Ecken  A,  B^  C  des  Tetraeders 
SABC  gegendberstehenden  Seitenflfiefaen  a,  /?»  y,  so  ist  der  In- 
halt des  Tetraeders  SABC  gleich 

folglich : 

Reissen  die  von  einem  beliebigen  Punkte  O  der  Ebene  ABC  aaf 
die  Seiten  a,  ß,  y  des  Tetraeders  geföllten  Perpendikel  h' ,  A^,  A*, 
so  Ist  der  Inhalt  des  Tetraeders  : 

^A^«  +  {A^/J+lA«'.y  =  l«(A' +  *''  +  **')=- J«.p, 

folglich  A'  +  A''  +  A"'=;?. 

Zusatz.  Nimmt  man  den  Punkt  O  ausserhalb  der  Ebene 
des  Dreiecks,  so  wird  je  nach  der  Lage  dieses  Punktes  in  Besug 
auf  die  Ebene  die  Summe  A'^-A'-f  A"^  sich  in  A'  4  A^  ^  A^  oder 
A'  — A"— A^  u.  s.  w.  verwandeln» 

4;  Aufgabe,  Auf  der  Settenkante  SA  (Taf. IV. Fig. li) 
eines  beliebigen  Tetraeders  SABC  ein^D  Punkt  X  tu 
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nodfta«  «o  dasa  die  Samme  dar  AbstiDda  dieaaa  Punk- 
taa  von  daa  gaganOberatabandeD  SeitaofUchen  SBC 
«Dd  J£C  einer  gegebaeeo  geraden  Linie  p  gleich  ar«pda. 

AoflOsung.  Bestimmt  man  auf  den  drei  Kanten  BA^  BS, 
BC  der  an  die  Grandfläcbe  stoj«8enden  kurperlichen  Ecke  B  die 
drei  Punkte  JU,  N,  O  so,  daas  die  Perpendikel  von  denselben 
auf  die  gegenüberstehenden  Seitenflächen  der  Ecke  der  gegebe- 
nen Linie  p  gleich  werden,  so  wird  die  durch  lUNO  gelegte 
Ebene  die  Linie  SA  in  einem  Punkte  X  treffen,  der  nach  dem 
Torben  Satze  die  verlangte  Eigenschaft  bat.  Diesen  Dnrchscbnitts- 
puikt  wird  man  aber  am  einfachsten  durch  Verbindung  des  Punk- 
tes JU  mit  N  erhalten,  wobei  also  O  überflüssig  ist. 

Aufgabe.  Den  geometrischen  Oti  aller  Punkte  su 
finden»  ffir  welche  die  Svmme  der  Enlfernangen  von 
den  Tier  Seiten  eines  Tetraeders  SDGL  (T&f. I V. Fig.  13. 
and  Fig.  14.)  einer  gegebenen  Linie  p  gleich  wird. 

AoflSsnng.  Man  suche  auf  den  Seitenkanten  SD,  SG,  SL 
der  gegebenen  Pyramide  drei  Punkte  g^  M,N,  so  dass  die  Summe 
der  Perpendikel  ven  jedem  dinier  Punkte  anf  die  gegenfiherste* 
henden  Seitenlfiehen  des  Tetraeders  SDGL  ss  p  werde.  Legt 
man  mm  dnrcb  JU,  g,  H  eine  Ebene  JUgPi,  so  iet  dieselbe  die 
miangte. 

Beweis.  Es  mligen  der  Abkdranng  wegen  die  von  einem 
beliebigen  Punkte  m  auf  die  den  Ecken  S,  D,  G,  L  gegenfiber- 
stebenden  Seitenflftchen  geftllten  Perpendikel  bezflglicb  mit  mZ, 
mJ,  mFund  mA  bezeichnet  werden.  —  Durch  den  Punkt  g  sei 
eine  Ebene  dgl  parallel  der  Grundebene  DGL  gelegt,  und  der 
Abstand  eines  beliebigea  Punktes  m  von  dieser  Ebene  sei  mit 
m9  bezeichnet 

Bei  dem  Beweise  ^d  iwei  Fälle  in  Bezug  auf  die  Lege  der 
Punkts  in  der  Ebene  MNg  m  unterscheiden.    Der  Punkt  m  liegt 
anf  dem  Umfange  des  Dreiecks  JUNg  oder  nicht    Es  mSge  (Taf.  IV. 
Flg.  13.)  m  auf  der  Linie  Mg  liegen.    Es  ist  also  nach  der  ein 
gefiihrten  BeseidiQungeweise  darzntbun,  daas 

m^i-mA+mrssp 

sei  (mA=zfJ).    Nach  der  Voraussetzung  ist: 

g£+gr=:ia£^JUA=zp.  (1) 

Zieht  man  gS  ab,  so  wird: 

gr=zM<s+MA.  (2) 
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Man  lege  darcb  m  eine  Ebene  mm  ||  MSN^  eMaBB  entsteht 
doe  Pyramide  gnun  der  gMSN  «bnücb,  und  fiir  b^e  ^jrwak- 
den  ist  die  Ebene  gdl  eine  &bnlicb  liegende*  Es  baben  aomit  die 
Panlite  g,  m,  «,  n  in  Bezug  auf  ihre  Entferjiungen  von  den  Ge- 
genfläehen  deä  Tetraeders  und  der  Ebene  gdl  dieselben  Eigen- 
scbafteo,  irie  die  correspondirenden  Punkte  G,  M,  S,  N  in  Be- 
lüg auf  ihre  Gegenfläcben  und  dieselbe  Ebene  gdl.  Bezeichnet 
man  den  Abstand  des  Punktes  g  von  der  Ebene  $mn  mit  gy,  so 
wird  also  entsprechend  (2) : 

.  gy  SS  tnö -i- mJ*  (3) 

Setzt  man  mF  hinzu,   so  ist: 

mF  +  f^,   d.  i.  gr=z  mc  +  mJ  f/nF.  (4) 

Setzt  man  nun  gS  hinzu  und  berücksichtigt,  dass. 

mc  -t-  gS  =^  m£, 
so  ist: 

gF+gZ^mS  +  mJ  +  mr.  (5) 

Da  aber  gF-^gSssp  ist,  so  bat  also  der  Punkt  m  der  Linie 
gM  die  Eigeoscbaft»  dass  die  8umme  der  Entferoutigefi  diBsselben 
▼on  den  SeitenAfichen  des  Tetraeders  s=p  Ist.  Da  m^icsO  ist» 
so  ist  also: 

mS+mF+mJ  +  mAszp..  (6) 

Es  liege  zweitens  der  Pqnlct  n  der  Ebene  MgN  innerhalb  des 
Dreiecks  MgN.  (Tat  IV.  Fig.  14.)  Man  verbinde  JV  mit  n,  verlSn- 
gere  Nn  bis  suip  Durchschnitte  m  rpiit  glU,  ziehe  ne\\Wg, 
nb  jl  NM  und  vollende  fib^r  neb  das  dem  Tetraeder  SMNg  Sbo- 
liehe  Tetraeder  abne^  endlich  ziehe  man  noch  durch  e  mit  dgl 
die  parallele  Ebene  hei.  Man  bezeichne  die  aus  n,  £,  n  auf  die 
Ebene  hei  gefftltteii  Perpendikel  mit'Acr;  bä^  na'/  die  von  6,  ic  und 
e  auf  die  gegenüberstehenden  SeitenMes  Tetraeder  aben  geftllteo 
Perpendikel  mit  bß,  nv,  ee.    Es  ist  nun : 

m2-^md+mF=:g£+gFsz:N£  +  Nui.  (t) 

Zieht  man  g£  von  beiden  Seiten  a6,  s6  wird,  da  m£'-g£=^mc: 

ma+m/i  +  tnF=zNa+NA.  (8) 

Da  die  beiden  Tetraeder  aben  und  SMNg  ähnlich  sind  nnd  der 
Punkt  m  (är  beide  ein  ähnlich  liegender  Punkt  ist,  so  mnss  (S) 
entsprechend  auch: 
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der^  gntflrnnm^m  r«  gegib.  9erad.iin*04.9^§eb\Mm.  eine.  cmtM^M.  2S9 
mu'\-mß'{'m»^s:na-\-nA  (9) 

sein.    Setzt  mao  za  beiden  Seiten  eS  hinzu»  ao  mnss»  da 

Ist: 

mS  f  m/}  -f  m£  =  n^  ^  itui  (10) 

sein.    Setzt  man  ferner  lArsinA  beiderseits   hliizu   und  berflck- 
sichtigt,  dasfl  m^\tA^ss,  niäj   so  ist : 

mE\iniA\mz'=inE  \nA\nA.  (11) 

Fa^  man  nun  noch  endlich  cT'rznr  beiderseits  hinzu »   und  be- 
rficksichtigt,   dass  mz\4T^simr^  so  wird: 

mIl^mA\mT^nE\nA\nA\nT.  (14) 

Es  ist  aber  nach  dem  ersten  Falle 


nS  +  tiA  +  nr  +  nAszp. 

Zusatz.  Lefcht  lässt  sich  erliennen»  wie  der  Satz  sich  um- 
ändert, wenn  der  Punict  m  zWar  in  der  Ebene  des  Dreiecks  MgN, 
aber  ausserhalb  desselben  zu  liegen  kommt 

Dfe  letzM  Auf^e  findet  sich  analjytUch  gel^ist  im  XIX.  B^nde 
des  Archivs  S.  121.     :      .      . 
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804  ^tU9i€r:  Ammd.4märta.  ASfOmNMIi  iP^^f^l^i^  der 


XTIU. 

Aawendang.des  dritten  Differentials  d^s  =f^{(}djP  der 

Function  der  geradlinigen  Bewegaag  •  =3^/)  auf  die 

Physik  der  aUgemeinen  Schwiore. 

Von        .  . 

Berrn  Dr.  Fr.  fV.  R.  Gentler, 
PatUnr  iii  GroatmoUea  im  GrossherangtluiBi«  Saehten-Wfinar. 


Bekanntlicb  hielt  Lagrange  *)  flir  annOthlg,  bei  der  Unter- 
sncbong  der  Differential -CoefQdenten  der  Function  t=:f{t),  welche 
den  geradlinigen  Weg  t  als  Function  der  Zelt  t  ausdrOckt,  auMer 
dem  ersten  und  iweiten  Differential- GoeflScienten,  f(t)  und  /*(0» 
auch  den  dritten  f^(t)»  und  überhaupt  die  hohem  au  berficksicb* 
tigen.  Es  Ut  die  Aufgabe  der  hier  folgenden  Untersuchung,  in 
beweisen»  dass  es  vortheilbafl  ist^  diese  .BeschrUnkung  fallen  tu 
lassen»  indem  namentlich  der  dritte  Differential -CoelBcient  von 
t:ssf(t),  wenn  t  den  Weg  eines  gravitirenden  Punktes  gegen  das 
GrsfMationscentrQm  hin  darstellt,  Ar  die  Einsicht  in  die  Physik 
der  Schwere  Toh  entschiedener  Bedeutung  ist. 


«.  1- 

Schon  die,  so  viel  mir  bewusst  Ist»  ron  Maclaurin  einge- 
ftthrten  conditlonalen  Definitionen  von  Geschwindigkeit  und  be- 
schleunigender Kraft»    deren  Maasse  bekanntlich  ^  =  f(i)  und 

^=:/*(i)  sind»   wenn  s=^f(1)  den  geradlinigen  Weg  «  als  Func- 
tion der  Zeit  t  in  Rechnung  bringt»  lassen  es  als  eine  Wilikfihr 


1)  Lagrange:    Theorie  dea  foactioss  analjtiquos«    Pari* 
1813.    Trois.  part«    Art.  4.    Page  3U  seqq. 
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FuncL  derferiuUln.  Bemeff.  i  ^f(t)mtfd.Pk9s.  der  ailgem.Sth^itB.  fiSS 

«rsdielneti»  lo  der  DUenssion  deii  dritten  und  überiihupt  dte^bSheril 
Differential -CoefBcienten  ohne  aue  den  analytiachen  Wertfibo  der* 
selben  sich  von  selbst  ergebende.  Grflnde  fibergehen  in  ^vollen« 
WeQn  Maclaqrin  sagt»  die  Geschwindigkeit  v  in  einem  gege- 
benen Zeitpunkte  werde  genau  gemessen  durch  den  Weg»  der  in 
einer  g^ebenen  Zeit  durchlaufen  werde^  würde,,  wen«  die  Be? 
wegung  von  dem  gegebenen  Zeitpunkte  an  gleicbförmig  bliebe  *)» 
so  schliesst  sich  diese  Definition  aach  an  die  Darstellung  des 
Wegincrementes  Jt  durch  die  Taylorsche  Reihe«  deren  La- 
grange sich  irorEugaweise  bedient»  mit  grosser  Leiehtigkeit  abi 
Denn  wird  in 

/r#=/0)^^+    1.2    +  1.2.3  +•  •'  ^*^ 

/^(Q  nach  der  copditionalen  Definition  Maclanrin's  constant  ge- 
nommen» so  wird,  weil  /^(<)s=  ^ L}  ist,  f(f),  f^{t)  n.  s.  f.  su 
Null»   und  dadurch 

worin  offenbar  der  Weg  Ji  als  Maass  der  augenblicklichen  Ge- 
schwindigkeit f[t)^v  gegeben  ist.  Auch  findet  zwischen  der 
Gleichung  (2)  und  der  bekannten  Gleichung  dM=f(t)dt  ein  Wi- 
derstreit nicht  statt»  da  fW  in  Gleichung  (2)  ffir  die  supponirte 

Zeit  Jt  constant  gedacht  wird»  in  welchem  Falle  ^  =  ^  let. 

In  gleicher  Weise  rechtfertigt  sich  das  conditf onale  Maass  der 
beschleunigenden  Kraft  ^»  welches  durch  das  Verhältniss  des 
Zuwachses  ^r»  den  die  Geschwindigkeit  t  in  der  gegebenen  Zeit 
M  erhalten  würde»  wenn  9  während  der  Zeit  ^^ constant  blhohe, 
zu  der  Zeit  Jt  gegeben  ist;  denn  nach  den  angenommenen  fie- 
dingongen  folgt  aus 

^=:/.»^tq^  +  ^^H-....  (3, 

aofort 

^=^r(0  =  9'  (4) 


*)Maclaurln:  Treatise  of  fluxioni.  Edinb.  ir42.  Art  4. 
pi^.  53.  Cr  erweitert  diese  cooditloaale  firklaningaweise  für  die  Fluzio- 
nen  beliebiger  FoBCttoDei|  im  Art  700.  pag.  578  ff.,  womit  ttoch  Art  6. 
pftg;.  M.  au  Tergleichen  ist. 


Digitized  by  VjOOQIC 


60n$ier :  im$nd.  ite  irtU.  DUFaretUHU»  d^9^t'^(Qd^  der 
wobei  wMmhoi,  «reil  AO  iSr  dw  Zeil  ^<  conetaol  gedacht  ist, 

Ist  nun  aber  in  der  Wirklichkeit  die  beecbfeonigende  Kraft  9 
im  Allgemeinen  verSnderiicby  so  darf  wiederum  gefragt  frerden, 
welches  das  Terhfiltnisa  des  Zuwachses  J^,  den  q>  in  der  gege- 
benen Zeit  Jt  erbalten  würde»  wenn  /^(()  wfthrend  dieser  Zeit 
coustant  bliebe,   zu  dt  sein  werde,   und  offenbar  ist  dieses  con- 

ditionale  Verhiitniss  ^  in  demselben  Sinne  das  Maass  der 

augenblicklichen  Aenderung  £.der  bescbleunigeoden 
Kraft  9>,  in  welchem  f'(t)  das  Maass  der  augenbllekllchen.  Aeo- 
derung  des  Weges,  und  f'if)  das  Maass  der  augenblicklichen 
Aenderung  der  Geschwindigkeit  ist«  Es  findet  sich  aber  unter 
Anwendung  der  Haclautin'schen  Bedingungen  aus 

-^9>=/^w)^*+ — ij2 — ■*"Tro — ''"•*        ^^ 


sofort 


^^nö=*.  <ß) 


wobei  denn  wiederum  -^  =  ^  ist,  weil  der  Werth  dieser  Ans- 

drflcke,  f^(t)p  für  die  supponirte  Zeit  ^/<  constant  genommen  wird. 
So  ergiebt  sich  beispielsweise  aus  der  einfachsteuiGleicbung  der' 
schwingenden  Saiten  «  =  asin(<Vm)  als  das  Maass  der  augen- 
blicklieben Aenderung  k  der  beschleunigenden  Kraft  tp  der  Aus* 
druck  /^(Ö=— aVm«cos«Viit),  worin  also  /^(l)  oder  k  das  Ver- 
hältniss  des  Zuwachses  J<p,  den  die  beschleunigende  Kraft  9  tu 
Ende  der  Zeit  t  in  dem  beliebig  angenommenen  Zeitfheile  dt 
erhalten  würde,  wenn  9  während  dieses  Zeittheiles  constaot 
bliebe,  zu  dem  Zeittheile  /1t  ausdrückt 

Bei  Berficksichtigung  Torstebender  Ausflihrungen  kann  mao 
nicht  geneigt  bleiben,  der  von  Lagrange  beRlr werteten  theore- 
tischen Beschränkung  der  Taylor'schen  Entwickelung  raä  Jt 
auf  die  beiden  ersten  Glieder  beizutreten.    Seine  Behauptung,  es 

sei  nicht  nothig,  in  dieser  Entwickelung  das  dritte  Glied,     1^3' 

zu  berficlqsichtigen,  weil  man  jede  Bewegung  aus  einer  glacb- 
förmigen  und  einer  gleicbfonaig  beschleunigten  zusammengesetit 
denken  kOnne»  gilt  nach  seiner  eigenen  Darstellung  nicht  allge- 
mein ßr  jedes  gegebene  J$,  sondern  aligemein  nur  Ifir  sehr  kleine« 
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ja  etgettHieh  nur  flir  nnenAHch  kleine  J$.  Selo  anderer  Onrnd 
aber,  ilasa  die  Natur  ans  keine  einfaebe  Bewegung  Yon  der  Art, 
vrle  sie  die  Glelcbnng  x:=sefl  fordert,  darbiete,  nnd  niin  nieht 
wiese,  was  der  CoefBcient  e  (der  eben  durch  den  dritten  Diffe» 
rential-Coeffictenten  von  a;  gefanden  werden  wfirde)  an  sich  dar-, 
stellen  k5nne'),  ist  kein  tbeeretischer,  sondern  ein  empiriscber 
Grund.  Es  ist  Tielmehr  die  Sache  der  allgemeinen  analsrtischen 
Mechanik,  aus  den  Werthen  der  buhern  Differential -CoefBclenten, 
r'iO$  f'^W  «^«y  die  sie  bei  der  Anwendung  auf  gegebene  em- 
piriscbe  Verbältnisse  annehmen,  nacbzn weisen,  warum  sie  in  ge* 
gebenen  Pillen  auf  die  Berechnung  der  Bewegung  keinen  Einfluss 
haben.  ^ 

Nichts  desto  weniger  kr>nnen  solche  Werthe,  die  auf  die  Be« 
rechnung  der  Bewegung  keinen  Einfluss  haben ,  flIr  die  physika* 
*  liscbe  Einsicht  in  die  Natur  der  Schwere  Ton  grosser  Bedeutung 
sein;  das  zu  zeigen  bietet  aber  die  Betrachtung  der  Differentfa- 
tion  der  Function  «=/'(0  grossere  Evidenz  dar,  als  die  der  ent- 
sprechenden Differential -CoelBcienten«  weshalb  die  nun  folgende. 
Uotersnchung  zu  jenen  fibergeht 

8.2. 

Es  besteht  darfiber  kein  Zweifel,  dass  ans  dem  Dillerenlial 
d$ssf'(t}dt,  worin  ^(<>oder  e  dl«  vertnderliche  Geschwindigkeit 
itt  Ende  der  Zeit  t  raisst,  durch  Integration  der  Weg  $  gefunden 
irfard,  den  ein  Punkt  bei  geradliniger  Bewegung  bis  zu  Ende  der 
Zeit  t  durchlaufen  hat;  es  ist  femer  darfiber  kein  Zweifel,*  dass 
aas  der  Gleichung  dtzrzfifidt  oder  d^$=zf^{t)dfi,  worin  f{ti^^ 
die  beschleunigende  Kraft  zu  Ende  der  Zeit  i  misst,  durch  ein- 
malige Integration  die  Geschwindigkeit  v  und  durch  zweimalige 
der  Weg  i  bestimmt  wird. 

Ebenso  anzweifelhaft  aber  ist  es,  dass  'in  der  Mechanik  und 
Physik  die  Geschwindigkeit  /^(Q  oder  e,    als  die  Ursache  der. 


*)  Lagrange:  Theorie  dea  fonct  anal,  Trola.  part  Art  3. 
Page  313.  J.  F.  Friei  giebt  in  seiner  ,,Matheniatlicheo  Natur- 
pliiloiophle  (Heidelberg  1892.  Seite  502«)^^  dieter  Bemerkong  dee  La-  - 
graige  ein«  Bietophjtiiehe  Begrüoduog,  Indem  er  behaaptet,  dee« 
eioe  Bewegongsgleicbttng,  wie  4Pr=c/',  eine  Terftaderliche,  in  der  Na- 
tor  nnmögliche  Grandkraft  fordere.  Dabei  Ist  aber  roraasgeietst,  daei 
4iete  Grandkraft  (die  Antiehnngtkraft),  deren  Wirkung  die  Scbwere 
nin  eell,  der  letstern  proportional  in  nefinien  sei,  eloe  roraniaettong, 
4eren  üataaglichkeit  unten  ia  S»  ^'  bewtetea  wird. 
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9rOM»  d^  in  d«r  ZAt  i  dorchl^nfenen  Weges*  «»  und  Amam  die 
GrOsM  dioMs  Weges  i  ab  die^  Wirkeng  der  GefchwiBdigkeit 
fW  oi^t  V  des.JMwegten  Pimktee  enerl^aiNit  wird;  und  nicht 
weniger  iweifeUee  gilt  die  iGroeee  der  beeeblennigenden  Kraft, 
f^(fi  eder  9»  als  die  wirkearoe.  Ursacb,e  der  naeb  Abflnee  der 
Zek  t  eingetretenen  Geacbwindigkeit  f(()  oder  9,  so  wie  diese 
^escbwindigkeit  als  die  Wirkung  der  bescbleanigenden  Kiaft 
/*'(0  oder  ^. 

Dariius  folgt  aber,  dass  bei  den  DifereotlaHen  f(i)di  nod 
fit^d^  die  Integration  das  wissenscbähilefbe  Hfiirsrntttel  ist,  ane 
der  GrOsse  der  ursacblicben  Wirksamkeit,  welche  In  f'(Odt  und 
f^(()dfl  gegeben  ist,  die  Grosse  ihrer  Wirkung,  die  -iurch  ff*(t}it 
und  fff{i)dif  gemessen  wird,  zu  finden;  und  dass  umgekehrt 
die  Operation  des  DifferentUrens  bei  den  Functionen  s;=/(Q  und 
vsszf'(()  das  wissenschaftliche  Hulfismittel  ist,  aus  der  Grosse 
der  Wirfcong  die  Grosse  der  ursacblicben  Wirksamkeit  au  finden* 

Dieser  Nachweisung  gemlss  besteht  der  Unterschied  zwiscbeo 
e  oder  f*((i  und  tdt  oder  f*(t)di,  sowie  zwischen  tp  oder  /*(4 
und  (pdt  oder  f(i)dfl  darin,  dass  tp  und  9,  oder  /'(Q  und  /*(Q, 
die  arithmetischen  Maasse  der  augenblicklichen  Geschwindigkei- 
ten lind  Beschleunigungen  ohne  Rdckslcbt  auf  ihre  gegenseitige 
genetische  Abhftngigkeit ,  dass  hingegen  vdt  und  fpdt,  oder  f(i)di 
mi  ^(i)ifl*  eben  diese  GrOssen,  aber  mit  Htfeksieb«  aaf  ihre 
gegenseitige^  im  Dllferentialeaicul  eatwickefhare  genetisehe  Ab* 
bingigkelt  darstellen.  Demgemiss  konnte  man  0  und  ^  oder  f(f^ 
und  f^iO  die  arithmetischen,  dagegen  tdt  und  ^rfl,  oder 
f'(f)dt  und  rWdfi  die  genetische»  GescbwindiglDeiten  nod 
Besclileunigungen  nennen. 

Es  ist  aber  die  analytische  Abh&ngigkeit,  in  welcher  fit) 
▼on  f^(f)di,  und  überhaupt  f^{t)  von  /^+H0^  steht,  ^enau  die- 
selbe, welche  f(t)  mit  f(i)dt,  oder  f'(()  mit  AO^  rerbindet, 
nAmlich  diejenige,  welche  sich  allgemein  in  den»  Assdncke 
d./^{t)ssf^\t)di^  oder  in  ff^{()dt^t<i)^C  dareltellt.  Da- 
her bringt  nothwendiger  Weise  f^{t)dt  in  Beziehung  auf  f{t)f 
und  allgemein  f^-^^t^dt  in  Beziehung  auf  f^{t)  dieselbe  phyaika- 
liscbe  Abhängigkeit  In  Rechnung,  welche  f'if^i  in  Beziehung 
auf  /(Ot  <uid  fifi^^  ^  Beziehung  anf  f*{fy  in  Rechnung  setzt 

Da  nun  f{Jt)dt  in  Beziehung  zu  /(Ot  nnd  nt)di  In  Begeh- 
ung zu  fffif  wie  sich  oben  ergab,-  das  physikalische  TerhSltniss 
der  Ursacblicbkeit  oder  der  Bewirkung  in  Rechnung  briogt, 
so  misst  auch  f^iOdt  diejenige  ursachliche  Wirksamkeit,  durch 
welche  die  in  /^(i)  gemessene  Grosse  erzeugt  wird ;  und  aberbanpt 


Digitized  by  LjOOQIC 


wM  dafdb  jfH^i(IQA  dli^^iiige  umacbltcte  Wirk08ttk6it,  wekb« 
dw  in  f^4)  tft  den  Galctil  gebraobte  pbyiibali«cbe  GrOsM  her*« 
YorhihigU  nter  Bwwkbiiimg  Ibrar  getietisobeii  AbbSngigkcit  ana« 
tyttseh  dargeateltt,  ivibread  f^^(f^  einfecb  d«D  arHhnietialdMii. 
Wertk  ebea  diaaer  vraatbliGbati-  Wlrkaamlceit  beatininl.  Damge- 
vdUm  kOimto  man  wobi  die  aaf  eloaAder'  folgondeo  DMterantial« 
GaeffieiMit*»  4er  Bewegoagalbiietioii  $=fii)  die  Ganaaktafe»  dar  , 
Bewegung  neonan*). 

5.3.     . 

Mitllflire^der  Uer  nacbgewieaeneD  eauaalen  Bedeatung,  welcbe 
dem  Differeotial  Ap  =  f^(t)di  in  Beaiebong  aaf  däa  Maaaa  der 


^)  Maa  welle  beaMrlren,  daei  bier  alcbt  elae  beeoadere  Bedeatoag 
dee  ailgemeiaeB  DUfereatfal-Calenl«  ▼araavgeeeiatlvird,    eaaden  daee 
die  DiscaeeloB  eiaee  cpeciellea  Falle«  auf  die  geaetiscbe  Bedeoiaag  der 
DiffereatialieB  für  dietea  Fall  binleitete«     ladeM  wird  nlob^   verliaaBi 
wefdea ,  diM  die  VeraUgeoieiaerang  der  canealea  Betraohtoagaweiae  iraa 
«=:/(0  aad  selaer  BifferentiaUea  auf  die  Idee  der  Flaaiaaeareebaaag 
New  tan' •  iöbrt,    bei  darea  Annfahraag  aicbt  aar  tob  der  Vovielluag 
eiaer  f bjeilcaliechea  odet  aiecbaaiecheB  CaaaaUtat,  aoadara  eelbet. 
TOB  dar  Newtoa'tcbeB  HulfivorsteUung  der  GeAcbwiadigbeil  abetrabirt 
werdea   boauie.     Daxq  würde  die  Aaffasaaag  dee  Differaatiak  ala  dee. 
laceptWe  oder  lacboativ'c  der  Teräaderllcbea  €iroMe  dieaeq,   wie 
•le  Wallte  ia  selaer  malbet.  uafvere.  aap.  S.  uad  de  aagiilo  coo- 
tacluey  f.  AbftbalL  cap*  6,  aad  cap*  6«,  eiagefuhrt  bat;   aar  bediente 
lieb  Wallte  aa  tebr  der  |Acb  balb  scbolattisclieii  AutdruckiWeiae  der 
damalfgaa  Fblloeopble  eeiaer  Heiaiatb ,   and  bielt  eicb  dem  tfllgememeB' 
Algorfännue  au  feni.    Bbie  kleiaa  Abhaadlnae   dee  Verfaeeers- ia  dem 
Oeterpragnunai  far  1850  dee   Eleeaaabar  Bealgj^maaciama  saobte  die 
Aaffoeeaag  dee  Wallia,  die  «leb  Ibm  Toa  salbet  aafgedriagf  batte»  an 
recbtfertigea  aad  au  arweilera.    Mag  ac  aaa  aacb  dieser  Arbeit  aa  darab- 
gfiaglger  Erideaa  maageluy   eo  ist  doch  an  waasohea,  dass  die  laoepti- 
Teatbeoria  dee  Wallis  ebeasowobl  Ihre  wiiseasebaftliebe  Darcbfahraag" 
fiadea  möge,  wie  der  Toa  ibm  gleichfalls  euere t  gegebenea  geometrl- 
schea  Deutoag  ^ar  imaglaärea  Aasdrucke  Ia  der  Theorie  der  lateralea 
Grossea  Toa  Ganee  ihre  Tolleadoog  gewordea  ist    A^cb  mochte  sich 
■choB  ane  elaer  Aoalyse  äet  art.  111.  corolLS,  Ia  MacIanrlB^s  trea* 
tise  of  ftaxioaa,  wo  die  Ordlaate  elaer  aa  quadHreadea  Fliehe  (aacb 
Wallis  also  das  laceptlr  derselbea)  der  FInzloa  der  Fläche  proportio- 
nal gefaadea  wird»   aad  der  erwaitertea  Bedeatuag  der  Quadratur,   wie 
sie  art  114»  lehrt,  mit  Eirideaa  ergebea,  dasa  die  geaetlscbe  oder  caa-f 
sele  Deatnag  dee  Differeatial-Calcule  eich  sehr  wohl  mit  der  aasebaa- 
licbea  Klarheit,  derea  Taiblld  aaa  die  allea  Grfaefaaa  gebea,  ▼ereiaigea 
lÄwt. 
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bMchUoQigefMkii  Kraft  p^fit)  znk^madi  lH$t  sieb  ntt  Sieber- 
beit  eotscbeideo,  ob  die  Natur  der  ad«  dem  Gravitatioiiagetfetic 
bervorg«be»ideii  Bewegungen»  denen  dkl  Glekkmg'$^f{i)  aage- 
paast  «ein  aoll»  der  Annahme  eiaer  phyaibaliaehan  Crsaiche  der 
Schwere»  d.  h.  einer  der  Ceatralmaaae  eiaentiiilailidien  Kraft  der 
Anaiebuag».  deren  Wirhung  die  Schwere  des  gegen. die  Ceatral- 
,masse  gravitirenden  Pifnktea  sein  aellt  enlapricht  oder  frUerstreh 

tet    Hat  nXmiicb   -^  =  /'''(Q,   wenn  es  dieser  Untersuchung  ao 

gepasst  ist,  einen  angebbaren  arithmetischen  Wertb,  so  Ist  die 
Existenz  der  Anziehungskraft  erwiesen;  ist  dieser  Werth  aber 
der  Null  gleich,  so  bat  die  roraussetzlicbe  Aaaiehuogsicraft  der 
Centralmasse  faeine  physikalische  Existenz, 

Es  bietet  aber  die  wissenschaftliche  Errahrung  zwei  Fälle  lar 
CntiBrsuchung  der  Schwere  in  der  hier  geforderten  Richtvng  ao; 
man  kann  entweder  von  der  elliptischen  Bewegung  eines  schwe- 
ren Punktes  um  sein  Gravitatiqnseentrum^  oder  auch  von  der  gerad- 
linigen Bewegung  eines  schweren  Punktes  nach  dem  Hrravitation» 
centrum  bin,  also  vom  allgemeinen  Faifgesetze  ausgeben.  Da 
aber  nach  der  Hypothese  der  allgemeinen  Anziehungskraft  die 
Ursache  der  Schwere  in  derjenigen  Richtung  zu  suchen  ist,  rn 
welcher  die  Schwere  den  gravitirenden  Punkt  zur  Bewegung  treibt, 
so  kann  auch  bei  der  elliptischen  Bewegung  des  schweren  Punk- 
tes nur^  die  Annäherang  desselben  an  das  Gravitationscentrom, 
welches  bekanntlich  eiiier  der  Brennpunkte  der  Ellipse  ist»  io 
Frage  kommen.  Die  Gleichung  ,#  = /][Q  muss,  also  för  diesen  Fall 
fiir  die. relative  Beivegiiog  des. schweren  Punl^tes  in  QeziebuDg 
auf  sei«  Gravi^tionscentrum  eing^ricbtiBt  werden»  so  dass  die 
Drehung,  des  Radius  vector  um  das  Gravitatioaseentmm  ans  der 
Becbnung  bleibt»  und  die  grOsste  Länge  von*«  der  doppelten  Exceiir 
tricität  der  elliptisehen  Bahn  oder  dem  UtUer^chiede  des  gruasten 
und  des  kieilisten  Radius  vector  gleich  wii^. 

Nun  idt  die  beschleunigende  Kraft  9»  welche  den  gravitiren- 
den Punkt  In  seiner  elliptischen  Bahn  gegen  das  Gravitationscen- 
truni  hintreibt,  wenn  v  die  Geschwindigkeit  desselben  in  der 
elliptischen  Bahn,  p  sein  Krümmungshalbmesser  und  ^  der  Win- 
kel zwischen  diesem  und  dem  Radius  vector  r  des.  Punktes  ist, 
wobei  V,  Q  und  9,  so  wie  auch  r,  implicite  Functipnen  von  t  sind, 


dt  ""  fQ^.cosd^dt 


■^cos^* 
also 


dy  _  cos^(2g<fo— erfg)  +  epsin^^^  ^ 

-=-  — = ^-^ ,  u,  pj; 
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Es  hSugt  aber  die  Verinderlichkeit  von  q>  jedenfalla  zu  einem 
Theile  Ton  der  bekannten  geometriechen  Eigenschaft  der  Schwere 
ab,  die  man  ihr  Ausbreitungsgesets  nennt»  davon  n&mKcb«  dante 
die  GrSsae  der  Schwere  einea  Punktes  im  umgekehrten  VerbSit- 
oisse  des  quadrirteo  AbAtandes  desselben  von  seinem  Gravitations- 
centrum  steht  Dass  nun  diese  räumliche  Bedingtheit  der  Schwere 
über  dea  Grad  der  suppsairten  Aneiebungskrafly  welche  die  Ccfn* 
tralmasse  an  sieh  haben  soll»  nichts  entscheidet »  ergiebt  sich 
daraus»  dass  in  einem  und  demselben  Abstände  des  graritirenden 
Punktes  von  seinem  Gravitationscentrum  die  Schwere  des  gravi« 
tirenden  Punktes  aich  ändern  wfirde»  wenn  die  voraussetzliche 
Anziehungskraft  des  Gravitationscentrums  eine  veränderliche  wäre» 
und  dass  das  Gesetz  dieser  Veränderung  allein  eine  Function 
der  veränderlichen  Anziehungskraft  sein  würde.  Daher  kann  aus 
der  Schwere  eines  gravitirenden  Punktes  nur  dann  ein  Schlass 
auf  den  Grad  der  voraussetzt ichisn  Anziehungskraft  des  Gravita- 
tionscentrums»  welche  die  Ursache  der  Schwere  des  gravierenden 
Punktes  sem  soll»  gemacht  werden»  wenn  der  Abstand  des  gra- 
vitirenden Punktes  cons  tant»  und  bei  allen  bezüglich  ihrer  Schwere 
mit  einander  zu  vergleichenden  Punkten  gleich  gesetzt  wird. 

Es  ist  also  für  di^  Gleichung  (7)»  in  welcher  ip  die  Schwere 
des  gravitirenden  Punktes  misst»  der  Radius  vector  r  constant  zu 
denken»  wenn  dieselbe  zur  Berechnung  der  Grosse  oder  Inten- 
sität der  voraussetzlichen  Anziehungskraft  des  Gravitationttcen- 
trums  dienen  soll.  Nach  Anleitung  des  §.  2.  giebt  dann  die  Glei- 
chung (8)  sofort  die  Intensität  der  voraussetzlichen  wirksamen 
Ursache  der  Schwere  des  gravitirenden  Punktes,  wenn  man  In^ 
ihren  allgemeinen  Ausdruck  diejenigen  besonderen  Werthe  von 
V»  Q  and  ^  einfilfart»  die  sich  aus  der  unvermeidlichen  Bedingung» 
dass  r  constant  sein  solle»  ergeben.  Ist  aber  der  Radius  vector 
r  constant,  so  wird  die  elliptische  Bahn  ein  Kreis,  v  constant  und 
^»  da  nun  q  mit  r  zusaromenftUlt»  der  Null  gleich.  Dadurch  er- 
hält die  GMehung  (8)  den  besondem  Werth 

womit  der  Beweis  gegeben  ist»  dass  die  Intensität  der  voraus* 
setzliehen  Anziehungskraft  der  Null  gleich  Ist»  dass  also  eine 
ursachliche  Wirksamkeit»  welche  die  Schwere  eines  gravitirenden 
Punktes  hervorbringen  sollte»  für  die  Physik  oder  Mechanik  nicht 
existirt 

§.  4. 

Ganz    dasselbe   Resultat   ergiehtv  sich    für   den  Werth    von 
Tli«ü  XXXI.  16 
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dw 

-^  aus .  dem  Ausdrucke  der  Schwere  im  aUgemeinen  Fallgesetse» 

weleher  btfcanntlicb 


ist,  wenn  g  die  Schwere  des  gravHireiMien  oder  faUende»  Pmk* 
tes  in  der  Einheit  der  Entfernimg  vom  GraTitationscevtrun,  e  der 
anftngliche  Abstand  des  fallenden  schweren  Punktes  und  s  die 
veränderliche  Entfemnag  desselben  vom  Gravitationscentrum  raisst, 
wobei  man  $  als  eine  tmplicite  Function  von  t  zu  betrachten  hat 
Es  ist  dann 

d<p  2gds 

di==(e^s)^dt  <"> 

das  Maass  der  ganxep  augeobUcklicheo  Aeoderung  von   ^  nach 

dw 
$.  1.,  Gleichung  (0).    Um  daraus  den  besonderen  Werth  von   ^ 

zu  finden^  aufweichen  die  geometrische  Abhängigkeit  der  Schwere 
(p  von  d^m  Abstände  des  gravitirenden  Punktes  von  dem  Gra?i* 
tationscentrum  keinen  Einfluss  haben  soll,  rouss  dieser  Abstand, 
der  hier  durch  $  gegeben  ist,  constant  geoomnieo  werden ;  dadurch 
wird  ds=zO,  also  auch 

woraus  denn  wiederum  folgt,  dass  die  allgemeine  Anziehungskraft, 
ab  Ursache  der  Schwere  gedacht,  eine  falsche  Hypothese  ist. 


f  6. 

Da  bei  den  DiffereotiatieneB  in  den  Gleichuagtn  (8)  «nd  (li) 
die  ganze  Veränderlichkeit  von  9,  dieses  als  impKelle  Foactiss 
von  t  gedacht,  berdcksichtigt  ist,  und  erst  in  diesen  allgemeinto 
Differentialien  von  ip  gewisse  Grossen  der  Natur  der  Sache  nach 
constant  gesetzt  wurden,  so  ist  gegen  die  in  den  Gleichungen  (9) 
und  (12)  gefundeMn  besonderen  Werthe  von  tp  von  Seilen  des 
Caleub  durchaus  nichts  einzuwenden.  Sollte  aber  die  Reflezkm 
einen  Anstees  daran  nehmen,   dass  in  den  Fällen,  fflr  welche 

-^  =0  wird,  eine  Bewegung  nach  dem  Gravitationscentrum  bin 

nicht  stattfindet,  so  konnte  man  dieses  Bedenken  durch  Hinwei- 
sung  auf  die  conditionalen  Definitionen  von  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung,  w!e  sie  in  §.  1.  nach  Mactaurin  gegeben  w1l^ 
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dmu,  IBr  erledigt  ballen;  denn  Jeeea  »«wflrde,  wen»'*  nftclU 
keine  AaCftTdening  an  eine  wirkliche  Bewegung  während  4ee  $vp- 
poDirCea  Zeittheilee  JL  Indes»  braucht  man  eich  auf  dieee  logieche 
Erledigung  dee  der  Reflexion  etwa  anfatoeeenden  Bedeakeua  nicht 

SO  beschrinken,  da  q>  auch  für  den  Fall»  wo  ^=^0  wird»    ein 

arilhmetivdiee  Haasa  findet«  welchee  die  empirische  Bealitfit  dei 
durch  <p  geuMssenen  GrOaae  aar  Grundlage  hat* 

Denn  was  aonfichst  die  RealitSt  von  9  unter  denjenigen  Um- 
ständen»  (Str  welche  die  Gleichung  (9)  in  §.  3.  gilt,  angeht,  so 
ist  dieselbe  durch  die  aus  der  Kreisbewegung  nofhwefldlg  ent- 

springende    Centrifugal- Beschleunigung   ^  erwiesen,  so  dass  zu- 

gleich  -r  als  ein  reales,   von  dem  Wege  i  unabhängiges  Maass 

TOD  ^  gegeben  ist« 

Dagegen  erhält  dasjenige  9,  fSr  weiches  die  Gleichung  (12) 
in  }•  4.  gilt»  sehie  reale  Bedeutung  in  dem  Drucke,  den  ruhende 
Massen  gegen  das  Hinderniss  ihres  Fallens  ausflben,  wodurch 
wiederum  ein  von  r  unabhängiges  empirisches  Maass  fflr  ip  dar- 
geboten wird.    Denn  ist  p  das  Gewicht  der  Masse  m  und  t  ihr 

Abstand  Tom  Gravitatienscentrum ,  so  hat  man  ^ss-^. 


5.  6. 

Die  gewühnliche  Hypothese,  nach  welcher  die  Schwere  eines 
Punktes  der  Anziehungskraft  der  Centralmasse  proportional  sein 
soll,  ist  nicht  nur  den  hier  gefundenen  analytischen  Resultaten 
entgegen,  sondern  verstSsst  auch  gegen  anerkannte  Grundsäta^e 
der  allgemeinen  Physik.  Bin  solcher  Grundsatz  ist,  dass  da,  wo 
eine  Ursache  wirksam  ist,  die  noth wendige  Folge  eine  Terände- 
rang  derjenigen  Zustände  ist»  welche  von  dieser  Grsache  äbhStt« 
gig  sind,  und  dass  diese  Veränderung  so  lange  vor  sich  gebt, 
als  die  Ursache  derselben  wirksam  ist.  Wäre  nun,  um  der  exak- 
testen Entwickelung  der  gewöhnlichen  Theorie  der  Anziehungs*^ 
kraft,   wie  sie  S.  F.  Fries  darstellt  "),   zu  folgen,  f^km\if{ä). 


^)  J.  F«  Friee:  MathematUehe  Natarphilosaphie,  S.  4&6, 
vokei  ^enwrkt  werden  mag,  dase  Friee  den  Auidrock:  beichleoni- 
K«nde  Kraft  vermieden ,  and  dafür :  angcoblickliGhe  Beechlennlgnng,  oder : 
•BgfnUiekliche  latensitfit  der  stetigen  Beechlennigung  gesetzt  wissen, 
«ad  deo  Aosdrnclc:    Kraft  nnr  seiner  Grnndluraft  der  Anziehung  (oder 
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worin '/"  diö  angeoblickliche  Beschleanigang ,  k  die  ADzteliaiigs- 
kraft  jedes  wirkenden  Theiles  der  Masse  tn!  und  i^(ii)  eine  Fiiac- 
fion  des  Abstandes  des  mit  der  Beschleanigaog  f  gegen  m'  gra- 
dierenden Punktes  von  dem  in  einem  Punkte  vereinigt  gedachteo 
m'  bezeichnet :  so  kann  nacb  obigem  Grundsätze  y  nicht  constaot 
bleiben,  während  die  Anziehungskraft  der  Masse  m!  nirlcsam  ist. 
DemgemSss  konnte  obiger  Werth  von  f  nur  etwa  der  Wertb  der 
Beschleunigung  nach  Ablauf  der  Zeiteinheit  sein»  und  der  allge- 
meine Werth  wftre  vielmehr  f^km!i'^{a).  Da  aber  der  Erfahrung 
gemäss  die  beschleunigende  Kraft  der  Schwere  bei  constanter 
Entfernung  constant  bleibt,  so  liegt  die  Unrichtigkeit  der  fiir  eine 
Grundkraft  der  Anziehung  versuchten  Hypothese  klar  vor. 

Es  hat  aber  diese  falsche  Hypothese  offenbar  Ihre  reale  Quelle, 
wenn  von  metaphysischen  Oeductionen  abgesehen  wird,  io  der 
von  Newton  bewiesenen  Thatsache,  dass  die  Schwere  eines  gra- 
vitirenden  Punktes  bei  gleichen  Entfernungen  von'  verschiedeneo 
Ceniralmassen  diesen  Massen  einfache  und  gerade  proportional 
ist;  denn  es  liegt  der  Refleziojn  sehr  nahe,  diejenigen  Kürper, 
deren  Massen,  Abstände  und  Lagen  die  Schwere  jedes  gegen 
dieselben  gravitirenden  Punktes  völlig  bestimmt,  als  die  wirksa- 
men Ursachen  der  Schwere  dieser  Punkte  anzusehen»  zumal  auch 
das  sogenannte  Ausbreitungsgesetz  der  Schwere  wegen  seiner 
Aebniichkeit  mit  dem  Ausbreitungsgesetze  des  Lichtes  and  des 
Schalles  zu  einer  Hypostasirung  der  bloss  geometrischen  Bedingt- 
heit der  Schwere  in  eine  von  der  Centralmasse  ausgehende  Kraft 
der  Anziehung  so  leicht  verfährt. 

Uehrigens  sind  die  hier  gewonnenen  Resultate  der  analyti- 
schen Untersuchung  über  die  Ursache  der  Schwere  von  jeder  Hypo- 
these über  die  physikalische  Natur  der  Schwere  und  deren  Be- 
wirknng  unabhängig.  Wäre  die  beschleunigende  Kraft  der  Schwere 
ein  mechanisch  oder  statisch  mitgetheilter  Druck,  wie  in  der  ua- 
ausführbaren^)  Aetherdruck-Uypothese  Newton's,  so  wurde 
doch  die  vorstehende  Untersuchung  auf  die  Agentien,  welche 
diesen  Druck  hervorbringen  sollen ,  in  gleicher  Weise  Anwendung 


Abttoitnng)  vorbehalten  will,  pa  aber  die  Betchleonigung  nicht  bloii 
ein  Maa«i  in  der  veränderten  Bewegung,  sondern  auch  ein  sta tischet 
Maasi  hat,  welches  die  Vorstellung  einer  beschleunigten  Bewegung  all 
Merkmal  nicht  enthält ,  wie  der  Schlnss  des  vorigen  §.  5.  in  Erinneroog 
bringt,  so  ist  in  der  allgemeinen  Definition  von  9  und  dem  spTachlicbeD 
Ausdrucke  das  Merkmal  eines  Triebes  Eur  Bewegung,  also  die  Vorstel' 
lung  einer  Kraft,  nicht  zq  entbehren. 

*)  Whewell:  Astronomy  and  general  pbysics.   Lottd.1893. 
pag.  224. 
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finden  and  gleiche  Resultate  geben.  Oder  wenn  etwa  Faraday 
behauptet,  die  herrschende  TheorTe  der  Schwere  sei  im  Wider- 
sprach mit  seiner  Vorstellung  von  einem  wechselseitigen  Ueber^ 
gehea  aller  NatarkrSfle  in  einander,  unter  denen  er  K'eilich  zunächst 
die  Imponderabilien  versteht,  so  handelt  es  sich  doch  in  der 
analytischen  Mechanik  gar  nicht  um  die  qualitative  Beschaffenheit 
der  beschleunigenden  Kraft,  »ondern  om  die  Abhingigkeit  ihrer 
quantitativen  Verhältnisse« 

AI»  endliebes  Resultat    vorstebteder   Untttrsa<?bungen   steht 
also   folgendes  fest:  ^ 

es  ist  ein  allgemeines  Naturgesetz ,  dass  die  Masse  eines 
jeden  Korpers»  nebst  dem  Ahstaqde.  und  der  Lage  des- 
selben bezüglich  eines  gravitirenden  Punktes,  allerdings 
die  vollständige  Bedingung  fflr  die  Schwere  des  letz- 
teren Ist,  ohne  aber  mit  einer  Kraft  verbunden  zu  selilr 
welche  die  wirksame  Ursache  der  Schwere  wäre. 

Die  Bedeutung  dieses  allgemeinen  Naturgesetzes»  wetcliem 
die  Schwere  unterworfen  ist,  hfbt  sich  dadurch  hervor,  dass  ver- 
möge desselben  das  Gebiet  der  gravitirenden  Massen  \mit  dem 
der  organischen  Gestaltoagen  unter  ein  und  dasselbe  Prinoip  su- 
sammenfiült;  denn  darin,  dass  die  Gesetze  des  Lichts  die  be- 
stimmenden Bedingungen  der  Einrichtung  des  Auges,  dass 
die  Gesetze  der  Schallschwingungen  die  bestimmenden  Bedin- 
gungen Rir  die  Einrichtung  des  Gehörs,  dass  die  hydrostatischen 
und  hj^dromechanisehen  Gesetze  des*  Blutumlaufes  die  bestimräen- 
den  Bedingungen  f&r  die  Einrichtung  des  Herzens  und  des 
Blutadersystems,  u.  s.  f.,  mnd,  ohne  dass  die  vorangestellten  Ge- 
setze die  wirksamen  Ursachen  der  genannten  organischen 
Einricbtnagen  enthalten,  spricht  sich  die  Natur  der  oi^aBiseKe» 
Bildungen  mit  charakteristischer  Deutlichkeit  aus. 
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UebBoguafgaben  £Sr  Schüler* 


Vm  H«mi  Dr.  O.  Zebf^as  b  Darnstailt. 

I)    Wie  beweist  man,  dass  die  Detenninaiite 

Ä|  —  6i  ^f^^  **f"*^»  ••••  «i'^'Ai 

Ha— 6|        iTs— At       «s— 6^  ....  fl^-^Ä« 
•1*^*1         %— 4»         «»  — *i  .*.•  Of^-^hm 

Ow^bi  Cm — Äji  Ow^bg  ....  Uli*— &i 

fMeh  Null  IbU  m  oft  i»>2«  währeod  sie  für  ns=i  den  Wertb 
(ai-«i)(^-A|)  «ri^f 
S)    Die  lotegrale 

•Ibd  efflMder  gidch«  Sö  oft!  beide  endlMre  md  kodtimiiife  Wertbe 
znlaseeii.    unter  welcben  Bediti^itgen  läset  sieb  ein  gans  asftle. 
ges  Restiltat  erxlelen,  io  welebem  ftfr  die  ^hett  Grense  od  die 
dülere  Gretise  —  oo  steht  f 
3)    Es  ist 

meM  reebteriimd  (ür  y  sebi  Werth  aus  /(«««f  )  =  <  ra  setzen 
ist«  und 

/^(«,0)  =  l;    p=/'(0,0);    y  =  A«>.  OD). 

Insbesondere  ist  ftlr  f(af,  y)  =i  F(x)  .e^i 

F{x)dx=zJ  ^(t)Bi, 

wobei  i|;(0  die  aus  der  AuflusuDg  der  Gleichung 

entstehende  Auflösung  x=:^(0   oder  die  umgekehrte  Functioo 
von  F  vorstellt    Die  lotste  Integralformel  ISsst  sich  auch  gans 
direct  ableiten« 
4)    Das  Integral 
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/ 


I 


V'(l-Ä«)(l^««aj«) 


kehrt  durch  die  SdwtitiithM  ;ra?  ^  ideptwch  aitf  tÜ^elb«  Form 

lorück,  qnd  liefert  mithio  einen  Beweis  ad  ocaloa,  daas  die  Regeki 
dea  SnbstitotioDa-Verfahrena  richtige  Resultate  llefetn. 
5)    Es  aei 


F(«)=/' 


hx 


3t 

Setzt  man  nuti  —  (Ur  :r.  so  eotateht 

^(«)= /**  (4r-»--eos*)^  =  /ll). 
Da  mithiD  Ffa)  coDstant  gleich  #1(1)  ist,  so  »t  auch  F(0)  =  F(l),  d.  h. 

/OD  g^ 

(e-*  — cosjp) — • 
o 
Ol^Ieicb  DUO,   wie  man  aus  der  Theorie  des  Integraleosinos 
weiss,  dieses  Resultat  richtig  Ist,  so  ist  doch  die  Herleitungsweise 
falsch»  weil  man  auf  demselbeQ  Wege  beweisen  könnte »  ^asa  auch 


/ 


OD  g«. 

(r-«^oosjp)-:=M) 


sein  mOsste,   was  onriohtig  ist    "We  liegt  der  Fehler? 

6)  Bei  einem  in  Süddeutschland,  wahrscheinlich  aber  auch 
«nderwftrts  gehrSocUichen  Würfelspiele  werden  bei  jedem  Wurfe 
dem  Spieler  so  viele  Aigtn  angerechnet«  als  die  beiden  hochaten 
gleichen  Augenzablen  und.  ausserdem  die  hCchste  uoter  den  Obri- 
gen  Augenzahlen  des  mit  sechs  WOrfelu  gebrSuchlichen  Wurfes 
snsaramengenommen  anzeigen,  so  dass  z.  B.  der  Wurf  6,  4, 3,  3,  2, 2 
als  3-i-3-f5  gezShIt  vrird.  Wi^  ungerecht  dies  Spiel  ist,  indem 
die  Gewinnste  durchaus  nicht  in  umgekehrtem  Verhältnisa  zur 
Wahrscheinlichkeit  der  einzelnan  Wttrfe  ßteben»  möge  aua  nach- 
stehender Tabelle  ersehen  werden  >  bu  der  wir  noch  bemerken, 
daas  6  gleiche  Augenzahleo  als  19,  nnd  die  Augen  1, 3, 3,  4, 6, 6 
als  20  gerechnet  wf^rdeo. 

Die  Berecbnuiig  diesem  Tabelle  ist  filr  Scfbaler  eine  nataliche 
Deboog  in  der  Wahncbeinlicbkeits- Rechnung  und  Combinationa- 
iehre.  Die  Colunme  A.  enthält  die  dem  Spieler  anzurechnenden 
Augenzablen.  Dieselben  kSan^  mebt  anf  mebrore  Arten,  welche 
daaeben  in  der  Columne  B.  angemerkt  sind,  eatetehen.  So  ent- 
steht der  Wurf  16,  der,  beililafig  bemerkt«   am  häufigsten  auftritt. 
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auf  2  Arten,  der  Wurf  12  auf  drei:  336»  444,  662,  welche  mr 
BerechouDg  der  Häufigkeit  ihres  Vorkommens  drei  we- 
sentlich verschiedene  Formeln  erfordern,  jenachdem 
die  Zahlen,  welche  die  heiden  gleichen  Wfirfel  bedeuten,  gleich, 
grosser  oder  kleiner  sind,  als  die  hüchste  ausserdem.  Die  Co- 
lomnen  C.  und  D.  enthalten  die,  den  in  den  Colnmneo  B.  und  A. 
begriffenen  Zahlen  entsprechenden  Häufigkeiten  des  Vorkommens. 


A. 

B. 

C. 

D. 

T 

112  ; 

6 

6 

I  113 

36] 

5 

1  221 
114 

15 
186 

61 

6 

[222 
[116 

41 

816 

227 

7 

223 
1331 

156 

15  J 

987 

r  116 
\  224 
1332 

2286^ 
486  \ 
225  J 

8 

2997 

r'^25 
{  333 
1441 

1296) 

232  l 

15.  J 

9 

1643 

> 

r  226 
i  334 
l442 

2946) 
786  l 
225| 

10 

3967 

f 

J  443 
löSl 

1776) 

975  l 

15  J 

11 

2766 

r336 

J444 
l5S2 

3606) 
693  l 
225/ 

12' 

4524 

r445 

553 
l66l 

2256) 

975  l 

15  J 

13 

3246 

|r446 

4266. 

14 

• 

554 
662 

9625  l 
225  1 

7116 

555 

1644  1 

15 

663. 
556 

»76  J 
4926  i 

2519 

16 

' 

664 

2625  [ 

7S51 

17 

66»- 

5636^ 

{$636 

18 

666 

2905 

2905 

19 
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720 

6 
720 
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Note  sar  r^valaation  deg  integraleg  Jxydm^  fx%dm^ 

fyzdmy  fx^dm^  fy^dm^  Jz^äm  pour  nne  pjramide 

triangulaire  dont  la  baae  est  aitiide  dans  le  plan  des 

xyy  one  des  arötes  etant  priae  ponr  axe  dea  x. 

Par 

Monsiear  Jt.  Xaiaffo, 
ProfeMaor  de  inathteatiqaM  •npdrieares  k  TAcadtele  Rojale  A  Dflft 


1.  Afin  de  parventf  plus  facllement  i  \%  taleor  de  fa  pre- 
mi^re  de  ces  int^gralea«  dous  commeDceroDa  par  cbercher  celle 
de  riot^ale  double  Jfxydxdy  ^tendue  a  un  triaogle  qaelconque 
litii^  daos  le  plan  des  xy.  Sbit  ABC  (Taf.  V.  Fig.  1.)  ce  triangle; 
prenons  d*abord  le  soromet  A  pour  origine  d'on  Systeme  d'axes 
rectangulaires  Ax' ,  A^  paralleles  aus  axes  Ox^  Oy.  Solent  m,  n 
ie8  coordonn^ee  du  point  ß  et  m^  n'  Celles  du  point  C,  par  rap- 
port  an  prenier  des  deuz  sysMmes  d'axes.  En  ddsignant  par  V 
le  Tolnme  du  solide  prodnit  par  la  T^volutlon  dn  triangle  ABC 
aatour  de  Taxe  Ax',  Von  a 

rz=:2nffy'dx'dy'. 

D'aiDeurs  le  moment  de  ce  sdllde  relatif  k  Torigine  A,  on  en 
d'antres  tenaes  W  predult  *de  ce  solide  pär  la  distaboe  de  sob 
centre  de  gravlt^  au  point  A,  a,  comme  l*on  ttüi,  peuryaleur 
^^Jfx'y'.dx'dy'.  L'int^grale  double  Jfx'y'dx'dy'  ^tendue  k  toute 
U  surface  du  triangle  sera  ainsi  connue,  d^s  qu'on  anra  trouvtf 
r«xpression  dn  moment  dn  solide  de  r^yolntion  par  rapport  k 
Tli«U  XXXL  17 
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l'origine  A*  Or  ce  solide  se  compose  äyiilemment  de  la  somme 
dn  cAne  entier  et  du  cöne  tronqaä  produits  par  la  r^volntion  do 
trtangle  ABb  et  du  trap^ze  BbCc  autour  de  l'axe  Ax\  diminnee 
du  cAne  provenant  du  triangle  ÄCe. 

Les  moments  des  deux  cones  entiers  ont  pour  valeurs  jn^m*, 

ff 

jn'^m'^»    Quant  k  celul  du  cAne  tronquä«  on  s'assurera  saos  petoe, 

ä  l'aide  des  principes  de  statique»  que  son  moroeot  pourra  ^tre 
exprim^  sons  la  forme  suivaote :  • 

Oq  .aiirä  ainsi        '\ 
doDc 

(1) 

= ^  1 3(n*m«-n'*m'«)  -  2  \m'—m)  (nhn  +n'*m')  +  («  f  n')*  (m'«-m»)  | 

j     '.      ,-,         '.  .         •  ♦     ...  .'  •. 

J  tepr^sentoatirairfc  da  friäfsgie  JAC  .     . 

n  eA  aiiä^' DiäintenaDt  d'öbtenir  la  valeur  de  cet^e  integrale 
relativement  aa  Systeme  d'axes  paralleles  passaut'  par  an  poiat 
qaelconque  O.  '  *  ' 

D^sigpoos  a  cet  ef  «^  Iß»  wwMw  ißoor«kniii^s  do  poiot  A 
pav  a»  6^i»  iceUfls  du  pl^fot  it  par  a'/  6'.,  »1  celUs^  pdint  Ofür 


•     m^h^^a,    »=*'-6,    m'^i^-^a,    Ä'  =  6*-6. 


Ensn^ 


I.*    I. .     I       f 
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=Sf!t>s'dx'dji'  +  aßy'dx'dfi'^bffa^dx'Asf  +  «6.  J. 

Nommont  X,  F  les  coordonnees  du  centre  de  gravif^  du  triangle, 
l>ar  rapport  aux  axes  Ax',Aif',  on  aura: 

Ces    valeurs   ^tant  Substitutes  dans  T^quation  (2),  on  obtiendra 
a   l'aide  de  T^quatioo  (1),  pour  Tint^grale  double  dont  iLs'agtt: 

Ifxydxdy 
=  i^K«'  +  a''-2a)  W  +  f-^U)  +  (a'-a)(6'  -  6)  +  (a''-a)(6*'-6) 
+4a(6'  +  *'— 26)+4*(a'+o''.'-Shi)  +  12«6} 
«xpremionqaiponrra  facilement  Mre  r^duite  ä  la  forme  Byn^Mijae: 

(3)  . 

2.  Fassons,  actuellement  ä  la  recb^rcbe  de  la  valeur  de 
fxydm  pour  la  pyramide  zl^Cr  (Taf.Y.Fig..2.)  dobt  une  des 
ar^tes  AB  est  prise  pour  axe  des  x,  et  la  face  ABC  pour  plan 
des  xy.  Soit  ^  la  projection  sur  ce  plan  du  sommet  T  de  la  pyra- 
mide. Nomroons  a,  ß  les  coordonnees .  du  point  i;  a' ,  ß'  celles 
da  point  C;  o^'ia  loogueur  Aß,  et  fy  la  bauteur  de  la  pyramide 
qut  sera  ainsi  complötement  determin^e  ä  Taide  de  ces  six  quan^ 
titäs. 

Prenant  la  masse  de  Tttoit^^de  Ttflumö  pour  unitö  de  tkiasse, 
nntc^grale/aryc^i»,  qui  exprime  alors  l'int^grale  triple  jQ/or^dzc^^c/^ 
pourra  ^tre  pr^senti^e  sous'la*  forme 

fdzffxydxäy. 

ConsidiSrons  maintenant  une  section  du  corps  prise  palralf^Iement 
k  la  base,  ou  au  plan  des  xy,  4  une  distance  quelconque  z  de 
celQi*€i ;  et  dont  la\)>Tojection  sur  ce  plan  st|t  reprösentäe  par  le 
triaiigle  hbc;  iTemMabJe  k  la  base  ii^t7,  fiN^s  pourrons».  äv. l'aide 

IT* 
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de  ce  qni  a  ^t^  troav^  an  o^.  pr^c^dent,  eralner  Y\ni^gt9\%ffxf/dxiij 
ätendae  ä  lasection  (Ac^  en  fonctioD  de  la  distance  i»  ce  q«  coa- 
doira  directement  ä  la  valear  de  l'int^grale  tripie  qa*il  a'agit  de 
trouver. 

A  cet  effet  il  faudra  remplacer  dans  la  form.  (^  Faire  J  par 
Celle  da  triangle  abc^  et  lea  six  coordonn^ea  a»  b  etc.  par  celtes 
des  trois  sommete  a^  b^  c.    Seit  A  Taire  de  la  face  ABC 9   celle 

du  triangle  abc  s'expriinera  ^videmmetit  par  f     .    J   A.      Quant 

aax  valeors  des  six  coordoniM^ea  en  fonction  de  s,  on  troavera 
facilemeDt«  a  laide  de  la  figure  poar  Celles 

dans  le  ten«  des  x  dans  le  «en«  des  9 

€fZ  ßx 

da  point  a  -j-»  -t-» 

da  point  6  a"  -  («"  -  «)  l  *  ^  > 

da  poiot  c  «'-(«'-«)j,  /»'-O^-fly 

SobstHoant  ees  valeors  4  la  place  de  a,  b,  n',  b'f  a^,  b'^  daos 
la  form.  (3),  on  obtiendra  poar  Tint^rale  ßfxydxdydz  ^teodae 
,aa  Tolome  entier  de  la  pyramide,  uoe  expression  de  la  forme 

0 

oa  les  coefficiens  P,  Q,  R  ne  d^pendent  que  des  cinq  coordoi- 
fi^es  a.  ß,  ^y  ß\  tT. 
Or  pnisqu'oD  a 


il  kQ  r^uilte; 


(4) 


Ah  Wl 
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en  iiitrodafatast  la  maas«  Jf  de  la  pyramide.  II  ne  nous  reste 
eiieore  qu'a  d^tarminer  lea  valenra  des  quantit^a  P,  Q,  R.  Pour 
cala  oiMenrona  qu'ii  r^aolte  de  la  eompoattion  aynietriqae  de  la 
form.  (3)  que  loraqne  cea  valevra  auront  6X6  obtenuea  pour  lea 
coordona^ea  de  deux  qaelconqaea  dea  troia  aommeta,  parex.  poor 
lea  poista  a  et  c,  on  en  dtfduira  aana  peine  cellea  qui  ae  rappor- 
tent  auzdeaxaotreacombinaiaona.  En  effet,  la  partie  de  la  fonctioo 

rdative  Malement  k  ce«  poiDts  a  et  e,  aura  poor  ezpression 

(«'~(«'-2a)j)(^-0J'  -2ß)^) 
d'oü  Ton  tire: 

Q  =  (2a-«') /J'  +  (2ß-ß'W  =^  2(«jJ'  +  afß-a'ß'), 
Äs=B'/J'  +  4a/J— 2«'|J-2ir|J',    . 
90P+6O  +  2Ä  =  2|4«/»+flB'/J'  +  3«^'+3a'/J|.         (5) 
Poor  la  partie  relative  anz  points  b,  e,   on  aura  rexpression 

(«'  +  «•-(«'  + «»-2«)  y) (^'-(/J* -2«  j). 

U  ae  a'agira  donc  qoe  de  reroplacer  dana  la  form.  (5)  la  quaotit^ 
o'  par  9^  -\-af  pour  en  däduire  imni^diatement  la  yalear  que  cette 
fonctioo  prendra  pour  la  partie  relative  a  cea  deux  poiata.  On 
obtieudra  ainai  par  auite  de  ce  changement 

2{4a^  +  (V'(«'+0+3«/»'  +  3(«'  +  0^l.  (6) 

De  mtoe  la  partie  relative  aux  poiota  a,  6  ae  deduira  de 
rexpreasion  (5)  en  changeant  o'  en  «^^  et  fiüaant  /?'  =  0,  ce  qui 
fouraira  la  valeur 

2(4«/J  +  a^ft.  (7) 

Prenant  maintenant  la  aonime  des  quaiititöa  (5),  (6),  (7)  il 
en  rtfaaltera  pour  la  valenr  compl^te  de  la  fonction 

20PfSQf2J2 
lexpreaaion 

34«/}  +  24a'j9r  +  12a'/J  +  12«/J'  + 12«"/?'  +I2«"/J 

=12;«(2/J+(8'H«'ßfi'+fi)+«''W+ß')U 
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«Tou  1*00  ^e  finftlemctai  pevr  l'itaMgräle  «herch<kf : 

3.    La  seconde  des  tröis  int^nlea  «  dAtfrmiiMr  - 

Jffxidxdydz 

pourra  8*obtenir  d*une  mani^re  plus  exp^ditiv«  que  la  precödente. 
En  la  mettant  sous  la  forme    .  • 

fidiffxdxdy 

OD  reroarqaera  de  saite  qne  Tintegrale  double  qu'elie  renferme, 
ezprime  pour  une  section  qnelconqiie  übe  le  momeut  de  ce  tri- 
angle  par  rapport  k  Taxe  des  y  ou  en  d'autres  termes  Je  prodoit 
de  Taire  de  ce  triaugle  par  la  ^istance  de  sod  centre  de  gravlte 
k  Taxe  Äy,  D'apr^s  les  valeurs  iodiquäes  an  n^.  pr^c^dent  pour 
les  coordonnees  des  points  a,  b,  c,  on  aura  pour  la  distance 
doot  11  s'agit 

en  mettant  pour  aliri^ger  df'-f  tt"=3/.'  )l  en  r^äulte 

j(rirrtjr%  =  4  (-^)*  ((a-y)  I  +  y). 
I^artanf 

=iihU«-y)A*+>.yA^) 

=  ^{2(«-y)+'5y|  =  ^*(2«+«'  +  0 

=  ^(2«  +  «'  +  «'0. 

Quant  ä  la  truisieme   integrale  JJfiydacdydz ,  que  Ton  poorra 
öcrire  sous  la  forihe 

ftdzffydjidy 
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on  Toit  qae  ia  double  «ipl^gjr^e  igu'.ell^fcqf^nie,  exprime  le  pro- 
duit  de  Taire  du  triangle  äbc  par  Ia  distance  de  aon  centrc  de 
gravier  k  Taxe  des  x»  distanfce  qai  a  pou^  v^et       '''  ' 

ir(3/j-/j<)|+l?'i.. 

Donc 

ijyty*rd8rifc=tgp.y''*(A-j)«{(8/»^>')|^+/J'Mr     '  • 

o  '•■''       '•■ 

=  ^i(.'a(3/J-/J')*HT'./»'**! 

4.    üeB   troU  integrales  fiAlm,  fy^dm,  ßfldm,    qui   resteii't' 
a  tfvaloerv'la  deraUre  s'eMieiit  dlrj^cteroeiit  eil  .observaut  qufop  a 

fz^dm=f2'^dzJJ'da:dy,  . 

et  que  Ia  double  iniigraie  f/dxd^'^pm^^en  ooirisid^rant  z  comme 
une  coDstante,  exprime  Taire  d'une  section  du  solide  parallele  h 
Ia  hase,'*et  a  vse  distance  2  de  ce  plan,  ce>  qui  dohne  de*  Suite 

Jffz^dxdydz=:  aC  *  Q^y  z^dz^  iMk^z=:  ^. 

Pour  obtenir  les  valeurs  des  deux  autres  integrales  qui  re- 
Tiennent  k 

fdtffx'^dxdg,   fdzffy^dxdy 

W  fandra  chercbef  qjdl^  des  douüles  integrales  ffx'^dxdy^  ffy^dxdy 
eteodues  k  toute  Ia  surface  d*un  triangle  sitnö  Bans  le  plan  des 
Xj  y  et  dont  Tun  des  cot^s  est  dirfge  paralieiement  k  Taxe  des 
X.  Seit  ahc  (Tat  V.  Flg.  3.)  ce  triangle.  Evaluons  d  abord  ee^ 
integrales  en  prenant  le  sommet  a  pour  origine  des  coordoonees 
qm  io9«  designerons  par  af  \  tf;  eo  |es  supposant  paralii^leB  anx 
x^  y.  PartageoDS  le  triangle  en  deux  triangles  rectangles  acd, 
bcdi    Soient.  ' ;  .        *'    •  • 

ad  =  Oq,    ici  =  Oj  ,    a&  :=  cto  -|-  ai  s=  a 

et  Ia  perpeodiculäire  eft  =  6. 
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tftendue  Beulement  ux  triaogle  aed^  a  ^videm^ent  poar  valear 

On  aura  de  m^me  pour  le  triangle  ac<2,  i^ai6^  Par  con^^aent 
la  valeuc  de  riDt^grale  ^tendve  ä  toute  la  «urface  da  Waogle  ofei 
deviendra 

J  d^clgnant  l'aire  da  triangle. 

II  eat  facile  maintenaDt  d'ea  dMuire  la  valeur  relative  au 
Systeme  d'axea  Ox^Oy^  en  rempla^ant  x  ^i  y  par  :r'-|-p»  y'-f7> 
p  et  9  iStant  les  coordoDD^ea  du  point  A  par  rapport  au  second 
ayst^me  d'axea.    On  aara  ainsi 

ffy'^dxdti  =  ffW  +  V)^dx'dy'  =  fff^^dxfdy'  A3^qJTtfdjfdf^  +  9*-^ 

et  pnieqoe  riotä^rale  jfjTy'cLv'cIy' *  expriiAe  le  moment  du  triangle 
par  rapport  k  Taxe  des  j;'»  ayant  pour  valeur  •/-!'  ^6,  il  viendra 

jÖry«AwIy  =  JU^  +  ^  +  ^«l-  (A) 

Quant  k  ViuiifftA^Jfx'^dx^dy'  zsifx'^dx'  ^teodue  au  triangle 
«cd»  sa  valeur  est  evideniment  legale  ä. 


6      /*o 


0 

II  eu  reaultera  pour  la  surfaee  entföre  du  triangle  ohe 

Partimt 

ffa^dxdff  »jflrCir'  ^py^dafdg'tsJlafHx^ds'^^ffx'dafd^^j^J 

=  ^i;(«o*  +  Oi*-flo«i)  +  y(«o+«)  +  P*l-  (B) 

Pour  qae  les  integrales  que  noua  venons  de  troiiver  pnis^cD^ 
servir  k  T^valuation  des  integrales  fx'^dm,  fjf^dm,  \t  restera  a 
les  exprimer  en  fonetion  de  la  variable  z.    A'^cet  effet  ii  faudra  v 
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rempbcer  i'aire  J  par  '^^rnr'/  '  '^^  coordonD^s  p,  q  par  nr» 
r;  les  dlstaoees  ao»a  par  c/— -^^r — »  ^"^Hk —  ^*  '®  bautear  6 
par  /}' — T— ^.    A  l'aide  de  ces  snbstitationa  on  obtiendra:^ 


Ell  ajontant  denz  k  deux  les  trois  integrales  fafldm ,  fy'^dm, 
fthbm,  en  obtieodra  les  vaieara  des  roomenta  d'inertie  de  la  Pyra- 
mide relatWement  k  chacun  des  trois  axes  coordooD^. 

5.  Nous  alloos  ezaminer  en  demier  lieu  s*il  eziste  nne  classe 
particuli^re  de  pyramides  pour  laquelie  i'arite  Ax  poisse  devenir 
un  axe  principal  ^e  rotataon.  A  cet  efet,  il  faadra  que  les  deux 
Premiers  intägrales  s'evaBonisseDt  4  la  fois»  ce  qui  fonrnit  les  deux 
conditioQS 

En  nettant  la  premi^re  de  ces  ^quations  sous  la  forme 

(2it  +  n')^  +  (a  +  2a')/J'  +  a^^+/r)=0 

«t  y  remplaf^Dt  2a  -f  «'  par  sa  valeur  — «'^  donn<$e  par  la  seconde 
«i|QiltipD,  il  vleiidra 

(o+9«')/J'+«''/J'  =  0    Ott    «+«*  +  2«'=0 

d'oa  Ton  obtient  eo  eliminant  a", 

a'ss«  et     a'+ia^^iO. 


Digitized  by  LjOOQIC 


258  ife$lMm&€r:   t'eöer  üm^WetUtfim^kHn. 

Ces  riSsaltate  mootrent  eiR  pi^ief^^iea  qne  la  projection  O, 
d«  Tarnte  CT  a  une  direction  p(h:peii4f<^iiläir«  ä  Tki^te  AB,  oo 
|)ien  que  ,cea  deiuc  wtkbdß  se  freikeront  perpendicalairement,  et 
ensaite  que  la  projection  da  aonlinet  sera  liitu^e  de  l*autfe  eole 
de  Taxe  ^ea  jf  i  uue  diatipce  de  celle-^i  ögale  au  tiera  de  la  Ion* 
gaeuA^£.  Tellea  sont  dooc  lea  coiiditions  ezigöea  pour  que 
cette  derni^re  arite  devieone  an  axe  principal  de  rotation  reiati- 
vement  au  kommet  A, 


Ueber  das  Wetterleuchten^ 

Voa 

.  Herrn  P.  Auaustin  Reslhuh&r, 
Director  der  Sternwarte  in  KreinaninDeter,  correap,  Mitglied  der 
kaie.  Akademie  der  WiMenechafteii. 

(Aas  deÄi  XXVfU.  Bande; 'Nr.  a.> Seile  ITT.  de«  JalirgMi^e»  1066  dev  Silzonc»- 
bariciite  der  mat1ieiii.-nelnrw.  GlMse  der  kau.  Akademie  der  Wiuenacltaftea 
,  ,,  XU  Wien  l^esonders  |ibgedruckl.) 


Der  Aufsatz,  den  ich  der'  hohen  kais.  Akademie  TÜrzulegeo 
mir  die  Freiheit  nehme,  wurde  zum  grossen  Theile  bereits  im 
Fruhlinge  des  Jahres  1856  niedergeschrieben »  aber  iregen  des 
Abvrartens  einer  grösseren  Zah^  von.  Beobachtungen  im  «Jahre  1866 
zur  Aufklärung  d.es  abgehandelten  Gegenstandes  erst  gegen  Ende 
des  Jahres  1857  vollendet.  Veranlassung  hie2nii'  ^ah  eine  Bemer- 
kung des  Herrn  Dr.  Friedmann  in  MQochen.  weicher  in  sei- 
nen mit  sehr  grosser  Gediegenheit  und  Fachkenntniss  geschrie- 
benen meteorologischen  Berichten  (veröffentlicht  in  der  aHgemeinen 
Augsburger  Zeitiuig)  vom  Monate  Jänner  18S6  hemerkte,  „daas 
man  am  Aliende  des  24.  Jänner  z«  Müneben  bei  heiterem  Him- 
mel in  der  Richtung  gegen  West  ein  starkes  Wetterleochten 
beobachtet  habe."  Der  Berichterstatter  fügt  noch  bei«  ,»dass  dieses 
Phänomen  noch  immer  nicht  gehörig  aufgeklärt  sei/' 
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Ak»  ick  .(He$e  Naduripiit  Im»,  aeblug  kh  meiii  Tagtbui*  »ufc 
io  weiches  ich  mir  alle  aufTaUenden  Erscheinaiigen,  so  fiele  dereo 
zu  meUicir  Kelu^DW9  kopuneii,  aecgO[ltiS.4ii«9ei<;liDe^  und  ^ finde 
eiat^escbräobea:    .  .  ,. 

„M.  JSnsef  1856,  Stirme  mt  BHta  und  Dinner  in  Aat- 

werpen,  Gent,  beaandera  atark  in  Oateade»  ät.'Wiilibrad> 

CoiiTival»  Verviera»  Namur,  Huy,  LiMe,  Havre»  Fraakfort, 

CObi,  Bonn,  Aachen«  Trier»  Mains,  Aachaffenbarg  etc/'; 

•«  kann  Aeaach  kaam   ein  Zweifel  aein,  daaa  daa   in  HiiBelien 

beobachtete  Wettarieachten  In  dem  ao  weit  verbreit^en  Gewitter 

seinen  Grond  hatte. 

hl  der  Zdtsdirift  ,,Weehentl.  Uaterbaltiingefl  im  Ge- 
biete der  Aatroa.,  Meteorolog.  udd  Geograpb/S  TonDr.  G. 
A.  Jahn  In  Lelpiig,  befindet  aich  In  Nr.  17.  dea  Jahrg.  1895,  SJ36. 
ein  Berieht  des  Herrn  Suis  er,  Pfarrers  an  Ittendorf  am- Boden- 
see, „daaa  maa  am  14.  April  1865  ron  8*  15"  Abeoda  bis  10*  im 
Ost  fibet  oder  hinter,  einer  kaum  einige  Grade  hohen  Wolken- 
sdiicbte  ein  starkes  Wetterlenchten  beobachtet  habe^  üaa  Auf- 
leuchten folgte  sich  durchschnittlich  in  Interwallen  von  8—10  Se« 
cuoden;  da  ist  denn  doch  nicht  wohl  anzunehmen,  daaa  dieaes 
der  Wiederacfaein  eioes  fernen  Gewitters  gewesen  sei;  depn  was 
müsste  das  (kr  ein  Gewitter  sein,  wo  auf  die  Minute  aecbs  Biit»- 
scUfige  fallen'*  (ea.gibtwohl  oft  noch  blitzreicbere  Gewitter)  ^XkiL 
so  eine  ganse-  Stuo je^  und  überdiea  am  14  AprU,^ 

Ich  beobachtete  «a  demselben  Abende  liei  gana  heiterem  Him- 
mel von  8*  bis'lO*  Abeada  iih  West  und  Nordwest  hfiufiges  BBtaen; 
gegen  12^  Nachts  öberaog  sich  der  HimB^I  mit  Hanfenwdken, 
die  eine  sehr  scbnelle  Bewegung  Ton  West  gegen  Ost  halten,  ich 
rermuthete  in  ihnen  die  Ueberreste  eines  aerstfiubtea  GewHteta; 
uoi  t!  Uhr  Morgens  war  der  Himmel  bei  uaa  wieder  wotkenfirei. 
Wir  beide  Be«^4chtec  hatten  sopach  den  .Herd  der  Blitze  tn  un- 
»erer  Mitte..  BaJd  eriuhr  ich  aus  der  .fdlgemeifien  Augaburger 
Zeitung,  dass  sich  an  jenem  Abende  über  MüociieQ  un4  Umgegend 
eiQ  schweres  Gewitter  entladen  habe.  Auch  in  Bodenbach  finde 
ich  an.  dieaem  Abende  in  dc^m  meteorologischen  Monatsberichte 
der  k.  k.  Central -Anstalt  ein  Gewitter  angeführt« 

Soiuk  ist  das  räthaelhafte  Phänomen  in  diesem  Falle  gendgend 
Mfgeklart 

Am  26.  Februar  1854  beobachtete  man  zu  JSataburg  awlscben 
3  Qtid  4  UIk  Moi^etis  im  Ost  mehrmaliges  Blitzen;  hier  zu  glel- 
dMr  Zeit  im-  Weet  «nd  Nordwest  bei  fast  gftnz-  reinem  Himmcfl, 
ttod  vernahm  sebrvfenien  Donner;  vorher  tobt»  die  ganze  Naebt 
eto  orkanartiger  Stldvaesatwlnd ;  um  3*  45p  Mmrgen  flbenmg  aieh 
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der  Himmel,  heftlgee 8clineegeet5ber  begann  and  hielt  durch  eiie 
Stunde  an. 

Zu  Ried  im  Innkteiee  entlod  eich  ein  starkes  Gewitter,  der 
Blits  schlag  in  den  Pfarrthurm,  sertrümmerte  alles  Holzwerk  der 
ober  dem  Glockenhause  befindlichen  Theile»  das  GebXik  fing  Feuer, 
der  tfrand  konnte  nor  mit  grOsster  Anstrengung  gelöscht  werdei. 
Das  Gewitter  zog  an  uns  auf  der  Nordseite  yorfiber. 

Ich  führte  diese  drei  Fälle  umständlicher  an,  weil  diese  Ge- 
witter zu  ungewShnllchen  Zelten  vorkamen  und  soldie  aosseh 
ordentliche  Erscheinungen  gewöhnlich  durch  Zeitungsberichte  in 
einem  grosseren  Kreise  bekannt  werden. 

Im  Sommer  ist  man  an  Gewitter  gewOhnt;  beobaehtet  nu 
nun  an  einem  heiteren  Abende  an  irgend  einer  Stelle  des  Hori- 
zontes das  sogenannte  Wetterleuchten»  so  erführt  man  selten  etwas 
Ton  Gewittern  in  entfernteren  Gegenden»  besonders  wenn  diese 
nicht  mit  auffallenden  verheerenden  Folgen  begleitet  sind. 

Obgleich  ich  fflr  meine  Person  mir  ans  vieljähriger  ErfabroBg 
durch  aufmerksames  Beobachten  aller  Verhältnisse  die  dem  Pbi- 
nomene  des  Wetterleuchtens  vorangehen,  dasselbe  begleiten  «od 
welche  dieser  Erscheinung  nachfolgen»  längst  die  feste  Oeberieo- 
gung  verschafft  habe,  in  Gebereinstimroung  mit  dem  Drtheile  aller 
aufmerksamen  Naturforscher»  dess  das  Wetterleuchten»  wenn  es 
sich  in  irgend  einer  Gegend  des  Gresichtskreises  mehrere  Male 
wiederholt»  jederzeit  in  einem  entfernten  Gfwitter  seinen  Grand 
habe»  so  entschloss  ich  mich  doch»  da  es  noch  so  Viele  gibt,  die 
den  Zusammenhang  zwischen  Wetterleuchten  und  Gewittern  nicbl 
anerkennen  wollen»  den  Gegenstand  einer  weiteren  Ontersndiaiig 
zu  unterziehen;  die  Mittel  hiezu  kOnnen  natOrUch  nur  Naehricbfteo 
aus  jenen  Gegenden  geben»  welche  in  der  Richtung  de«  beohsc^ 
leten  Wetterleuchtens  liegen. 

Die  grosse  Ausdehnung»  welche  das  Nets  von  meteoroIegiscIeB 
Beobachtungs- Stationen  im  Osterreichischen  Kaiserstaate  sstv 
dem  Schutze  der  kals.  Akademie  der  Wissenschaften  derefe  die 
rfihmliche  Thätigkeit  der  k.  k.  Central -Anstalt  Rir  Meteorel«gie 
und  Erdmagnetismus  seit  wenigen  Jahren  gewonnen  hat»  vod  das 
reiche  angesammelte  Beobacbtungs- Material  geben  die  besten  Mittel 
an  die  Hand»  in  diesen  Gegenstand  grOndlich  einzugehen  aad  da« 
Manchem  noch  so  räthselhafte  Phänomen  vollkommen  auErakKr«** 

Man  versteht  unter  Wetterleuchten  im  AllgemeineB 
jedwede  blitzähnliche  Lichterscheinung»  welche  tod 
keiner  vernehmbaren  Detonation  begieitet  Ist  Voedetf 
eigentlichen  Wetterleuchten  aller  kommen  auazvischeideii  alie  ver- 
einznllen  Lichterscheinungen»  die  voti  heueren  Stemechnsp)^» 
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F^nerkageln  herrfibren,  konmen  »assMch^iden  die  Erscbeinangen 
des  ZodiakalKchtes,  der  Polarliebter ,  so  dai«  man  also  unter 
Wetterleucbten  yeratebt  mehrere  Male  wiederholtes 
Blitsen  in  irgendeiner  Himmelsgegend»  ohnedaaa  man 
zugleich  eine  Detonation  vernimmt,  und  dieae  meisten - 
theils  bei  heiterem  Himmel;  und  solchen  Lichter- 
scheionngen  liegt  nach  dem  Urtheile  und  nach  vielfacher  Er- 
fahmog  aufmerksamer  Beobachter  jederzeit  ein  entferntes 
Gewitter  zu  Grunde. 

Wenn  der  gemeine  Mann  in  irgend  einer  Richtung  das  Wet- 
terlenebten  beobachtet,  so  pflegt  er  su  sagen,  und  dieses  wahr- 
scheiolieh   nicht   ohne   einen  Erfabruogsgrund »    „der   Himmel 
kühle  sich  ab;*'  und  er  bat  Recht,  denn  es  erfolgt  is  den  mei- 
sten F&llen  eine  Depression  der  Temperatur  der  Luft.    Ist  schon 
das  Entstehen  der  Gewitter  durch  das  Zusammentreffen,  wllrmerer 
Dunstschichten  mit   kälteren  bedingt,   wodurch    die  Temperatur 
der  ersteren  erniedriget  wird,  die  Dfinste  condensirt  und  tiiufige 
Niederschläge  veranlasst  werden,  so  bewirkt  in  Folge  des  Ge- 
witters die  raschere  Verdflnstung  des  Wassers  an  der  OberflSche 
der  Erde  (da  durch  die  Niederschläge  die  Luft  trockener  vrurde, 
und  nun  wieder  neue  Dfinste  aufnehmen  kann)  eine  Herabstim- 
mung der  Temperatur,  indem  bei  jeder  Verdunstung  ein  gewisses 
Quantum  Wärme   gebunden  wird.     Diese  Abkühlung  beschränk! 
sich  aber  nicht  bloss  auf  den  Ort  des  Gewitters,  sondern  verbrei- 
tet sich  wegen  des  gestörten  Gleichgewichtes  der  Luft  einer  Ge- 
gend auch  in  einem  grosseren  Umkreise.    Ist  das  Wetterleuchten 
in  einem  entfernten  Gewitter  begründet,  so  ist  die  AbkOblung  der 
Luft  eine    nothweodige   Folge,    und    der  Spruch   des  gemeinen 
Maiines  gerechtfertiget. 

Wenn  ein  Gewitter  von  stärkerer  Intensität  aus  einer  Gegend 
abgelegen  ist«  so  sieht  man  in  der  Richtung  des  Weges,  den  es 
eingeschlagen,  oft  noch  lange  fortblitzen ;  selbst  wenn  die  Ge- 
'  Witterwolken  längst  aus  unserem  Gesichtskreise  entschwunden 
smd  und  kein  Donner  mehr  vernehmbar  ist,  leuchten  die  Blitze 
noch  besonders  in  dunkler  Nacht  und  bei  reinem  Himmel  am  fer- 
nen Horizonte  herauf;  keinem  Menschen  wird  es  einfallen,  darin 
etwas  Ungewöhnliches  zu  erblicken. 

Sieht  man  in  jener  Richtung,  woher  die  Gewitter  regelmässig 
kommen,  bei  ganz  reinem  Himmel  das  Aufleuchten  von  Blitzen, 
so  löset  sich  häufig  dasRäthsel  sehr  bald;  das  Gewitter,  welches 
frfiber  unter  unserem  Horizonte  stand,  von  dem  wir  nur  den 
Refles  der  Blitze  in  der  Luft  sehen,  steigt  allmählich  empor  und 
geht  den  Weg,,  den  die  dnrdb  dasselbe  selbst  veranlasste  Luft- 
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Btr5miii)g  es  felehen  bMsst;  wir  erhallwi  die  AofUinrtig  im  VkA^ 
nomens  des  W^tterteucbtens  oft  aaf  die  nachdrüeicHchslie  und  on» 
Kebsatnste  Weise. 

Jttancbmal  trifft  es  sieb  ancb»  dass  das  Gewitter  siefc  früber 
erscJiTipfty  die  mit  Licbterscbeinongen  verbandeoep  elektrischen 
EntiaduDgen  aufburen»  bevpr  es  unseren  Ort  erreicbt  (und  einmal 
uiid  iD  eiaer  Gegend  niqss  ja  jedes  Donnerwetter  ein  Ende  nebmen), 
dann  zieben  wenigstens  die  Ueberreste,  die  \yo|ken  Ober  nos 
dabin,  and  bringen  nicbt  selten  gedeiblicben  Regen. 

Das  Mancbem  so  problematiscbe  Wetterleuchte»»  Ober  wekbct 
wir  nicht  immer  gleibb  Aufidärung  erhalten»  siebt  man  am  neistes 
in  jenen  Gegebden  des  Horizontes,  woher  für  einen  bestimmten 
Ort  Gewitter  in  der  Regel  nicht  kommen.  Bei  «es  ist  der  ordeot- 
liehe  Zug  der  Donnerwetter  aus  West«  SOdwest»  Nordwest;  gaoz 
nahe  Gewitter,  die  dureh  das  Zenith  des  Ortes  igeben  (sogenannte 
überstehende  Gewitter)  sind  bei  ans  w^enig;  im  Mittel  ans  riel- 
jähdgen  Beobachtungen  kommen  auf  das  Jahr  8  i&ahe  und  22  ent- 
fernte Geivitter;  die  meisten  ziehen  auf  der  Sudseite  iSngs  der 
Alpen,  oder  auf  der  Nordseite  entlang  der  Flfisse  Traun  und  Dooao 
voröbet. 

Wir  sehen  daher  das  Wetterleachteti  am  öftesten  Im  SW^ 
Su  SO.,  oder  im  NW.,  N.,  NO.  Beobachtet  man  das  PbAoone» 
genauer,  so  bemerkt  man  ein  Wetterrflcken  der  Stelle,  wo  die 
BlltiEe  aufleuchten,  gan^  entsprechend  dem  gewuhnltcben  Zöge 
eines  Gewitters. 

Vielfache  Erfahrung  lehrt,  dass  man  besonders  bei  heiterem 
Himmel,  wenn  kein  vorstehendes  Gewölk  die  möglichst  weite  Fern- 
sicht am  Horizonte. in  einer  offenen  Gegend  hindert,  den  Reflex 
der  Blitze  in  der  Luft  y<m  einem  unter  uiiserem  Horlaonte  «stebeD- 
defn  'Gewitter  auf  30  Und  noch  mehr  Heilen  tintfcfmung 'Iftuht 
•I..'   *.    .    •  :  \'      .•  '      ' 

BecOcksicbtigt  tq^o  die  atmosphärischjtn  Verhältnisse,.. welche 
dem.  Pbäqopnene  vqraqgehen,  dftsselbe  b^lejtetn  fin^  die- demsel- 
ben folgen,  .vfie  dep,. Luft-  und  Dupstdruek^  d^e  Tjß^ei^^tnr»  ^ie 
Feuchtigkeit  der  f^uft,  den  Wind,  Wolkenzug,,  so  asJt.derSqifliisst 
das  Wetterleuchten  hänge  mit  einem  ^n^ernt^n  «Gewitter  fuflm- 
nien,  nicht  nur  kein  gewagter,  sonderp  wir  erwarteten  n$ich  den 
dbwaltendei  Verhältnissen  der  Atmosphäre  Igßf  die  eigene 'Gegend 
selbst,' 'was  wir  Über  eine  fertiere,  wenn  i^dcb  nur  im  Ajkglanze 
der  Blifze'' dahinziehen  sehön. 

.SelteD  i*t  der  Himmd  ip.'dBr  Ge^end.ideä  iWetterlttdiMi 
gBns  vaUkstounee  leU^;  die  ENukeMieil  der  Nadht.ÜMl  miä.  fMie 
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Cirros  Ton  dem  gew(ftbHcheii  DiNi«te  oft  sehwer, 'bdohetens  beim 
Aufledchtoft  der  Blltse  untersebeideii',  ond  diese  Oirnie  sind  die 
Anzeichen,  dase  noch  tiefer  unten  dichteres  GewOlic  sich  iSnde» 
wo  die  Quelle  der  Blitze  zu  suchen  ist  Sieht  man  aber  Ton 
seinem  Beobachtungsorte  aus  am  fernen  Horizonte  Wolken  lagern, 
aus  denen  zeitweilig  Blitze  aufleuchten,  so  ist  es  ja  doch  anger 
messener,  wenn  man  schon  den  obersten  Theil  des  Schornsteines 
Tom  Feuerherde  sieht,  die  Erscheinung  auf  die  naturliche  Weise 
zu  erklfireaf  anstatt  bu  erzwangeDeii  Byfotbeien  seine  Zolucht 
zu  Rehmen. 

Sieht  man  nach  einer  Nacht  mit  Wetterleuchten  am  Morgan 
die  meteorologischen  Instrumente  und  den  Himmel  an,  so  findet 
man  fast  durchweg  das  Barometer  gestiegen,  die  Temperatur  er- 
niedrigt, den  Himmel  mit  Wolken  umzogen,  die  uns  häufig  reich- 
nchen  Rogen  spenden ;  nur  in  dem  Falle,  wenn  ich  Wetterleuchteil 
tief  Im  SO.  öder  O.  beobachtete,  ohne  dass  ?on' unserer  Gegend 
dahin  ein  Gewitter  abzog,  trifft  es  sich  öfters,  dass  die  meteoro- 
logisclieri'lnstrumente  vo^n  den  TorgSngeh  im  fernen  Osten  keine 
Kunde  geben,  der  Himitiel' heiter  bleibt,  wenn  die  Strömung  der 
Luft  ifach  jener  Gegend'  gerichtet  ist. 

]>i»ziheaten  Vertheidiger  des  W^tterleueiitens  als  eines  ileihst» 
ständigen,  von  einem  Gewitter  tioabbängigen  Pbänomenes  beru^feii 
sich  auf  die  manchmal  gemachte  Erfahrung,  dass  man  aus  hoch- 
stehenden kolken  häufige  blitze  fahren  gesehen  hat,  ohne  einen 
Donner  Vernommen  zu  haben. 

So'lMriditet  R.  Stockmahn  ans  Pirna  (m. s«  Unterbal« 
tangen  im  Gebiete  ^er  Astronomie,  Meteorologie  und 
Geographie  von  Dr.  G.  A.  Jahn  in  Leipzig,  Jahrg.  VUL 

p.  391)i 

»Am  14.  Jlini  dieses  Jahres. (18S4)  genoaseo  wir  die  seltene 
ErsebeiB«lig,'eiD'wetterl«tkiihj|eikidefl  GewOlk  über  unserem  Haupte 
vorbeizieheo  %%  sehen,  die-  brülanleate  Evscbeinung.dei  Art»  die 
ich  je  giisehen..  Das  häufige  eher. stete  geduscUese»  secot^enf 
lange  zuckend  ausfttr^ende  Liebt  aus  eiiMselpen  Woikentheüep^ 
8  bis  10,000  Foss  über  uns,  .die  .denti  und  wann  Sternschnuppen!- 
artig  an  den  Wolkenrändern  rentlang  schiessenden  eiektrlsehen 
Funken,  die  das  ganze  innere  Gewölk  aufschliessende  Beleuchtung, 
80  Wie  die  der  Landschaft,  gabeh  ein  Schauspiel,  wie  i'cli  es  ausser- 
dem )n  ähnlicher  Welse  nur  di^hhdX  gesehen.  Die  ifange  Dauer 
von  8»  30*»  %\k  V»  erlaubte  jede  ^Art  Verher  grehOretider  iBeob- 
achtungen  anzusteHen»  und  gerne,  sollte  es  gewtTnscfat  ^ei'deh, 
stehe  ich  mit  einem  Auszüge  meines  Tagebuches  za  Diensten.'^ 
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Aeboliche  Fälle  werden  aoeh  in  Gebler'e  phyeikaliedMa 
WOrterboche  unter  den  Artikel  »»Wetterleucbten**  engef&brt 

Ich  selbst  habe  eine  fthnlicbe  Erscheinung  nie  gesehen,  aber 
bei  hochgehenden  Gewittern  schon  oft  die  Bemerkung  gemacht, 
dass  man  nicht  auf  jeden  Blits  einen  Ponner  vernimrot«  wohl  aber 
bei  schnell  sich  folgenden  elektrischen  Entladungen  ein  beständi- 
ges Rollen  des  Donners  hörbar  ist. 

Dass  Gewitter  oft  in  einer  bedeutenden  liBlie  vor- 
fiberziehen,  ist  bekannt;  am  besten  flberzeugt  man  sich  hievoi 
im  Gebirge.  Die  Bewohner  des  Ctiamounl-Thales  versichern,  das» 
Gewitter  zuweilen  hoher  als  der  Montblanc  (14,800  Fuss)  gehen 
(Kämtz  Meteorologie).  Ist  es  nun  in  einem  solchen  Falle  nicht 
vielleicht  möglich,  dass  man  den  Donner  wegen  der  grossen  Hube 
nicht  hören  kann?  es  kommt  hier  sehr  viel  auf  die  Verbiltnifise 
der  Umgebung  einer  solchen  Gewitterwolke  und  auf  die  Medien 
an,  durch  welche  der  Schall  bis  zu  unserem  Ohre  gelangen  soU. 
iSind  keine  den  Schall  reflektirenden  und  durch  die  mehrmalige 
Reflexion  verstärkenden  Wolken  da,  so  kann  er  in  der  Hohe  wer- 
hallen,  ohne  dass  wir  auf  dem  Boden  etwas  vernehmen.  Oder 
kann  nicht  die  oben  herrschende  Luftströmung  den  Schall  hori- 
zontal fortfilhren,  dass  zwar  wir  nichts,  aber  seitwflrts  des  Gewit- 
t^s  befindliche  Beobachter  denselben  boren  kOnnen? 

Die  Luft  ist  in  grossen  Hohen  bedeutend  dflnner,  während 
sie  gegen  die  Erdoberfläche  an  Dichte  stetig  zunimmt;  Schall- 
wellen, In  einer  dflnnen  Luft  erregt,  werden  geschwächt,  wenn  sie 
in  eine  dichtere  Schichte  übergehen,  und  dieses  «m  so  mehr,  je 
stärker  die  Dichtigkeit  der  Luft  gegen  den  Beden  zunimmt 

Schiesst  man  auf  einem  hohen  Berge,  welcher  fod 
keinem  seiner  Nachbaren  an  Hübe  erreicht,  viel  weniger  flberragt 
wird,  bei  heiterem  Himmel  und  ruhiger  Luft  ein  Reuergewebr 
los,  so  Ist  es  mOgllcb,  dass  man  Im  Tbale  am  Fusse  des  Bergei 
einen  schwachen  Schall  vernimmt;  Ist  aber  die  Luft  nur  etwas 
unruhig  und  im  Tbale  bedeutend  dichter  (lagern  Wolken  oder 
Nebel  unter  der  Spitze  des  Berges  in  den  Niederungen),  m  ver- 
hallt der  Schuss  in  den  Hohen,  ohne  dass  man  in  der  Tiefe 
etwas  bOrt. 

Wird  in  einer  ausgedehnten  Ebene  ziemlich  schwe- 
res Geschütz  bei  stark  bewegter  Luft  abgefeuert,  so 
Temiiftmt  man  wohl  den  Schall  sehr  gut  und  weit  In  der  Richtuog 
der  Luftströmung,  nicht  aber,  oder  nur  auf  geringe  Entfernung  auf 
der  entgegengesetzten  Seite« 
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Luftschiffer  berichten,  dass,  wenn  sie  einmal  in  eine 
bedeutende  Hohe  emporgestiegen  waren,  sie  den  Donner  der  unter 
ihnen  abgereiierten  Kanonen  nicht  mehr  haben  vernehmen  können, 
besonders,  wenn  unter  ihnen  eine  Wolkenschichte  sich  befand, 
und  doch  geht  die  Fortpflanzung  des  Schalles  nach  oben  leichter 
vor  sich,  als  umgekehrt;  eine  widrige  Luftströmung  in  der  Hohe 
und  die  Verhältnisse  der  Bewölkung  spielen  hier  eine  wichtige 
Rolle. 

Es  ist  sonach  immerhin  möglich,  dass  Gewitter  in 
grosser  Höhe  über  uns  oder  seitwärts  dahinsiehen, 
und  wir  keinen  Donner  ungeachtet  reichlicher  Blitze 
vernehmen. 

In  dem  oben  von  R.Stock  mann  angeführten  Falle  finde  ich 
in  dem  Monatsberichte  der  k.  k.  Central -Anstalt  id  Wien  am  glei- 
chen  Tage  Gewitter  aufgefiihrt  zu  Bodenbach,  Pilsen,  Präg,  Pürg- 
litz,  Deutschbrod,  Czaslau,  Senftenberg,  nur  lai  die  Tageszeit  des 
Gewitters  nicht  beigesetzt. 

Seit  dem  Jahre  1853  veröffentlicht  die  k.k.  Central  •  Anstalt 
för  Meteorologie  und  Erdmagnetismus  in   den  Sitzungsberichten 
der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften    (mathematisch -naturwis- 
senschaflliche    Classe)   monatliche  UebersichtstabeJlen    über  die 
Witterung  in   O esterreich  zugleich  mit  Bemerkungen  über  beson- 
dere Erscheinungen;  aus  diesen  entnahm  ich  für  die  Abende,  an 
t^eichen   wir  fernes   Blitzen  beobaichteten,  ohne  dass  über  unsere 
Gegend  &tn  Gewitter  herankam,  oder  ein  solches  von  hier  abzog, 
die  Notizen  über  gleichzeitig  an  anderen  Beobachtungsstationen 
des  österreichischen  Kaiserstäates  stattgehabte  Gewitzter.    Nur  ist 
bei  der  folgenden  Zusammenstellung  noch  der  Umstand  zu  erwäh* 
rien,  da^s  in  den  augeführten  Tabellen   wohl  das  Datum  des  Ta- 
ges, flieht  aber  die  Stunde,  zu  welcher  ein  Gewitter  stattfand,  in 
allen  Fällen  angegeben  ist    Da  jedoch  in  den  meisten  Fällen  bei 
uns  der  Himmel  am  Tage  und  Abende  vollkommen  heiter  war  und 
man  aim^hnlen  kann,  dass  dtoser  Zustand  der  Luft  In  einem  grösse- 
ren Umkreise  von  gleicher  Beschaffenheit  war,  so  kann  man  füg- 
lich schliessen,  dass  erst  bei  heretnbrech^der  Nacht  die  an  fer- 
neren Orten  aufgeführten  Gewitter  eingetreten  seien.    Unser  Ort 
ist  In  dem  grossen  Netze  der  österreichischen  Beobachtungsstatio- 
tfcn  ti6  gelegen,  dass  wir  geg^n  West  und  West-Nordwest  keine 
Station   mehr    haben,    an   welcher   regelmässige   Beobachtungen 
angestellt  werd^;  doeh  ist  diei^er  Hangel  nfebf  so  erheblieh,  da 
ans  jenen  Gegenden  unser  gewöhnlicher  GeWitterzog  ist  und  wir 
über  besondere   Vorgänge  Im  Benach bartti^n  Baiern  häufig  Nach- 
richten durch  die  allgemeine  Augsburger  Zeitung  erhalten. 
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B 1  i  t  K  e  D   b  e  o  b  a  c  h  t  e  t    X II 

KreDisroäniiter.  Zo  gleicher  Zeit 
1853. 

29.  Jjni  gegen  Mitternacht  Blitze  Gew.  zu  Schossl,  Pffrgliti,  Trau- 

im  NW.;  Hin^nie*.  heil:er.  tenaa  in  Buhmen. 

30.  ,»    am  10^  Ab.  Bl.  im  W.,  Gew.  zu  Lienz, Salzburg«  Aoasee, 

ruckt  geg.  SW.,  S.,  trflb.  Admont. 

2.  Aug. um  l<y>  Ab.  Bl.  im  SW.  Gew.  zu  Bregenz,  Lienz,  Salz- 

etwa8trub,um2*M.entf.  bürg. 
Gew.  im  S W. 

3.  „    von  9*  Ab.  bis  2*H.  Bl.  Gew.z.Bregenz, Innsbruck,  Lieox, 

im  W.,  rfickt  gegen  SW.,  Salzburg,  Klagenfiirt,  Latbacli, 

S.,  SO.,  he'':er.  Adelsberg,     SL     Hagdalena, 

Mürzzuscblag. 

26.    „    oftmalig.  Im  BI.SW.,  beit  Gew.  zu  Bregenz. 

24.Sept.7^3C'"  Ab.  Bl.in  W.  und  Gew.    zu   Schussl,   Bodeobacb, 

NW.,  trüb.  Strakonitz,Trautenau,Deut8cb- 

*  brod,  Linz  mit  Stürmen. 

24.  „    bis  1 1^  Nachts  Bi.  im  SW.  Gew.  heftig  zu  Innsbruck. 

1854. 

26.  Febr.  3\M.BI.  im  NW.,  heiter,  'Gew.  zu  Ried  im  Innkreise  mU 

später  Donner  vernehmb.  SW.  Sturm. 

14.  Mai  nach  9^  Ab.  Bl.  im  W.,  ein  Ton  O.  nach  W.  abgezogene« 

trüb.  Gew. 

20.  Juni  nach  8^  45"*  Ab.  im  NW.  Gew.    zu    Schossl,   Bodenbach, 

Bl.,  trab.  Strakonitz,    Purglitz,    Pilsen, 

Deutschbrod,  Linz. 

25.  Juli  Bl.  von  8*  bis  9^  Ab.  im  Gew.  zu  Bregenz,  Lienz,  Alt- 

SW.,  heiter.  Aussee. 

1.  Sept.  Ab.  7^  Bl.  im  S.,  heiter.  Gew.  zu  Admont,  Alkns,  LieDs. 

2.  „    Ab.  6&  n.  9*  Bl.  im  NW.  in  der  Nacht  Gew.  zu  Lioz. 

heiter. 

1855. 

14.  April  Ab.  8&  bis  nach  lO^BI.  im  Gew.  in  Hfiochen,  Bodenbadi. 

W.  u.  NW.,  heiter,  um 

1 2*Nacbts  tröb  mit  Cumu- 

lls  aus  W.,  um2A  M.  wie- 
der heiter. 

5.  Mai  9*  Ab.  tief  im  NW.  Bl.,  Gew.  su  Sch5ssl,  Deutscbbred. 

trüb. 

25.  Juni  Ab. » 30"* bU  IP  imSO.  Gew.  au  Laibach. 

häufige  Blitze,  heiter. 

27.   „    Ab.  10^  bis  Mittero.  Blitze  Gew.  zu  Admont,  Jolsra. 

im  SW.u.S.i£Mt  heiter. 


Digitized  by  VjOOQIC 


RBäiku^er^*   lieber  äa$  WeUirUucU/4m.  267 

Blitsen    beobachtet  sn 

Keeatmüficter..  Zii.  .gleicher  Zeit 
1855. 

31.  Juni  in  der  NachC  61.  im  SW.  ^  Gew.  sii  Bregenz»  Lienz,  Gaateio, 

und  S.  truh.  tSt  PanL 

3.  .„    Jl*  Nachts  tief  im  SW.  Gew.  zn  Bregenz,  Admont,  CHIi. 

81.,  heiter.        '  • 

7.  „    8*  30»  Ab.  bis  11*  tief  im  . 

SO.  BU  heiter. 

8.  ,,    nach  9*  Ab.  bis  M.  N.  im  Gew.  in  Wüten,  Lienz,  Gastein, 

SW.  Bl.,  heiter.  Aussee,  Admont. 

9.  „    nach  9AAb.  bis  M.N.  hef-  Gew.  in  Komeubarg. 

tiges  Bl.  im  O.  und  SO., 

trüb. 

13.    „    Nachts  11^  im  SW.  star-  Gew.  in  Lieriz,  Gastein. 

kes  Bl.,  heiter. 

15.    ,,    unaufhörliches  Btitzen  V.  Gew.  zu  Pilsen,  Prag,  Ptfrglitz. 

10*  bis  12*  Nachts  tief  im 

W.,  NW.  und  N.,  tröb. 

4.  Juli  Ab^  tief  im  SO.  sparsame  Gew.    zu  Klagenfurt,    Laibach, 

Bl,  trfib.  Adelsberg.,. 

5.  „    in  der  Nacht  tief  im  S.  Bl.  Gew.  zu  Admont,  Klagenfurt,  Cilli. 

heiter. 

7.  „    10*Ab.tiefimS.ßl.,  trüb.  Gew.  zp  Aussee,  Admont,  Kla- 

gen fürt,  Laibach,  Adelsberg. 

8.  „    10*  Ab.  im  O.  Bl.,  heiter.  Gew.  zu  Schemnitz. 

8.  „    ll^achts  im  8.  Bl.,  heit  Gew.  zu  Adnront,  Adelsberg. 

9.  „    lü*  Ab.  Bl.  im  SO.,  um  Gew.  in  Laibach,  Klagenfurt,  St. 

IIA  im  S.,  heiter.  Magdalena,  Admont,.  AoBsee". 

16.,,    ll*Ab.imSW.BI.;inder  Gew.  zu  Salzburg. 

Nacht  folgte  hier  Regen. 

19.  „    10*  Ab.  im  SW.  BL,  heit.  Gew.  zu  Salzburg. 

23.,,    nach  ll*NaGht8  tief  im  O.  .        .        .        ! 

einzelne  Bl.,  tr^b. 

25.  „    von  8*  30»  bis  11*  N.  Bl.  Gew.  zu  Leutsehau,  Reichenau. 

im  NW.,  N.,  halb  heiter. 

^Aiig»^ac|iIO*Ab.tiefimQIW.  Gewittev    a«    SebOäsl,    Pilsen, 

starkes  Blitzen,  heiter.  :Oeut$elibrod,  Trantenau. 

8.  „   Ab. -9^  im  Yf-^  «pät^r  im  Gew.  n  B^iebenaii,  Linz. 
NW.,  N.  heftig.  Bl.,  trüb, 

.    Tfiacb  MriN^  übegen^  •*.'•.«•;.: 

^  »>   gegen  10*  Ab,  in  SW.  ,  G^vr.. Hu  Anas«]». . 

Bl.,  heiter.  <        •  l       .      .. 

18* 
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Blitsea  beobachtet   tn 
Krenejnäfltter. 
1855. 

90.  Aog.  von  10^  Ab.  an  hSafiges 
Bl.  im  SW.,  heiter. 
I.Sept.  Ab. » im  SW.  BL  heiter. 

6.  Oct.  von  8&  15^  Ab.  an  oftma- 

liges BL  im  8W.,  riiclct 
langsam  gegen  S.  vor,  fast 
heiter. 

7.  „    von  7*  Ab.  bis  M.  N.  tief 

im  SSW.,  S.  u.  SO.  häu- 
figes B!.,  Himmel  heiter, 
nur  in  der  Gegend  der  Bl# 
tief  am  Horizonte  eine 
Cirrostratus-Bank. 

27.  M    von  7A  Ab.  bis  M.  N.  tief 

imSW.,  später  im  S.u. 
SO.,  häufiges  Bi.,  trOb. 

28.  „    von  7*  Ab.  bis  gegen  M.N. 

BI.,ttefimSW.,racktvor 
gegen  S.  u.  SO.,  heiter. 

30.  ,i  von  7^Ab.  bis  gegen  M.N. 
Bl,  im  S.  u.  SO.,  heiter. 

1866. 

15.  April  von  7^  30»  bis  8*  At.  Bl. 
im  NO.|  später  im  O. 

15.  M  nach. 9*  Ab.  Öfteres  BL 
im  S. 

39.  M  von  8*45»  b'is  9*30»  star- 
kes BL  im  SW.,  rilckt 
langsam  gegen  W.  und 
NW.,  fro  man  nach  10* 
noch  sparsam  BL  auf- 
leuchten sieht* 

26.  Mai  Ab.  8*  30"  im  SO.  BL,  so 
auch  im  N.  uns  einer  tief- 
stehenden  Gewitterw. 

30.  M    Ab.  0*30»  im  NW.  Öfte- 
res BL 
4.  Juni  von  8*  5Q»  Ab.  bis  1*30» 
H.  BI.  anfangs  im  SW., 
dann  im  S.  u.  SO. ;  Hirn- 


Zu  gleicher  Zeit 

Gew.  zu  Bregenz,  CillL 

Geiv.  SU  Laibach. 
Gew.  zu  Adelsberg. 


Gew.  zu  Laibach,  Adebberg,  St 
Magdalena. 


Gew.  zu  Kais. 


Gew.  in  Lienz,  Gastein,  Laibadi, 
Adelsberg,  Dnter-Tilliach,  AI- 
kus.  Inner -Villgratten,  Wiei 
fernes  Gewitter. 

Gew.  in  Adelsberg. 


Gew.  zu  Molk,  Gresif». 

Gew.  zu  Admont. 

Gew.  zu  Trautenau  mit  Stum. 


Gew.  zu  Wien,  Bodenbaeh  ?oii 
4*  bis  5*  Ab.  zii  IHltgMt»  6*  AI». 

Gew.  zu  Pilsen  10*  Ab. 

Gew.  sadGslHeh  von  Lienz. 
Gew.  tu  Kirchdorf  von  T0*-I2*N. 
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BlUsea  beobachtet  in 
KrenevoBtter. 


n«!  in  jener  Gegeod  mit 
Ciiiitf  bedeelct ;  gegen  Bl. 
N»  ueh  kier  trift. 

S.  Jan!  9*  Ab.  bi«  lange  Qaeb  M. 
N:  BI.  anfangs  einxeln  tief 
in>  W.,  geg.  10»imWNW. 
gegen  11*  im  NW,  mit  nn- 
gemeiner  Heftiglceit  (auf 
die  Minute  kamen  über 
€OBI.);  nach  llMm  N.; 
die  GewitteriTolke  reicht 
8—10  Grade  über  den 
Horizont,  hier  im  fibrigeo 
heiter,  nur  einzelne  flüch- 
tige Cumoli  kamen  aus 
der  Gegend  des  Gevr. 

10.  „    von  9*  Ab.  bis  M.  M.  im 

NW.  einzelne  BI.  in  In- 
terfallen  von  1  Min.;  sehr 
f  tief  am  Horizonte  lagern 
einzeiiie  Cirrus. 

11.  ^,    Nachts  10&  Bl.  sehr  tief 

Im  SW.  u.  S.,  Cirrus  an 
J0B«r  Stelle,  im  übrigen 
hier  heiter. 


28. 


28. 


Zn  gleicher  Zeit 


Gevr.  zu  München  9*  Ab.,  zu 
B5bm.Leipa  10* Ab.,  von  10* 
40«  bis  1*30«  Gew.  zu  Pilsen, 
Prag,  Senftenberg,  Olmüz. 


30. 


Ab.  9*  Bl.  im  NW.  fast 
ohne  Pause  rückt  geg.  N., 
woselbst  Cirrostratos  in 
eioerHöbevon  10  Graden 
hgern;  übrigens  heiter. 
II*  Nachts  Bl.  im  8W., 
rüekt  lai^sam  gegen  S. 
und,  SO.;  in  jener  Ge- 
gend Cnmnll  bis  zu  einer 
Habe  von  lQ--12Gradep, 
Bl.  in  Intervallen  von  30 
See;  übrigens  heiter. 
10*  Ab.  zu  gleicher  Zeit 
Bl.  im  SW.,  SO.  InsM. 
N. ;  in  jener  Gegend  Gtr- 


Gew.  in  fast  ganz  Böhmen  mit  der 
Richtung  von  NW.  nach  SO.; 
zu  Sch5ssl  6*  10>"  Ab.,  zu  Pil- 
sen, Prag  um  10*  Ab.  etc. 

Gew.  au  Botaen,  Trieut,  Meran 
von  6*  bis  9*  Ab.,  zu  Tropolacb, 
Ober-Veilacb,  St.  Paul,  Kla- 
gen(drt,  St.  Magdalena. 

Gew.  zu  Bdhm.-Le^)a  9*  Ab.,  zn 
PiUen  »  30<"  Ab.,  zu  Prag. 


Gew.  zu  loniehen,  Meran  heftig, 
Inner-Villgratten,  St  Jakob  bei 
Gnrk,  Ober-Vellach,  Tr9poIacb, 
Unter^Tttüa^h. 


Gew.  mehrere  zn  Lienz  von  7  bis 
12*,  zn  Meran  heftig,  zu  Ga^tein, 
Kais,  Inner-Villgratten,  Kalk- 
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Zm  gleicher  Seift 


2i.    « 


31,     M 


ba  MG»- 
4c«  ifefe,  MM«  hei^9. 
lO^Ak.  BLlicf  i«  SW. 
9L  SO.;  4aMft»t  «c«f^ 
CifT9*  v«i  4 — ^5  Cradf 
Bdbcv  MM«  WHcr. 

WSW.  Md  SSW.  » li». 
tervaBes  r.  10-*14  See; 
CirrM  itwiWt  n  eiscr 
Habe  8-10  Gradco;  iler 
fbrige  fiimncl  keüer. 
Ab.  10*  ffliW.  öfteres  BL 
frofaof  hier  Reges  folgt. 
Ab.  8»  b'M  11*  sparsame« 
BLtreftoi  W.,  rfiektge- 
geiiN  W^troselbst  Camoli 
lagero« 

roai:-ll*BLiroSW.a. 
S.,  wo  Csraoli  und  Cirras 
angebäaft  siiu*. 
vom  Ddokelfrerden  bis 
über  M.  N.  binaos  starkes 
Bl.  Im  SW.,  gegeo  Ende 
im  8.  iD  loter/allöD  von 
3— 5  See.;  daselbst  Co- 
rooli  bis  so  einer  H^lbe 
von  10^15  Oraded,  oben 
bgem  danne  Cirms;  der 
übrige  Himmel  heiter. 
1 1*  Nachts  sehr  tief  im 
WSW.  sehwaeles  BL 
9*  Ab.  im  SW.  schivach. 
Blitzen. 

von  7*  30«  Ms  10*  Bl  im 
SW.,  rückt  langsam  ge- 
gen S.  u.  SO.;  in  jener 
Gegend  Cumoli  bin  zu  10 
Gradefi  Hohe; soft»!  beit.  • 
Ab*  8^'  fast'um  den  ganzen 
Horizont  Bl.  bis  g|egrM.iN. 


Von  3— 5*  Ab.  forchtbares  Ge«. 
mit  Hagel,  Wolkenbnick  bs 
Bemer  Oberlande»  a«  Vier* 
fvaldstadter  See,  so  Zuricb  etc. 

Ge%v.  xaTrient,  Innicbefi,  A««i9ee, 

Admont. 

i.  •     * 

Gew.  zo  Innichen,  tVilten,  Kalk- 
stein, LienZy  AdüiitiL 


Ge^.  södtiestlich  'vtm  Bludeni. 
GeWi  zu  Kirchdorf  entfernt  im  $(  \V. 

Getv.  fcd  Lienz,  Hetzen,  Prei^rat- 
ten,  Lu^cfaariberg.  8t.  Paul. 


SW.  Geiv.  zti  Bifttzfiu,  Li^nz.  WÜ* 
ien,  Gastcio. 
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HlUitu   be*baehtel  >■ 
Krem«H«after. 
1866. 


10.  Aug.  Ab.  10»  bis  M.  N.  iU.  im 

sw 

11.  ,,    Ab.  10*   bb  M.  N.:BI. 

tief  im  NNO.,  später  im 
NO.,  wo  eine  Cirrostra- 
(U8-Bank  vou  8— ]0  Gra- 
den Höbe  lagert. 

12.  „    7*bi8  9*Ab.Cl.iraSW., 

und  später  im  S. ;  Himmel 
hetter. 

17.  ,,    Ab.  10^  im  N*  doreb  ei- 

nige ZeitBI. 

18.  „    Nacb  9^  Ab.  im  N.  4iirch 

eine  Söinde  GL  mit  gros- 
ser Hefff^keit 

l.SeptAb.  10»b;8  1P30»BI. 
tief  im  NW.,  rückt  gegen 
N.  vor ;  Himmel  hier  beit 

3.  „  Ab.  7*  30"  im  W.  mehr- 
mäl.  Bl.,  vroranfbier  Re- 
gen folgt 

%.  ,,  Ab.  7*  im  SW.,  später  im 
S.  Bl.  mit  grosser  Leb« 
,  haftigkeit 

2.  Oct.  Ab.  7*  tief  im  S.  Öfteres 
El.,  Cirrostratus  in  jener 
Gegend.  TagangewOhn- 
Beb  warm,  Hajämom  der 
Temperatur  21<>.3  R 


Zu  gleicher  Zeit 

S.  Gew.  zu  St.  Paul  ür^agenfurt. 
NW.  Gew.  zu  Schossl,  Pilsen  10* 

bis  12*. 
N.  Gew.  zu  Prag  li^N.,  Ueutsch- 

hrod. 
O.  Gew.  tu  Melk,  G  reuten,  Wien, 

Pressburg. 
Gew.  an  mehreren  Orten  Tirols, 

zu  Gasteio. 
Gew.  zu  Schus^  I,  Prag,  Deutsch- 

broc]  um  11»,  Olraüz  9^-12»  N., 

Brfinu. 


Gew.  ^a  Innichen,  Wilicn  7*  Ah{., 
Ai^  Aussee  7»— 9*  Ab.,  Gratz 
8*^1*30»,  Clin  8*  30«. 

Gew.  zn  Pilsen,  Trautenan,  POrg- 
litz,  Scbossl. 

Gew.  zu  Pilsen»  Lenischav,  Pfirg* 
litz,  Prag,  Reicbeiiau. 

Gew.  zu  Schossl  Ab.  7*;  zu  Czas- 
lau. 


Gew.  zu  Botzen,  Innicben,  Alkus, 
Lienz  10*  N.;  Gastein,  Kirch- 
dorf. 

Gew.  zu  Alkus,  Lienz,  Botzen, 
Pregratteii,  TrOpolacb. 
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In  den  hier  aafgefilhrteo  76  FfiUeB  toill  es  mA  tm  vkrattl: 

am    7.  Jani  1865  im  SO., 
„  23.  Joli  1865  im  O.» 
»,  12.  Jnli  1866  im  W., 
„     3.Septl866im  W., 

wo  ich  gar  keine  Nachricht  Ton  einem  gleichzeitigen  Gewitter  bal»e 
anfEnden  Iconnen.  In  Betreff  der  beiden  letzten  FSlIe  bemerke 
ich,  dasA  im  Westen  TÖn  KremamOnftter  keine  meteorofogiscbe 
Beobacbtangsatation  besteht  ond  die  Beobachtungen  in  Salzborg 
nicht  yolistfindig  zo  meiner  Kenntniaa  gelangten. 

Einen  weiteren  Beleg  fOr  den  Znsammenhang  des 
Wetterlencbtens  mit  einem  entfernten  unter  dem  Hori- 
zonte des  Beobachtungsortes  stehenden  Gewitterge- 
ben die  Beobachtungen  zu  Wien  in  den ,  J|ahren  1853  bis 
1857,  wo  es  sich  In  mehr  als  (Ünfzig  Fällen  trifft,  das«  jedesmal 
wenn  man  in  Wien  am  fiussersten  West,  Südwest  oder  Nordwest 
Wetterleuchten  beobachtete,  bei  uns  oder  in  den  Nacbbar- 
gegenden  gleichzeitig  Gewitter  stattfanden. 

Durch  diese  Beobachtungen  gelangt  man  zngieicb 
zur  Kenntniss,  bis  auf  welche  Entfernung  das  AuT 
leuchten  der  Blitze  noch  wahrgeaemmen  werden  kann. 

Es  wird  in  den  oben  angeflibrten  Fällen  öfters  der  umstand 
eintreten,  das  dicZeit  des  in  KremfimQiister  beobachteten  Wetter- 
leuchtens wegen  der  mangelhaften  Zeitangaben  vo;i  sti^ttgehabten 
Gewittern  an  andern  Orten  nicht  genau  m\\  4^r  zusamn^eoflült,  lu 
M'clcher  an  einem  zweiten  Orte  ii^  Gewitter  iii^  Zenitbe  staod^ 
oder  Ober  jener  Gegend  sich  entlud;  abei  man  erlangt  dennoch 
einen  Anhaltspunkt  zur  genäherten  Bestimmung  der  Entfernungeu. 

£s  folgen  hier  in  geographischen  Meilen  die  beiläufig[en  Eot- 
fetnungen  der  im  obii^en  Verzeichnisse  aufgeführten  am  weitesten 
von  Kremsmfinster  abstehenden  Orte,  an  welchen  gleicli-  oder 
nahe  gleiehsettrg  mit  dem  in  Rremsmilnster  beobachteten  Wetter- 
leuchten Donnerw<*tter  stattgefunden  haben. 

Im  W«  MOncben  entfernt  von  Kremsmfinster  37  geogr.  lleileo. 
„  SW.  Bregenz         „         „  „  64      ,,  „ 

44      ,. 


>» 


Innsbruck 
Lienz 
Gastein 
Salzburg 


33 
26 
16 
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Im  SW.  Brixen    entfernt  yon  Krenismflnster  31  geogr.  MeHen. 
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Im  Mittel  Ton  23  Orten  ergiebt  sich   .    «  =:40>".9  geogr.  MeMen. 
Mit  Hinweglassung  der  drei  entferntesten 
Orte:  Bregenz, ScheronitK«  Bodenbach  =37.1         ,^  ,, 
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JLXU. 

Ueber  die  Darstellung  einer  willkürlichen  Funktion 
durch  unendliche  Reihen. 

Von 
HerQ  Professor  Dr.  J.  Dienger 

IUI  der  polytechiiiBr.heo  Sriiitle  xii  Carluriihe. 


Die  Pourier'schen  Reihen  bilden  ein  Beispiel  einer  Darstel- 
lung ganz  willkOrlicher  Funktionen  durch  unendliche  Reihen ;  ähn- 
liche Beispiele  bietet  die  mathematische  Physik  eine  ganze  Menge 
dar,  wohei  freilich  anzuführen  ist,  dass  in  den  meisten  Fällen  der 
direkte  Beweis  noch  nicht  geführt  ist,  vielleicht  aych  nicht  notb- 
%«'endig  ist,  ihn  zu  führen,  wie  iTenigstensLam^  in  seinem  neuesten 
Werke  meint.  Dem  sei  nun,  wie  man  will;  im  Folgenden  will  ich, 
indem  ich  eine  Reihe  Abhandlungen  von  Sturm  und  Llouville, 
die  früher  in  des  letztern  Jounial  erschienen  sind,  zusammenfasse, 
für  einen  beeondern  Fall,  der  namentlich  in  der  analytischen 
Theorie  der  Wärme  vorkommt,  diesen  Beweis  wiederholen.  Ich 
glaube  hiedurch  den  Lesern  des  Archivs  in  so  ferne  einen  Dienst 
zu  leisten,  als  ich  sie  der  Mühe  überhebe,  aus  einer  grOssern 
Anzahl  zerstreuter  Abhandlungen  sich  die  Dinge  erst  zurecht 
legen  zu  müssen. 

I. 

Angenommen,  ff,  k,  l  seien  drei  Funktionen  von  ar»  die  von  x=ia 

bis  ar=:/?(j5>  alTO)  immer  positiv  seien;  r  sei  eine  unbestimmte, 

von  X  unabhängige  Grosse;    V  sei  eine  Funktion  von  x  und  r, 
fiSr  welche 
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•       ,.  8[A^J     ;    .        .       .,        .>. 

«o  wie 

~^— AF  =  0  ftlr   i»  =  a,  (2) 

g~+Är3fcO  rar  a?Ä<J;    .  (3)1    i 

wo  h  und  tf  positWe  Zahlen  «ind,  ui»d  ^ho  die  letzte  Gleichung 

den  oder  die  Wertha  vonr^iestiinmt«  während  die  erste  die  durch 

die  In'! egration  eintretende  Konstante  bestimmen  hilll.     Bezeichnen 

dV 
H*ir  y-vfifffF  ßk  s^ß  durch.  F(r)»  so  hat  , man  aUo>  wenn. 

Tj ,  r2,  ....>  Tu, ....  die  Wurzeln  der  Gleichttog  F(t)j3Q  sind'} 

MO    F»   den  Werth  von    F  Rir  r  =  r«  bedeutet.     Aus  (I)  und  (4) 
folgt: 

F«— //    +(i^_/)FF.  -  F-g^- (irr.-/) FF.  =  0. 

d.  h.    >  . 

g^ =  //(r«  -  r)  l'  ^  „ 

worau«  Hofort 

(r-r.)/FF.a*=*[F?^-  F^^l  +  C. 

und,  da  tut  aB=za 


3«  3a: . 


ist: 


(») 
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Dieae  Gleichung  «etit  natfirlich  voraas .  dtms  nicht  r^szrn  ist»  d.  h. 
das«  r  nnd  r«  zwei  Terachiedene  Wurieln  der  Gleichung  /X^)=0 
aeien«  ao  das«  man  dieselbe  auch  schreiben  kann: 

wenn  nicht  ii=m.  In  diesem  letzteren  Falle  verDlhrt  man  etwa 
in  folgender  Welse.     Ans  (1)  folgt,  indem  man  nach  r  differeBsirt: 

maltlplixlrt  man  mm  (1)  mit  -k-,  die  letzte  Gfeicbnng  mit  V,  und 
rabtrahkt,  «o  erbllt  mm: 

/^F^  =  Ä(^^--gj,-Fg^J+C. 
FOr  «sa  aber  folgt  aaa  (2): 


so  daa«  biemach: 


/■»"^»^aT-"©""» 


r«-       <Ö) 


Setzt  man  in  (5')  x=iß,  so  wird  wegen  (3)  ih  zweite  Seite  NaH; 
was  die  zweite  Seite  Ton  (6)  anbelangt,  so  ist  ffir  x  =  ßi 

«-*r5^^  +  fT(r)*^=5-*FI'».    wenn   r^vn. 
so  dass 
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J*'  gVnVmig^O,  (7) 


II* 

Wall  üan  did  6leicbäDg  P(t)  =  0  anbelangt,  ao  kann  äie  keine 
imaginSra  Worsel  der  Foim  9-f  f'i  baMo.  Sonst  hille  ai^  Hin- 
lieh  nothnendig  auch  eine  imagtnftre  Wurzel  der  Form  (f  —  g'i, 
M  dAas  abo  etwa  rii  =  pf^'i,  r«cs^— ^'t  ti-fire^  utfd  dann 
Fn^P-l-Qi,  Vm^P-^Qi,  woran«  nach  (7): 


a 

welche  Gleichung  offenbar  unmöglich  ist,  da  alle  Elemente  dea 
beatimmten  Integrale^  dasselbe  (positive)  Zeichen  haben.  Eben  so 
bat  fXr)  =  0  keine  gleichen  Wurzeln.     Denn  wäre  r»  mehrfach 

Warael,  #o  wäre  P(f«)  — 0,  *ö  das«  nach  (8)    f    ^Fi,«8iif=0, 

a 

was  wieder  unte5|lich  Ist.  Aber  es  lässt  sich  auch  leicht  zeigen» 
dasa  f\r)=0  keine  negatitren  Wurzehi  haben  kann.  Denn  ans 
(1)  folgt: 

a  a 


Nun  iat  nach  (^ 


Q  er 


ibo  posidr;  wäre  also  r  negatW»  so  wäre  biernaeh  Vk  g~-  sicher 
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SV 
po$Uiv,  d.  b.  es  hätten.  F  nnd  y->  Jaim^  dasselbe  Zeichen,  nod 

BV 
es  konnte  also  V-i-H-^  nie  Moll  sein,  was  {^egen  (3)   streitet. 

Darnach  hat\Ft*')'=^0  kein®  iJegatiiren  Wi^ln.  Ist  nicht  /=0, 
so  kann  aus  demselben  Grunde  auch  r=:0  nicht' Wurzel  sein; 
l'iir  /=:0  wäre  es  jedoch  möglich ,  dass  r==0  sein  konnte« 

Die  Gleichung  F(r)=0  hat  also  hiemach  lauter  reelle  positive, 

von   einander  verschiedene  Wurzeln.     Ffir  /=:0  kann  sie  0  zur 

Wurzel  haben.    Die  Koostapten  h  und  H  in  (2)  und  (3)  bOnneo 

hV 
auch  -0  oder  oe>  sein.    iks=0  heisst,  es  sei  ^tr^^O  Air  «  =  «; 

h^<»'.    Fsel  0  fär  a;  =  a;  Ä=0:  ^»0  för. ««/»; -Äs  «: 

F=:0  ffir  ;r  =  /}.  Selbst,  wenn  A=:0  oder  <x,  bleibt  die  Behaup- 
tung des  gegenwärtigen  Paragraphen  in  Kraft    Denn  dann  ist  nur 

(*Fjj)^^^  Null,  statt  positiv. 


Wir  wollen  nun  die  (1)  umformen,  Indem. wir  statt. ^  die 
Veränderliche  z  einfahren,    so  dass  z=:  /    1/ jd^r,  wp  also: 

a 

wächst  mit  o;,«  indem  V  ^>0;  fdr  ar==/}  sei  s  =  6,  während  fiir 
^  =  a:  2s0.    Alsdann  wird  allgemein 

also  die  (I): 
oder 


Digitized  by  VjOOQ IC 


so.das«,  wenn 


ttiUMriieken  PumkUbn  atireA  meiuUUke  Rtihtn.  il9 

Wir  wollen  nun  setzen 

v=ev,   «  =  -,'-; 

So  wird  die  (10)  zu: 

+  (r\^P-/y|)et7=0. 

817 
Der  Koeffizient  von  -^  ist  hierin: 

2Vir*|;  +  e— gf- =  ei  fe  +  M©i;="' 

nn 

ist: 

^4p«ü=AÜ,  (KK) 

wo  ^*:=:r,  welch   letztere  Beseicbflungsweiee  gestfittet  iet,  de 
r>0.    Die  (2)  and  (3)  sinif  jetzt: 

(11) 

^-*^-F=0    für    z=rO,    ^  +  a^  ~F=^0    Rir    t=6, 

4.  b.  wenn  17  eingefiihrt  wirdi 

^— *'ü=0  fär  t=0,  ^+»'17  =  0    für  «=»,     (11') 


je  für  die  lietreffenden  Wertbe  von  z.    Aus  (KK)  folgt,  wenn  man 
mit  sin  pz  multiplizirt  und  dann,  ^tegrirt: 

du  /*» 

sin  Qx  -n Q ücösQx  =  C+  /      A(7sin ^x8t »  • 

a  • 
WO 
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SU 

wenn  Uq  der  Werth  von  V  Ar  z=0  ist.  Diese  GrSsse  bleibt 
aber  bier  ganz  willkiirlich»  und  vrir  wollen  sie  desahaib  s:  I  aeUes, 
ao  daaa  viir  schreiben  kSnnen: 

dU  /*» 

in  Q^-K-—QÜ  coa  qt^^Q-{'  1      10  sin  gidz  -         (12) 


sin 


Ist  aber  (7o=l»  so  ist  nacih  (IV)  '^-  szh'  ffir  x=0»  so  dm 
wir  in  äbniicber  Weise  erbalten: 

cos ^»  g7  +  ^ üsin gz  =  *'  +/      ^ ücoa ^xSi.  (12') 

o 

Ans  (12)  und  (12')  folgt: 

C7r=coa(2-|- — ~~  +  -'8ln^«    /      UJtos^x 

o 
1  /*• 

cos^t  #       iC/ainpzd:. 

o 

80  dassy  wenn  l! ^  O'  die  W«rthe  von  l,  Ü  sind,  w^n  man  ^ 
iüT  %  setzt f  man  bat: 

l7  =  cos(?i  +  ^^-5^  +  -  /*'  Vü's\nQ(z'-zf)dz\       (13) 

0 

Anmerkung.     Dass    Uq  wtllkflriicb   bleibt»   anterliegt  wohl 
keinem  Anstände«  da  die  erste  Gleicbung  (11')  eine  Gleicbuoi; 

»wlscben   Üq  ■■'^  (~s~  )  ^U  di^se  letateren  Grossen  aber  wegen 

(10')  beide  sollten  bekannt  sein,  wenn  (10')  die  D  vOllig  bestin- 
roen  soll,  so  dass  eben  eine  willkOrlich  bleibt  Die  sweite  (11') 
bestimmt  ja  nur  r»  nicht  auch  die  durch  Integration  von  (W)  eis- 
tretenden  zwei  Konstanten. 


IT. 

Die  Groise  V  wird  nie'  imendliGh  innerhalb  der  GrSnzes  o 
und  ß  von  x,  also  anch  V  nicht  unendlich  von  z=0  bis  z  =  6; 
hiemach  giebt  es  einen  grOssten  endlichen  Werth  von  U  zwiscbeo 
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diesen  Gränxen;  heisst  derselbe  Qund  ist  eben  so  X»' der  grSsste' 
Werth  von  X  in  demselben  Intervall,  so  ist  der  Werth  des  Integrals 

jf' i'P'sin|?"(i~2')3»' 

o 

sicher  kleiner  alei  LQ  j  di'  oder  kleiner  als  L0b,  wo  alle 
Grossen  nur  absolut  zu  nehmen  sind.  Ferner  ist  der  grusste  Werth, 
den  co8^z-f  ~~6l"^«  erreicht:  V^'f(~^)'    ^^    ^^^^    ^^^^    ^'^ 

zweite  Seite  von  (13)  kleiner  ist  als  V  !  +  (""}  + »  oö^ 

also  immer  U  unter  diesem  Werthe  bleibt.  Daraus  folgt  aber 
sofort,  daas  auch  Q  unter  diesem  ^^ertbe  ist,  d.  b.  dass 

Q 
wenn  q  >  Lb, 

Wäre  Q>2Lb.  so  wäre  ^  <  i C,  also  0  <  \  1  +  (^J  +  iO , 

d.h.  sogar  Q<2Y  l-f-f-^)  *    Nimtnt  man  also  q  gross  genug, 

iras  immer  möglich,  wenn  man  grosse  Wurzeln  von  /'(r)=:0  be- 
trachtet» so  wii:d  man  diese  Beziehung  gelten  lassen  und  folglich 

dann  D<2Y  ^  +  (-")*  haben.  Da  V=eU,  so  folgt  hieraus, 
dass,    wenn    d    der    grosste    Werth    von    S    ist,     man     habe 

F<2dy  1 +  (-)*.  immerhin  jedoch  für  ^>2L6. 

Ist  endlich  F  das  Maximum  von  /][ar),  wenn  x  geht  von  « 
bis  |3,  wo  /(;r)  eine  beliebige  Funktion  von  or  ist,  so  ist  hiemach 

(14) 

d.  b.  <4d^l  +  (^yiGFiß^a) , 

wenn  G  der  Mazimumwerth  von  ff  (zwischen  «  und  /})  ist 
Tbeil  XXXt       «  10 
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Betrachten  wir  nun  das  lotegral 

a  0 

Da  Id  (13)  da«  Integral  xvreiter  Seite  <I/Q6/  eo  kaen  man,  weoi 
f  eadlicb,  setzen: 

C7=  co8fi-|- — sin^-l-'- > 

0 

2    /**  2    /*        ^  1     /** 

o  •  • 

d.  b. 

WO  fi  endlich  ist,  so  dsM  tSt  grosse  9  der  Brach  -  Iwliebig  Ideh 
wird,  also  etwft  <4U  -f  (~J  ]>  mithin  sicher  für  «rosM  9: 

(15) 
Ans  (14)  nod  (16)  folgt  nnB: 

freilich  immer  wenn  p  gross  genüge    Setst  man  aber 


/i(*)=W*)-|f*^ 


und  nimmt  an^  es  sei 
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(W) 
?^_A/][^)=0  för  x=a,     ^+Ä/i;ar)=0  ter  *  =  /». 
BO  ist  aus  (1): 

1  1     ^*E) 

also  wegen  (16),  (2).  (3).- 

«  «  a 

a  ' 

Ist  di>mnacb  F^  das  Maximum  von  fi^ai)»  so  ist»  wif  in  (14): 

a 

80  ilaiss 

J^ ^  16(g-«)<«F, 

d.  h.  y  (17) 


f'^rm» 


T. 


Wm  nao  alier  die  Werihe  von  9   (besQgllcb  r)    «nbelangt, 
•o  ist  nach  (13): 


!»• 
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+ sin  ex\^+-f'v  v  cos  #»'a»'] , 

0 

^  =  -  »in  ft[f  -f  '  V  ü'.ln^i'a»'] 

0 

o 
Da  flir  :  =  6: 

•ein  soll,  so  folgt  bierans,  wenn 

0 

gesetzt  wird : 

i>cos^Ä-(e-/^)«in^6=0,    tg^6  =  j:^.        (18) 

Die  Grosft^  P  ändert  ihr  Zeichen  nicht,  wenn  ^  sein  Zeichen 
äDdert;  dagegen  hiidert  P'  ihr  Zeichen  mit  p.  Konstruiren  wir 
nan  die  beiden  Kurven»  deren  Gleichungen 

y=stgp6,y  =  ^Z77' 

in  denen  ^  als  Abssisse  betrachtet  wird,  so  hat  die  letitere  die 
Abszissenazc  als  Asymptote,  nähert  sich  ihr  also  mehr  and  mehr» 
während  die  erste  in  anendlich  vielen .  Zweigen  verläoft;  es  giebt 
demnach  anendlich  viele  Durchschoittspankte  beider  Karren,  d.  h. 
anendlich  viele  Werthe  von  p,  fflr  welche  die  Gieichnng  (18)  er- 
fiillt  ist ,  so  dass  dieselbe  anendlich  viele  Worceln  hat*  Ist  noo 
p  einmal  gross,  so  wird  P  and  P'  endlich,  vnd  also  die  sweite 
Seite  von  (18)  klein;  da  nan  ans  (18)  folgt 

P 

g6=:i»»-t-arc(tg=s        |y). 
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00  ist  älao  bei  groMiem  (posifirem  gaDzem)  m  die  Gröete. 

klein,  etwa  sst»  se  daee 

wo  t'  klein;  dies  kapn  man  aueh  schreiben: 


3m  .  (»  — 3)m      , 


3ffi 
aod  da  9V>3f  so  ist  9^~T »  wenn  m  gross  genug  ist    Daraus 

folgt  in  (17): 


f\y^x 


wenn  nnr  m»  d«  ii.  p  sehr  gross.  Dabei  ist  m  gewissermassen  die 
Ordnungsauihl  der  Wurzeln  von  (18),  d.  b.  die  grossen  Wurzeln 
dieser  Gleichung  sind  nahezu: 

m«      (m  -f  \)ic      (m  +  2)» 

T'         6      '         l      

Wir  wollen  nun  die  unendliche  Reihe 
Y 


(19) 


betrachten,  die  man  erhftit,  wenn  man  in  der  Grosse  unter  dem 
2^r  welche  r  enthfilt,  fOr  r  nach  einander  die  Wurzeln  der  Glei- 
chnng  F{t)  =  0  setzt,  d.  h.  für  q  nach  einander  die  Wurzeln  von 
(18),  so  wird  Ton  einem  gewissen  Giiede  an  der  Rest  naeh.(17'> 
Utioer.seia  als  • 

I60?^«)ffF,6rl  1  1       ,       X 

9  LJJ?"*'(m  +  l)«"*^(iii  +  2)«  +  --J' 

ood  da. diese  Reihe  endlich  ist,  so   Iconvergirt   mithin    die 
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Reihe  (19).    Sei  iJm,  wenn  wir  «•  BmMimmg  des  $.  I.  »'••• 
der  ftafzuDehmen: 

V(*)  =  /TS  + TT« +  •'••• 

J    9h^*  J    av^Bx 


J      9Y,^x 


•0  erhftU  man  hieraus,  wenn  man  beiderseitig  mit  f«  multipli- 
zirt  und  hierauf  nach  x  zwischen  den  GrSnzen  a  und  ß  integrirt, 
nach  (7): 

(20) 
y*'  >t^x)Ymhx=f^  gY„^x)dx  ,  J*"  gr^[,p(x)-f(x)^x=Q, 

«  «  • 

welche  Gleichung  (Ür  alle  Werthe  von  m  richtig  \bU  4.  Ik  ttelcba 
Wursel  von  F(r)s:0  man  in  V  einsetze. 


Tl. 

Wir  wollen  nun  die  Eigensthafteii  derFanktion  V  noch  etwM 
niher  uotereachen. 

BV 
1.     V  und  Ä-  kann  nicht  zugleich  Null    sein.     Denn    sonst, 

da  k  nicht  Null  i»t,  gäbe  die  (1)  auch  ^=sOi  uod  dann,  wi» 

man  leicht  «ieht,  auch  ^a»-*--  sSninitlich  0»  was  darauf  surOck« 

Urne»  dase  F  )  turne  f  Null  ist  *^  Man  lamm  fihrigeira  de«  Sab 
auch  noch  anders  beweisen.  Der  Werth  von  V  mm  (1)  hat  die 
Form  AVi-\-BV^f  wo  A  und  B  swei  Konstanten,  Vi  und  V^  zwei 
partikulare  Integrale  von  (1)  sind,  worin  man  nun  etwa  il  and  JS 

hv 

aus  den  bekannten  Werthen  von  V  und  fr   Ar  a;=:a  hestimiDen 
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kano.    Bezeichnet  man  aUo  mit  T,  gj .  K/,  V  <*'>«  Werlhc  von 

V. ....,  y%  ttr  orsa,  eo  iiat  man: 

oir  Sir  Air 

GIbe  es  also  einen  Werth  «  =  6,  für  den  Fond  g^  =  0,  und 

beseichoet  man  mit  Vi',....  die  sogehorigen  Werthe  von  Fi, ....» 
so  wäre: 

Aber  Fi  vod  F,  genflgeo  der  (1),  so  daw 
woraus 


5W.s'-'.'^)=»' 


d.  h. 

WO  C  konstant.    Da  nun  f^r  x  =  b  die  Grosse 

Min  sollte,  so  wire  allgemein  0=0«  d.  h. 
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Ab«r  M  Ut 

aUo  wäre  auch 


immer  Natl;  ebenso 


aF,      ar 


immer  Mall.    Dies  ist  aber  nur  der  Fall,  wenn 

wa«  nicht  sein  darf,  wenn    . 

da«  ailgemeine  Integral  ist.    Daraus  folgt  nun  die  Behauptung. 

dV  ?■• 

Sind  aber   V  und  k-    niemals  zugleich  Null,  s<^uss  V  sein 

hy 

Zeichen  wechseln,  wenn  es  duri^h  0  geht,  da  ä~  alsdann  sein 

Zeichen  behält,  also«F  im  Wachsen  oder  Abnehmen  begriffen  ist. 

öF 
Geht  also  V  von  -f  zu  —,  so  ist  g^  negativ;  geht  V  von  —  zu  +, 

BV 
so  ist  d^>0,  und  man  hat  also: 

r:+  0—  —  0  + 

oder 

BV 

g.: +  +  + 

2.     F  ist  eine  Funktion  von  x  und  r,   die    mit   F(x,  r)   he- 

zeichnet  werden  soll.     Sind  nun  p,  q'  zwei  Werthe  von  r,  von 

denen  p'>^,  wenn  auch   nur  um  unendlich  wenig,  so  sage  ich, 

dass  V(x,  q')   zwischen  a  und  ß  (§.  I.)  zum  mindesten  eben  so 

viele  Male  Mull  wird  als    F(j?,  q).     Sei  |  ein  Werth  von  j?,  fiOlr 

den  Y(x,  ^)=0,  so  folgt  aus   der  Gleichung  (6),   in  der  r«  gan» 

wohl  den  Werth  q  haben  kann,  da  die  erste  Seite  positiv  ist» 

Bv  BV 

dass  fflr  ^  =  1  nothwendig  g-  und   ^  dasselbe  Zeichen   haben 
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OndeiB  Fs±:0),  kt  .alM  «<|»  aber  nabe '  genug ,  an  f,  bo  duM 
F(a;,  p)  nicht  0  ist  Ton:v=:abia.a;:3i$;  alio  F  filr  Wertbe  smechea 

öF 
a.imd  I  dasaelbe  ZeicKeo  b|it,  ao  wird;  nacb  Nr.^,  SGr'^^*^"^' 

gegengeaetzte  Zeichen  hab^n  fSr  dieselben  Werifae.  •  lat  ^'nahi 

an  p,'so  haben  F(79  ^0  und  F(ar;  ^)  dasselbe  Zeichen»  also  das 

öF 
•Dtgegengesetzte  von  w-nxx^l»  immer  unter  derVoraassetzqng« 

es  sei  :r  zwischen  a  und  £.  Nun  ist 

so  dass  ffir  Itleine  ^'—9  immer  ViX,  ^')  dasselbe  Zeichen  bat:wra 
— \*  ^'  t  d.h.  dasselbe  Zeichen  wie  g-  ffir  ^  =  S,  r  =  ^.  Dar- 
nach also  haben  Y{a,  q*)  und  F(|,  ^0  verscbiedeoes  Zeichen^  so 
dass  V(x,  pO  mindeatens  einmal  durch  0  gebt,  wenn  x  von  a  bis 
I  geht  Also  sind  die  Wurzeln  von  V{x,  ^0  =  0  minde- 
stens in  derselben  Anzahl,  i^ie  die  von,  V{x,  ^),  aber  je 
etwas  kleiner. 

Sei  null  F(jr,  ^0=0  för  ar  =  |',  6>5';  aber  so/dasd  V{x,  g') 

nicht  Null  wird,  wenn  x  von  ^'  bis  6  geht.    Alsdann  bat  F(a?,  p') 

dV 
in  diesen  Gränzen  dasselbe  Zeichen  wie  g-  fär  ar=r^,  r=f'  (aach 

Nr.l.);  die  Grossen  Y(b,  g),  V(b,  pO  haben  düselbe  ZeicheAy 
wenn  q'-^q  klein  genug,  und  da 

w.  ,)= w;  rt+(,-rt?^+....=(,-,i'-?|.'-2+..,.; 

so  haben  F(J',  ^  and  — g  /^     verschiedenes  Zeichen ,  also  auch- 

öF 
F(|',  q)  und  g^  flir  ar  =  5',  r  =  if'.    Da  nun   F(6,  ^),   F(6,  ^')  das- 

öF 
selbe  Zeichen  haben,  wie  k-,    F($%  q)    verschiedenes,    so   wird 

F(j:,  p)  Null  zwischen  :r=|' und  x^zb,  Ist  also  q'  nur  wenig 
grösser  als  ^,  so  sind  die  Wurzeln  von  Y(x,  ^)ssO  je  um 
etwas  grosser  als  die  von  F(a;,  pO  =  0« 

*  8.  Angenommen  F(jr,  ^)  und  Vix^  q*)  haben  dasselbe  Zeichen 
ftir^rsa»  ohne  Null  zu  sein,  und  es  gelte  dalMelbe.fiir  drs/?, 
80  mOsaen,  wenn  x  von  a.  bis  /Jgeht,  nach  Nr.  2«,'  beide  gleiek 
vielmal  durch  0  gehe«,  je  aber,  die  letite  etwts  früher  als.  die 
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ante.    Ist  V{ß.  ^)fisO^  m  gilt  daMwlbe;  M  V{fi,  ^O«^^  9o  geht 
F(a;,  q)  einmal  weeigar  diifcb  0  als  T^Xy  ^). 

Wir  wollen  ono  r  gehen  lassen  Ton  ft  bis  fft'(fft'>|i),  so  wer- 
den F(a?>  fi)»  F(x,  r)  zwiechen  jr=a  und  w^ß  wo  lange  gleich 
Yielmal  durch  0  gehen«  als  Iceine  Wurzel  der  Glelchang  V(ß,  r)=:0 
erreicht  ist;  sobald  aber  eine  erreicht  ist,  findet  jedesmal  ein 
weiteres  Verschwinden  Statt  Also  so  viel  Wurxeln  der 
Gleichung  F(/9«  r)=0  zwischen  f*  und  fi'  liegen»  so  viel- 
mal mehr  verschwindet  y(x,  [tf)  als  V(äP,  fi)»  wenn  w  von 
tt  bis  /I  geht  Dabei  sind  die  Fälle,  da  F(«,  r)  verschwindet, 
nicht  eingerechnet,  d.  h.  diese  Grosse  soll  nicht  0  werden.  Wire 
dies  doch  der  Fall,  so  mfisste  von  der  eben  genannten  Zahl 
die  Zahl  der  Wurzeln  von  F(«,  r)aBsO,  die  swischen  f»  und  fk' 
liegen,  abgezogen  werden.    Aber  F  ist  nicht  0  für  a;^=«,  da  sonst 

BV 
nach  (2)  aneh  ä^»0  wfire  i&r  xss:m,  was  Nr.  1.   widerstreitet; 

demnach  bleibt  der  eben  gegebene  Satz  besteben. 

4.    Wir  wollen  die  Werthe  von   F(ar,  r),  ^^^^^  ftr  »^ß 

durch  V(ß,  r),  — ^1       bezeichnen,   und  seien  r',  r'^  zwei  auf 

einander  firigende  Wurzeln  der  Gleichung   F(/},r)  ssO.    Alsdann 

muss  nethwendig  — ^ —  sein  Zeiehen  wechseln  swischen  rt^^r^ 

und  rssr*^,  ^o  dass  die  Werthe  dieser  GirOsse  von  versdiledeneni 
Zeichen  an  diesen  Gränzen  sind;  da  aber   V(ß,  t)szO  an  diesen 

Grinsen,  so  haben  — ^ —  und     '^2 —  alsdann  dasselbe  Zeichen 

(Mr.  2.),  so  dass  auch    — ^J^      verschiedenes  Zeichen  hat   für 

rasr'  und  r^r",  und  also  auch  durch  Null  geht  zwischen  diesen 
Werthen;  die  Grosse 

ist  an  diesen  Grftnzen  gleich  ■     g^~  «»^       Ai**-,  und  da  diese 

beiden  von  verschiedenem  Zeichen  sind,  so  ist  jene  6r5sse  durch 
•  gegangen.  Es  liegt  also  eine  Wurzel  der  GJeichung  (3) 
zwischen  r^  und  r^.  Aber  auch  zwischen  zwei  auf  eiftan« 
der  folgenden  Wurzeln  von  (3)  liegt  eine  Wurzel  von 
¥(ß^  t)  satO»    Denn  sind  vk,  tn^,  nwei  solclw,  so  weiden  ((.  I.,  II.) 
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F*(rm)  und  P{ru^x)  von  veMoliied«iett  Zdebeo  sein»  abo,  da  nteh 
Gleichung  (8) 

positiv  sind»  k  ebenfalls  positiv  ist»  so  mdssen  Y(ß^  tn),  V(ß^  r«44) 
von  verschiedenem  •Zeichen  sein.  Daraus  folgt,  dass  von  den 
Gleichungen  (3)  und  F(/9,  r}=:0  je  eine  Wurzel  zwischen 
zweien  der  andern  liegt»  aber  auch  nnr  je  eine. 

5.  Die  Gleichung  (3)  hat  bloss  positive  Wnrzehi  ($.  II.) ;  sind 
Vi,  r«»  *..*  dieselben,  so  liegt  also  keine  ihrer  Wurzeln  zwischen 
— X  und  ri;  die  Gleichung  V(ß,  r)=:0  hat  r= — <x>  zur  Wurzel, 
da  V(x,  r)  (oder  F)  nach  (1)  Null  ist  ßir  r=— oo;  ^swlschen 
—  OD  and  Ti  liegt  also  keine  weitere  Wurzel  von  V(ß»  r);=0; 
zwischen  f]  und  r«  liegt  aber  eine  Wurzel  dieser  Gleichung, 
dessgleichen  zwischen  r^  und  f, ,  u.  s.  w« 

Betrachten  wir  nun  die  GrGssen  Fix»  Vi)  und  V(x,  —  oc), 
so  Hyrd  die  erste,  nachTir.3.,  keinmal  mehr  veHich winden,  als 
die  zweite»  wenn  x  von  m  bis  ß  geht;  für  negative  grosse  r  mfls- 

sen  aber  nach    (1)^   V  und   g~    immer   dasselbe  Zeichen   haben» 

'  woraus  nach  Nr.  1.  folgt»  dass  F  fflr  solche  r  nie  Neil  ist  Deni- 
geroäss  ist  auch  F(a?»  ti)  nie  Null  von  x=za  bis  x=iß.  Aus 
derosdben  Grunde  ist  F(^,  r«)  ein  Mal  Null,  V(x,  r^)  zwei 
Mal»  ..*.»  V(xt  Tu)  dagegen  n  — 1  Male  u.  s.  w.  Für  H:=i(x>  re- 
dozirt  «ch  (3)  auf  F(/},  r)  =  0;  in  diesem  Falle  ist  hier  das  Null- 
werden bei  x^:^ß  nicht  eingerechnet. 

&    Seien  Am»  Am^x, .  ..•»  ^n  beliebige  Konstanten  und 

üc=;il»iF«  +  i<,H.lF»+l  +  ....  +  ili,F.,  Pl) 

so  ist  nach  (7) 

r%ür^x=o, 

wenn  j»  nicht  von  m  bis  n  liegt»  oder 

im  andern  Falle»  welche  GrSisse  nicht  0  ist»  wenn  nicht  Ap=sO. 
Sind  also  nicht  alle  AzsO,  so  kann  ü  awischen  «  und  ß  ttt  m 
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nicht  identUch  Null  sein,  da  sonst    /      gXiVfbx  es  wäre.    Nun 

a 

behaupte  ich,  ü  werde  hSchsteos  (it->>l)inal  NoIL  iwischen  a 
und  ß,  wobei  etwa  gleiche  Wurzeln  von  C7=0  ffir  eine  gesihlt 
werden. 

Es  ist  nämlich  nach  (7)  und  (5): 


«roraus 

(22) 

SV 

ÄFi(«,F«  +  «,+iF„+i  +  ....  +  a,F,)8jr  =  ftFi^, 

7 


/ 


wenn 

flf  —  v*"!     *>/-«?*     *— '^p '^y 

Nun  ist  Fl  nicht  Null  zwischen  er  und  ß  (Nr.  5.),  so  dass  V^O 
und' (7=0  dieselben  Wurzeln  haben  zwischen  diesen  Gränseo; 

^  ist  Null  flir  ^  =  0  wegen  (7),  was  auch  fflr  m=:I  wahr  ist, 
da  dann  ni=:0;  ebenso  ist  ^^=0  f^^  ^=/'«  Alles  gemäss  (^l). 
Für  mehrfache  Wurzeln  von  ^=0  ist  jedesmal  -g—  auch  =0; 
fdr  einfache  Wurzeln  wird  -g—  zwischen  je  zweien  Null;  hat  also 

V=zO,  d.h.  C7=0«  fi  Wurzeln  zwischen  a  und  /}»  so  geht  -g- 

zwischen  diesen  Gränzen  mindesten  (fi— l)mal  durch  Null;  da  aber 

8^r  ga^p 

-K-  Null  Ist  für  a  und  /},  so  muss  eben  so  ^-j- mindestens  final 

Null  sein  zwischen  den  Gränzen  a  und  ß,  d.  b.  wegen  (22),  es 
ist  flaiFm-f  ..••'f  «TiiFa  mindestens  fimal  Null.    Daraus  folgt:   bat 

^mF«  +  Jm|-lF«+l  +  ....+il»F„=0 

fi  Wurzeln  zwischen  a  und  /?»  so  bat 

^«•(r.,-rt)F«  +  ^«,.|.i(r«+i-ri)F,H.j  +  ..,. +  A(r„-r4)F«  =  0 

mindestens  eben  so  viele;  eben  so  darin 
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Amfym  -Tri)?F«+....  +  il«(r,-r,)f  r.=0. 
odar 

mindestens  fi  Warzeln  twischen  a  und  j^.  Ist  q  sehr  gross«  so 
redaxirt  sieb  diese  Gleicbung,  wegen  rii>r»-i  ...»  nahezu  auf 
,  Fit  =  0«  welche  Gleichung  nur  n  — I  Wurzeln  hat  (Nr.  5.)»  so 
dass  die  Gleichung  17=0  nicht  mehr  als  n-— 1  Wurzeln  ha- 
ben kann. 

Man  siebt  leicht,  dass  man  rOckgehend  aiuch  scbimseo  kann 
(wobei  Amf*»  durch  ^mCrm— ri)'~f,....  ersetzt  siod):  , 

J»F«  +  ....  +  ilnFi.=0 

hat  mindestens  eben  so  viele  W^urzeln  als 

i<«(r«— ri)-fF«  +  ....  +  -rl«(r«-ri)-fF.=0, 
d.  h.  als 

woraus,  für.  grosse  p  folgt»  dass  17  =  0  mindestens  m— IVfo'-* 
sein  hat.    Alles  dies  gilt  auch  für  iii  =  I. 

yii. 

.  Gesetst  es  sei . 


/ 


p 


Null  für  alle  'Werthe  von  r,  die  aus  der  Gleichung  (3)  folgen,  so 
muss  identisch  ip(x)=zO  sein. 

Denn  gesetzt  es  wechsele  ^(or)  sein  Zeichen  nicht  zwischen 
a  und  ßt  80  kann  diese  Gleichung  nicht  bestehen  fSr  r=5r|,  in« 
dem  F|  sein  Zeichen  nicht  wechselt  (j.  VI.  6.);  wechselt  aber 
^<r)  sein  Zeichen  (m<-*>l)mal  zwischen  a  und  ß,  so  erhilt  man 
ans  der  Annahme: 
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f  9Mpo)lAi  F,  +^aF,  +  ....  +  ^,  r.]9x=0.     (23) 

a 

Sind  nun  ^g »•...»  pm— i  die  Wurzeln  von  ^(4:)=0»  so  beetiimoe 
man  Aip....,Am  so,  dass  ^i  Fi -^..•••f  ^«i  Fm  Null  ist  für 
«=^1»  ••••#  9«-i;  da  weiter  A^Vi -{-,... *^AmVm  hDclislena 
(m— l}mal  Null  werden  kann  ({.Tl.  6.),  so  bat  man  dadurch  alle 
Wurseln  von 

-^iFt +....  + J«F«r=:0. 

die  wir  säromtlich  ungleich  annehmen,  woraus  sofort  folgt,  data 

*(^)[^iF|+....  +  ^«F«] 

immer  dasselbe  Zeichen  beblllt,  und  also  dieGleichong  (2S)  nlchl 
möglich  ist,  wenn  nicht  t{;(jr)  =  0.  Da  dies  flir  beliebige  in  gilt, 
nnd  ^(jr)  nicht  unendlich  viele  Male  sein  Zeichen  wechseln  kann, 
so  ergiebt  sich  hierans  unsere  Behauptung* 

Hiernach  folgt  aus^der  Gleichung  (20),  dass  9>(x)-7-/T^)=0« 
^x)=f{x)  sein  mflsse,  so  dass  endlich: 


Fm  f^ gV^f{x)dx 
-  =  »    J^. 


Ist.    Die  Bedingungen  (16)  sind  hiernach  durch  f{s)  erftllL 

Man  kann  aus  den  vorstehenden  Entwickeluugen  wohl  ersehen, 
in  wie  weit  Lam^  Recht  oder  Unrecht  hat,  wenn  er  sich  in  seineo 
„Lebens  sur  les  fonctions  inverses  des  transeendantes" 
u.  s.  w.  &  223.  so  ausspricht:  „Ces  döveloppements  hybrides  et 
composös,  qni  ont  pu  dtre  l'occassion  de  recherebes  iot^essaatet 
au  point  de  vue  purement  analytique,  nf  sauraient  Atre  d'aacttot 
Utility  en  physique  math^matique/' 
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xxin. 

Zdoi  Format 'sehen  Lehnatie. 

Von 

Herrn  Doctor  ^oh€rt  Blindowy 
Oberlehrer  «a  der  Beftlechvle  Ba  Fraoetadt. 


E«  Ml  AB  (Taf.  V.  Fig.  4.),  der  Dorchinesser  des  Kreises 
ARBP,  die  GroDdlinie  eines  Rechtecks  ABCD,  dessen  Hohe 
AD  gleich  der  zq  dem  Quadranten  des  Kreises  gehörigen  Sehne 
ist.  Doreh  O,  den  Mittelpunkt  des  Kreises»  und  J,  den  Durch- 
■chnfttspunkt  der  Diagenalen  des  Rechtecks»  sei  die  Linie  OJ 
gezogen,  welche  auf  DC  fan  Punkte  O  senkrecht  steht  und  den 
Kreis  in  den  Punkten  R  nnd  P  schneidet 

Dasn  sind  die  rier  Punkte  B,  J,  P,  Q  barmenlsche 
Punkte. 

Es  ist  nimlich: 

JP  =  OP-0/ =:r-~V2, 

eP=JQ-/P  =  Jv2-(r-~V2)=rV2^r, 

Jk  =JIP-.JPÄSr-(f- Jv2)=5r  +  J  V2, 

QJ2sJBP+<)P»3^4.(rV8-r)ssr^rV3; 
es  verhftit  sich  aber: 

r— 5Va;rv'2--r=r+2  V5y:r  +  rV'2/ 
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and  daher  au<:h 

JP:QP=:JB:QR. 

Nan  ist  Z>C  die  Harmonische  des  Punktes  /;   DA  die  Harmonische 
des  Punktes  A;  und  daher  AJ  oder  AC  die  Harmonische  des 
'  Punktes  D,  ebenso  DB  die  Harmonische  des  Punktes  C. 

Verbindet  man  jetzt  irgend  einen  Punkt  E  des  Kreises  ARBP 
mit  D  durch  die  Linie  ED,  welche  den  Durchmesser  AB  in  M9 
die  Diagonale  ^C  in  <S  und  den  Kreis  zum  zweiten  Male  in  G 
schneidet«  verbindet  man  femer  E  mit  C  durch  die  Linie  EC, 
welche  den  Durchmesser  AB  in  JY  und  den  Kreis  zum  zweiten 
Male  in  F  schneidet,  und  endlich  F  mit  D  durch  die  Linie  FD, 
welche  die  Verlängerung  des  Durchmessers  AB  lu  L,  die  Dia* 
gonale  AC  in  T  und  den  Kreis  sum  zweiten  Male  in  H  schnei^ 
det,  so  werden  die  Linien  DE  und  DF  durch  den  Kreis  und  die 
Diagonale  AC  harmonisch  geschnitten,  so  dass  sowohl  D,  G,  S,E 
als  D,  H,  T,  F  harmonische  Punkte  sind. 

In  Folge  hiervon  muss  die  Linie  GH,  welche  die 
Verlängerung  des  Durchmessers  AB  in  K  und  DB  in 
F  schneidet»  durch  C,  den  Durchschnittsptinkt  der 
Linien   ST  oder  ^Cund   EF,  gehen. 

Die  vier  Punkte  £,.  Cr>  B,  F,  in  welchen  sich  die  Linien 
BEf  DFg  CG  und  CE  schneiden,  bestimmen  also  ein  dem  Kreise 
ARBP  eingeschriebene»  Viereck.  M^n  .9i.ehe,  in  demselben  die 
Diagon^Uen  HE  und  GF.  so  ist  ihr  Durch6chnitts|ipnkt»  wie  fa^* 
kannte  der  Pol  der  Linie  DC\  da  nun  vorher  gezeigt  worden  war, 
dass  der  Pol  der  Lrole.  DC  in  den  Durchschnittspunkt  der  Dia- 
gonalen des  Rechtecks  AB  CD  fällt,  so  folgt  daraus  >  dass  der 
Durchschnittspunkt  der  Diagonalen  des  Vierecks£&/fF 
immer  mit  dem  Durchschnittspunkte  J  der  Diagonalen 
des  Rechtecks  zusammenfällt«  wo  auch  der  Punkt  E 
auf  der  Peripherie  des  Kreises  ARBP  angenommen 
worden  sein  mag. 

Da  die  Punkte  D,  Ü,  T,  F  einerseits  und  C,  //«  F,  G  ande- 
rerseits harmonische  Punkte  sind,  so  sind  auch  die  Strahlen  CD, 
CU,  CT,  CE  einerseits  und  DC,  DH,  DT,  DG  andererseits 
harmonische  Strahlen.  Man  ziehe  die  Linie  DN,  welche  GH  In 
(7  und  AC  In  F  schneidet,  ebensp.Cif,  wekhe'/fF  \nX  und 
DB  in  W  schneidet,  so  sind  die  Punkte  D,  ü,  V,  N  einerseits 
und  C»  X,  W,  91  andererseits  harmonische  Punkte.  Nun  müs- 
sen aber  die  Linien  GL  und  MU  in  dem  vollstfndigen  Vierseit 
DHGVML  die  Diaffonale  DNin  dem  Punkte  F  schneiden;  der 
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zu  den  drei  Punkten  D\ü^li  der  vierte  dem  D  zugeordnete  har- 
monische Punkt  ist.  Die'OiftgoDaleD  des  Vierecks  GMLH 
und  des  Vierecks  ANCD  haben  daher  einen  gemein- 
schaftliehen Durchschnittspunkt  F.  EbeBSo  durch* 
schneiden  die  Diagonalen  der  Vierecke  BMDC  und 
EJVFjET  einander  in  einem  und  demselben  Punkte  TF. 

In  Folge  daToto  sind  soi^ohl  Sie'S\xMeiiHD,H'V;'HM;UN. 
als  die  Strahlen  HC,  HX;  BN,  BM  harmonisch.  Dies^  Strah- 
len scbneideii  den-  Durchmesser  AB  oder  seine* V^erlSäglsnnigen 
In  denselhen  Punkten»  in  welchen  diese  Lihie  auch*  Ton  den  vier 
Seiten  des  Vierecks  EC^iVF  geschnthen  #ird. 

Daher  sind  die  vier  Punkte  .iC,ilf,  |l^>  £>  io  welchen 
«lei^  Durchmesser  AB  oder  steine.  y.e.|JjiHgeruoge»  von 
den  vier  Seiten  des  Viereck«  £GÄ|^»gesfbpitteip,  wer- 
flen,  harmonische  Punkte»  und  es  verhäli,d9lch,:.;{,       .,  ^ 

MK.MN:=ifjK\LN.      .^.  ,, 

Of^t  wie  eben  bemerkt  wurde»  CD»  CB,  CT»  CF  barmonisthe 
Strahlen  sind  und  CD,  paniliel  KL  ist,  so  halbirt  der  dem  Strahle 
CD  zugeordnete  Strahl  AC  die  Strecke  KN,  w^be  jewischen  den 
beiden  Punkten  K  und  N  liegt^  in  welchen  KJL  von  den  beiden 
andern  zugeordneten  »Strahlen  CH  und  CF  geschnitten  wird,  d.  b. 
es  ist 

AK=AN 

Ebenso  ilsst  sibb  beweisen,  dass 

;       '  .'     ßM^BL.       ..      ^      ,,     . 

In  Folge  hiervon  kanfi  die  obeii  abgeleitete  Proportion  ^' 

.  ,     .»    ..      • ;      .....  4, .  ,     a  .... 

MKxUNrz^hKiLN       < 

■  .  i".       .      <  ■    .  ' 

auch  80  seschriebeo  werden : 

"*     •  •   szBM-{AB~AN):Bia:{-(AB^ANi. 
Daher  ist  auch 

AB  +  AN:BM=BMiAB''AN 

oder       '' 

AB^=:Bm  +  AN\ 

Da.aber»fWie-9ben  gezeigt  wurde«  BMr^BL  u«d  AUf^AK^'n^. 
80  ist  auch:  m'  ^ 

Th«u  XSXI«  so 
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S9S  BHndum:   j£um  ferma4'$elkn  LeArgaite^ 

AO^^BL^+AIP, 
AB^^BJU^^M^' 


«Dttt  in  iem  V«raDgegaiige«,en  abgeleiteten  B^eultate  lassen 
sieb  folgendermasaeD  zusammen  faaaen  s 

Ceostruirt  man  ubcüi  dem  Darchmeewier  AB  emes  Kreise« 
ABBP  als  GjTundlioie  ein  Recbteolt  ABCP,  dessen  H9li^  AD 
gieicb  der  za  dem  Bogea  iks  >  Quadruteo  geborigeo  Sebne  Ist, 
▼erbindet  dann  einen  beliebigen  Pankt  E  aof  der  Peripherie  die- 
ses Kreises  mit  den  Punkten  D  und  C  durch  die  Linien  ED  und 
BC,  weiche  den  Kreis  zum  zweiten  Male  bezüglich  in  G  und  F 
schneiden,  verbindet  endlich  Cr  mit  C  und  F  mit  D;  so  findet 
Folgendes  Statt: 

1)  Die  Linien  GC  und  FD  schneiden  einander  immer  aof 
der  Peripherie  des  Kreises  ARBP.  Mir  DurcbschniMs» 
punkt  H  bestimmt  also  nrit  den  PSmkten  E,  G,  F  ein 
dem  Kreise  eingesehrlebeiies  Viereek  BBGF^). 

2)  Die  Diagonalen  EB  und  GF  dieses  Vi^ecks  schneiden 
einander  Immer  in  J>  dem  Durcfaschnittspunkte  der  Dia- 
gonalen des  Rechtecks  ABCD.     « 

3)  Die  Punkte  A,  D,  C  und  der  Punkt  N,  in  welchem  EC 
den  Durchmesser  AB  scluiei4et>  beatimmeB  das  Viereck 
ADCN.  Die  Punkte  G,  B,  M,  L,  in  welchen  die  bei- 
den Ton  D  ausgehenden  Strahlen  DE  und  DF  den  Kreis 
und  seinen  Durchmesser  schneiden  j  bestimmeo^  da«  Vier- 
eck GBLM.  Die  Diagonalen  dieser  beiden  Vierecke 
durchschneidet  einander  in  einem  und  demselben  Punkte 
F.  Dem  entsprechend  schneiden  die  Diagonalen  der  Vier- 
ecke DMBC  und  BFNK  einander  in  einem  und  dem* 
selben  Piinkte-  W. 

4)  Di^  Fier  von  Cund.jD  ausgehenden  Strahlen  CE,  CG, 
DE,  DF  schneiden  den  Durchmesser  JA  in  vier  bar- 
mouischen  Punkten  JY,  K,  Mf  L* 

6)   Es  ist  '         ^  ..    ,,^,.  .-,       .., 

AB^=^AN^\BM^,    (Fermat'scherS»li) 


*)  Dieser  Sats  wurde  mir  durch  Herrn  Kräger,  Director  der  Rcftl- 
Mhele  i»  Fraoetsd«,  mltgefheUi,  der  denMlhee  mit  Hüft  #n» 'Misf jli- 
•eben  Geometrie  bewiesen  hatte. 
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Bey steil:    Vtnuek  einer  Srweit  äer  Begrife  t.  ^mx  und  «inx.^W 
aber  aoch: 

d.  b.  der  Fermat'scbe  Salz  gilt  aucb  fQr  aolcbe  Punkte 
des  Kreises  ARBPf  welche»  wie  H,  G,  F,  innerhalb 
des  Rechtecics  AB  CD  liegen. 


Yenuch   einer  Erwekernng   der  Beg^e   von  cosor 

and  sin^. 

Von 

Herrn  Doctor  Beyssell^ 

Lehrer  4er  MathemAtik  an  der  ProTiazial- Gewerbeschale  bq  Crefeld. 


Aus  den  Gleichungen 


2 


co8Jp=-^ — n '='''~^+  41' 


•100?  = 2? =*^3i  +  6l'- 

nnd  ihren  Eutwickelongen  gebt  hervor  »daas  au  Ihrer  Festitelluog 
die  aweiten  Würzein  der  negativen  Einheit  in  einem  Bezöge  stehen, 
den  man  auf  beliebige  andere  Wurzeln  der  negativen  Eiaheit  Aber- 
tragen  kann.    Es  ist  nfimllch 


V— l=ccöa— jj — «  +  t«B— jj — « 
und 

20« 
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SOO  Beytseli:    Versuck  einer  ErweUerunff 

a/*TT  ^^      ■   •  •   ^^^ 

V  +l  =  coB — »  +  t8in---«, 

nDd  man  kann  zur  Verkfirzang  des  Ausdrucks  eine  beliebig«^  nie 
Wurzel  aus  4-1  oder  —1  durch  JVp  bezeichnen  >  wo  N  den  Grad 
der  Wurzel  und  p  den  im  Winkel  vorkommenden  Zähler  bedeuten. 

Man  betrachte  nunmehr  die  n  Reihen,  welche  der  Ausdruck 
e^p*  bedeutet»  wenn  p  eine  ungerade  Zahl  bezeichnet;  sie  sind; 


ir+-3r      •  {      (,) 


«^«*-i'= 1  +  J!Va«-i.T+ 21 + §! •• 

Zunächst  sieht  man,  wenn  man  durch  a:^  den  ttten  Tbeil  der 
Summe  der  Reihen  (1)  bezeichnet,  dass  man  erhält: 

denn  bei  der  Addition  dieser  Reihen  fallen  alle  Glieder,  deren 
Exponent  nicht  durch  n  theilbar  ist,   fort,    weil 

^        p=0 

wenn  a  nicht  durch  n  theilbar  ist.  Ist  aber  a  durch  n  theilbar, 
so  erglebt  sich  fttr  den  obigen  Ausdruck  fOr  jeden  uugeraden  Quo- 
tienten —  der  Werth  —1  und  für  jeden  geraden  Quotienten  ~ 
der  Werth  +1;  ebenso  ergiebt  sich  für  a=:0  der  Werth  -f-L 

Multiplizirt  man. ferner  die  erste  der  Reihen  (l)  mit  JV.i,  die 
zweite  mit  iV.«  und.  so  fortfahrend  die  letzte  mit  J!VL(8ii-i)»  addirt 
sie  sodann  und  nennt  den  nten  Theil  ihrer  Summe  a^i ,  so  erhält 
mart,   da  iV«.iV~«2=l  Ist: 

In  der  angegebenen  Axt  fortfahrend  bestimme  man  die  Grössen 
A?«  >  ^ » 4  •  •  •  *  ^»—1 9  welche  der  Reihe  nach  folgende  Bedeutun- 
gen haben: 
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der  Beffrife  van  «m«  und  tiajr.  301 


^—1  ^^~~1  ^v'*^^         I      f-^o-i 

Im  Allgemeinen  kOnnte  man  daher  für   die  Griisse  x^  folgende 
Gleichung  aufstellen : 

Nach  der  Analogie^  welche  swiacbeb  diesea  Reihen  oder  Aus- 
drücken and  den  trigonometrischen  Funktionen  sinir  und  cosj: 
besteht,  konnte  man  dieselben  die  Funktionen  nten  Grades  ßr  x 
nennen  und  die  trigonometrischen  Funktionen  sina;  und  cosa;  konn- 
ten alsdann  die  Funktionen  zweiten  Grades  heissen. 

Nach  diesen  Annahmen  hätte  man  sodann  n  Funktionen  nten 
Grades. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen^  das«,  wenn  man  n=2  setzt',  die  tri- 
gonometrischen Funktionen  coso;  und  sino:  aus  der  allgemeinen 
Formel  (2)  hervorgehen;  denn  man  hat  in  diesem  Falle: 

1     ^*  1  ^  1  v^     \ 


X^       X^  P^^ 


und  es  ist 

\2  e*«ji4i's=  ö =co8:i; 

und  • 

21 


4^  i~2p.i  sHp+i*  = s r-  := sj —  =:  sm  X  • 


r=o 


Um  näher  auf  die  Funktionen  dritten^Crkdes  einzugehen,  deren 
es  drei  gieht,  welche  mit  j?o»  ^i*,^s  bezeichnet  werden ,  bemerke 
man  zunächst  die  Bedeutung  folgender  Zeichen.    Es  ist: 
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3o=l 


Bejß^$eii:    Ver0iick  einer  Erweiserung 


n  **  ■    »    •    *•  1 

3s=C08^  +  »8Hl-g-=  — 1 


4« ...  4«    ^l-V^-3 

d4=C0g-3-+16ID-|r= a 

,  6«...  6»    l-V^^U 


Darnach  iat: 


31  +  6i 


x^      sfi      X^  P=* 

—\\ 2: «      a      '  +  e-*+ — =?2 ^  A 

Die  drei  gefandeneo  Gr5«80o  x^^  x^^  x^  haben,  wi«  die  betref« 
feiiden  Reihen  zeigen,  reelle  Werthe,  weiche  sich  unter  Tolgen- 
der  Form  darstellen.    Es  ist: 


Xq  =  1  (c-*  -f  2^co8  ^  Vi) 

%  % 

«i  =  S(~<?~'  +  e*cosafVJ +e«V3sinarV|) 

«a  =  }(«■"*—  e^cosa:  Vi  +  e*V3sinarVj); 


(3) 


welche  Formen  man»ancb  auf  folgende  anderen  bringen  kann; 
«B  =s  i  («r«  +  2«»  co»ar  V*), 

JP 
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49r  Beprilfi$  0On  eö%x  und  «fa». 


SOS 


Nach  derselben  Art  sollen  hier  noch  die  Fonktionen  vierten  Gra- 
des» deren  es  vier:  Xq^  x^  x^,  x^  giebt,  aa%estellt  vTerden, 
Za  diesem  Zwecke  bemerke  man»  dass  4^  in  den  einzelnen  Fäl- 
len folgende  Bedeutung  hat: 


4«=1 
4,=» 

4,=:{-l+0v/i 


4,  =  (-l-.-)Vl 
4,=-t 


Darnach  ist: 


=  1 0^  e(HO  vi  *-P^^^  If^tfw  4  •  *+^^^^^*  e(-i-0V4.  * 

+  ^ea-«V4.A 


=i(-^*«<*+«^  *■•+  y  «^-*+'^*H-^et-»-'>v  i ;' 


«<»-<)vi.«Y 


Die  reetten  AnsdrOcke  fltr  dies*  Gr8«!l«n  liaA  folgende: 
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304                  Bettst^eU:  .  YersucA  einer  Erweittmng 
^Q=J o posarv/j, 

2 siÄ^Vi 2 «ina:  Vi  1  Va- j 

Gehen  wir  zur  Allgemeinheit  zurück,  6o  existire'n  manche  Ana- 
logien zwischen  den  aufgestellten^  Funktionen  und  den  trigonome* 
frischen.  , 

Die  Eigenthdralichkeit,  dass 

dcos^a? 


— 5 — s^^Bino: 

ox 

«nd 

dsinor 

— 5 =:cos^, 

ox 

tritt  auch»  etwas  verändfeit,  bei  9en  Funktionen  b&b^rer  Grade  auf 
und  nimmt  folgende  Gestalt  an : 

Für  irgepd'  i^elchen  Grad.  i»t  (fir  9  >  0 ,    •  \     . 

dXq 

f      •'  '   '  •  ' 

ffir  9  =  0  und  die  Funktionen  nten  Grades  ist 

Bxq 

Um  das  Erste  zu  geigen»  ist 
1     p=«-i 

dxq       1  „P=iür*  ,    « 

'  .    .      .        '    •  .         .   ■   '    '    ''\ 
und  fSr  den  sweitöo  Fall  ist:  .    '  '  '   / 

r    eWa,4.i'=— i-S    N 


ipcrO 


Digitized  by  LjOOQIC 


.    >d$t  Begrlfe  avMi  «m«  und  %hä^  >  80& 

Nach  dteseD  allg6nefai6n  Betracbtnngen  ist  für  dieFaoktiMi 
des  dritten  GTra^des : ' 

•8^=^**'   -§7=^0,    ■gi=-^«* 

uod  diese  Eigenschaften '  lassen  sich  aqs  den  reeHeo  AnsdrOcken 
(3)  herleiten;  denn  nach  jenen  Foitiielo  ist 

X2  =  !(«-*— «•cosarVl  +  «*V3sinarV{), 


^=  i(-.s-*  -  iißcoBxVl+ke^V3»tnsVl 

ex  *  j .   , 

+  ^  Vi  sinar  VI  +  Je«cos  a?  VJ) 


ferner 

9^1 


^=  J(«"-'  +  i«*cosa?VS  +  l^^^SsinarV  J 


i2       . 


dranch 

Sä  '  ' 

Ebenso   lassen  sich  die  für   die  Funktionen  yierten  ßrades 
bestehenden  Gleichungen 

OXm  €X^  CX\,      .         .     CJ?A   ^     ,  \ 

ans  den  Ausdrücken  (4)  derselben  herleiten;   denn  man  hat  aus 
denselben :  1 

-^ r«wia?Vt \ — 5"^ — -pos^Vyi^i» 
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38ß  BepsBeii:    ferwuek  stner  ßrw€$i»ung 

deren  Produkt  auf  die  Cleichang  flihrt : 

Um  die  zweite  Gleichang  obn^  x  zu .  erhalteit»  poteiizire  mao  die 
oberen  Gleichungen  der  Reibe  mit  3|»  d,  und  ^.  Die«  Befert* 
wenn  man  das  Produkt  aller  Gleiebungen  nimmt: 

X(«o-ar|+ar^-i(flro  + g «i  + — '    2"    "^^     *      ~'' 

Es  ist  mir  trotz  vieler  angewendeten  Mittel  bis  jetzt  nicbt  gelun- 
gen,  diese  Gleicbung  in  eine  Gleichung  reeller  Grossen  zu  ver- 
wandeln. 

Fflr  die  Funktionen  vierten  Grades  liefern  die  Gfeicbungen  (6); 
^0  +  ^*i  +  ^'^  +  ^'^B = «*^' . 

*o  +  ^sa?!  +  4a^+  V^^i^«*»'^ 

Die  MuMplikatioH  dieser  Gleiebungen  kann  maii  t&A  durch  foi« 
gende  Betrachtung  .erleichtern. 

Es  ist  '  ' 

4i  =  (lfi>V4  «Bd  45?=<-.I-i)V4; 

demnach  liefert  das  :Prodnki  der  ersten  und  dritten  Gleichung 
e^=1.    Ebenso  ist 

43  =  (-l  +  t)Vi   und,4y  =  (l-i)Vl; 

also  liefert  das  Produkt  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  wie- 
derum e^  =  l. 

Die  erste  und  dritte  Reihe  geben 
und  ihr  Produkt  liefert 
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der  Begriff  van  ^mx  und  «{lur.  8(19 

oder 

Die  sweite  ood  vierte  Gleichung  entstehen»  wenn  man  in  .der 
dritten  nnd  ersten  — i  statt  t  setzt,  und  müssen  deshalb  als  Pro- 
dukt liefern: 

Demnach  ist  das  Produkt  aller  vier  Gleichungen: 

welches  in  die  beiden  Gleichungen  cernillt: 
a?o^ + 2^:10:3  —  ar2*  =  1 , 

Schreibt  man  Tfir  die  vier  obfgen  Gleichungen 

so  erhSit  man  die  Gleichung 
oder 

und,  weil  «owobrilC  als  BD  gleich  1  ist; 

AD(AB)^t=:l; 

welche  Gleichung  In  Hinsicht  ihrer  ZurOckfOhrung  auf  reelle  GrSssen 
dieselbe  fisbwierigheit  darbietet,  wie  jene  bei  den  GifOssen  3^  Grades. 
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ilO  Beyi»$il:    Yer$it€k  einer  trmeiteninp 

Endlich  erbi(lt  if  an  iM»cb  üb  ^teichmg  . 

deren  Richtigkeit  sich  ang  den  beiden  frfiheren  Gleichungen  i4C=l 
»nd  BDsrl  heraasstellt. 

Die  Formeln 

eoa  (« -l-jy) ;;;:  coej;  oos  jf — afaidPakiy 
und 

ain(x-f  y):=«iB:rco8y  -f  cosdpslny 

laaaen  sich  ebenfalls  fBr  die  FnsktioneB  h6berer  Grade  aulatelleii; 
denn  man  erhält  aus  den  Gleichungen  (6): 

Rihrt  man  die  Moltiplikation  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  aas, 
80  erhftit  map: 

«oyo + ^i  («oyi  +  ^lyo) + ^i*(*ay» + «lyi  +  «syo)  • — 

Aus  der  Zusammensetzung  dieser  Ausdrficke  kann  man  die  der 
folgenden,  welche  man  erhält«  indem  man  Uit  Hi'i  N^,  tf^,..»» 
setzt»  ersehen« 

Addirt  man  nun  sämmtliche  Gleichungen  und  nimmt  den  nten 
Theil  der  Summe,,  so  erhält  man 

durch  Multiplikation  der  auf  einander  folgenden  Reihen  mit  iVi-i. 
iV.s....iV-911-fi  erhält  man,  wenn  man  wieder  addirt  und  deo 
fiten  Theil  der  Summe  nimmt, 

('  +  th  ==«•»!  +  ^i»e— «W*-i  -^tW^-f  ..-.^riH^i. 
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«fer  ^Bepif^  wm  cmx  und  «i«».  Sit 

Es  ist  nicht  sclnrierig,  Ae  fdigeiidM  Fsrroelii  sii  M4e»,  iind^roan 
erhtit: 


(«  +3f)ii-i  =  a?oyi».i  +  ar|^«i.a  ....  x^r-iffo- 

Jede  dieser  Gleichupgen  hat  aof  der  rechten  Seite  n  Glieder. 

Um  die  Formeln  fSr  die  Fanktionen  von  x-i-y  t^t  die  ersten 
Grade  so  hifdeii ,  beziebe  man  die  betreffenden  Formeln  auf  diese 
Grade.    Man  erhält  alsdann  für  fi=:2: 

^o»o+2i  (a^oyi  +  ^?iW +8i*^3^  =  eV*+sf), 

^cflrs  +  2,  (arajj4  +  a:,yo)  +  ^^^^iSßi  =  e«»('+y). 

Durch  Addition  beider  Aasdrficke  ergiebt  sich  tiacb  dem  Halbiren: 

(ar  +  y)o  =  ^0^0 — arjyi , 

welches»  in  die  Qt>liche  Form  fibertrageo,  die  Formel  giebt: 

cos(d7-t-^)  =  eosorcosy— sin^siny. 

Maltiplizirt  man  die  erste  Gleichung  mit  2-i,  die  zweite  mit  2-8, 
oDd  nimmt  sodann  die  Hälfte  ihrer  Soronie,  so  ergiebt  sich: 

(a? + »)i  =  J^oyi' + ^lyo . 
sin  (df  4-  y)e7  teos  a:  siny  -|-  «in  x  cosy. 
Für  die  Funktionen  dritten  Grades  ergeben  sich  die  drei  Formeln : 

(* +y)o="^«Ws -^«ly«--*!!^  I 
(^  -f  y)%  ==^oya + ^lyi  +  ^«yo- 

F«r  die  VmMfme%  des  Tierlea  Gradee  Mdlicii  bat  nM»: 

•  .       •»        . 

(^+y)o=^oyo— «lya— ^ty«— «lyi»  , 

(^  +y)i  ^  ^oyi  +  ^lyo  — ^«ya — ^»y«» 
(*+3^^aroy«  +  ^lyi +a?tyb-^iy»* 

(a?+ y)i  =««*oyB  +  *iy»  +  x^x  +  ar^yo- 

Von.'ditiie»    F^»hwetn   liui*en  sich  zahifeleh«  Ahwendonj^en 
macbenr  ««A  dMM  ftigende  U«r  ein^  Platt  ind^  itaSgen. 
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..Füividje  EWktionta  dtiUen  Gnides  iSAUi  nafr':-  . 

(2ar)i=äroari  — a:i«, 

wenn  man  pc  für  ^  einftetxt.  ' 

Setzt  maCn  Terner  2x  fQr  ^   ein,  so  erhält  man: 

Setzt  man  ferner  in  den  Gleichungen  der  Funktionen  ffir  ^  -fy* 
:i;:;=^ar  und  y 'S ^Tt  wodurch  a;  4-^  =  0  vrird^uiid  bedenkt»  dasi 
Äo'  — a?i»  +  V  +  3^o^i^a=l»  und  daes  Qo=:  1,  0|  sO,  0^=0 
ist,  so  erhält  man : 

(-j:)o=      aro*  +  a:i:ra, 
( — x)i  =  —  ir2*— ar^ari , 
( — ^)s=^      J?i*  — ^o^a» 
Hierdurch  werden  die  Werthe  folgender  Reihen  gegeben: 

(— *)o=^o*+^i*a=^  +  3f  +^*—* 

(— x>a=api'— jroa!;,=  2f +  ßf  +  gf-' 

Ami  den  'gefondeneii  Formen  Rlr  die  Funktionen  von  34r  ood 
—  X  steilen  sich  leicht  folgende  Formeln  zusammen: 

.  Aus  deq*  Formeln  für  die  Funktionen  ^toiea  Grades  von  m\y 
entwlcjkelft  si^  f9r  die  Funktionen  vom  äv  feigende  Ansdcieket 
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(2a:)i  =  2ar„ari  —  2a?aar8  s 

•  (2a?)a=i:  2xoÄ^  +  a?!*  —  or,* =4aroar^j , 

(2«)8 = 2av«?a  +  ^ariora. 

Aus  den  anfönglich  aufg;e8tellten  Reiben  ersieht  man,  daits  för 
den  vierten  Grad  ist: 

»  Die  Formeln  'für  die  Funktionen  von  oc-\-y  geben,  wenn  man  in 
dieselben  y  =  -*ar  und  a;-|-y^O  setzt,  rermltge  der  Gleichungen 
jro*  +  2ar,ar3 — Xg^=z\  und  ar3*  +  2a:oa72  — a^i-  =  0  richtige  Resul- 
tate, denn  man  weiss,  dass  00=1»  Oi=0,  OgSzO,  Ob=0  ist. 

Setzt  man  —  y  für  j^,  so  erhält  man: 

(^~y)i  =  —^02^1  +^iyo  +^8^3— «ly»» 

(^— y)8  =  --^0^3  +  ^1^2  --arayi  +Äjyo- 

Endlich  sind  einige  eigenthüniliche  geometrische  Beziehungen 
bei  den  Funktionen  dritten  ond  vierten  Grades  zu  bemerken. 

Man  hat  fSr  die  Funktionen  dritten  Grades 
Xo  =  i(e-»  +  2«acos^VS) , 

S  X 

Xi  =  \{e-*  +  e«  cos  xVi  +  <?•  V3  sina;  Vj) , 

X  X 

x^  =  l(e-*  — «•co8a:V;  +  c«V3sinarV  |); 

f lenkt  man  nun  irgend  einen  Winkel  azizxVl»  so  lassen  sich  diejeni- 
i^en  Tbeile  dieser  Funktionen,  welche  nicht  e^*  enthalten,  folgen* 
der  Massen  construiren.    Man  nehme  (Taf.V.  Flg5.)an,  BAC  sei 

X 

gleich  ^a  ond  AB  bei  einer  beliebig  gewählten  Einheit  «^,  so 
erhält  man,  wenn  man  das  Loth  BD  von  B  auf  AC  fällt,  die  Linie 
AD  in  drei  Theile  theilt  und  zwei  dieser  Tbeile  auf  AE  nimmt. 

AE=le^ct^sxVi' 

TheiiXXXL  21 
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Macht  man  nun  den  Winkel  BCAspzW^  und  constrnirt  lilier  EC 
ein  i^eichseitiges  Dreieck  EFC,  so  hat  man 

X  s 

£F=  Ke^cosxVi  +  «*i/38in  jtV  i) 
und 

M  X 

F»=:l(— e«cö3arV  J  +  ««VSsina-Vi), 

WU8  man  leicht  ermessen  kann,  vrenn  man  die  Linie  DU  parallel 
EF  zieht,  deren  Länge  ist 

^^-^^~VJ- 3 

X 

Konnte  man,  ohne  die  Einheit  zu  kennen, «-'  aus  e^  construiren, 

so  liesen  sich   die  Grössen  Xq,  j?|,  ^2  construiren;  denn,  wenn 

e~* 
nian  AE  um  -tt-  verlAngert  und  von  dem  dann  erhaltenen  End- 

punkt  eine  Parallele  mit  EF  zieht,  so  ist  diese  uro  -r  kürzer 
als  EF  und  stellt  alsdann  a:i  wirklich  dar ,  so  wie  «die  Linie  von 

B  bis  zum  Endpunkte  Ton  Wi  in  der  Linie  BC  um  sr-  länger 
als  BF  ist  und  also  0:2  wirklich  darstellt. 

Bei  zwei  Winkeln  a  und  er',  welche  steh  nm  2«  unterschei- 
den, sind  die  Dreiecke  ABC  ähnlich ;  denn  wenn 

ist,  und  man  durch  x'  den  zu  af  gehörigen  Werth  von  x  bezeich- 
net, so  hat  man: 

^  .ro'=l[e    V3""    +2eV»"^«cos(2Ä  +  arV;)] 


An  *?x"" 


:5=J(e    V8       +2eV»"^«cos«y|), 


nnd  ebenso: 


a?,'=V(-e    V3""    +«V3^«co«arV4  +  cV»^äv3«in;rV!), 
a-a'  =  l(e   V8      —  €V»^«co«arVi  +  ^'   VSsin^Vl). 
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An 


—  » 


AManD  kann  man  die  von   e    vs        unabhängigen   Glieder    wie 

X 

früher  constroiren,  indem  man  AB  nicht  mehr  gleich  e^»  sondern 

gleich  eVS    S  macht.     Denkt   man  sich  wiederum  f&r  diese  Con- 
struction  das  Dreieck  ABC  (Taf.  V.  Fig.  5.)  gewählt,  so  sind  x^' 

und  x^'  um  gleiche  Stacke  kürzer  als  Xq  und  x^  weil  e  V3 
kleiner  ist  als  tn*,  und  x^  ist  parallel  mit  Xi  und  grosser  als. 
dasselbe,  also  itor  Linie  EF  näher  gerückt.  Denkt  man  sich  den 
Winkel  a  um  unendlichmal  2n  gewachsen,  so  verschwindet  die 
Potenz  mit  negativem  Exponentein  von  a,  und  man  bat  mithin  in 
den  Linien  AE,  EF  und  FB  diejenigen  Linien,  welchen  sich 
die  Grossen  x^,  Xi,  x^  nähern,  wenn  a'=.2in«-f<<  l^t  und 
fit  durch  alle  ganzen  Zahlen  bis  zur  Unendlichkeit  wächst   und 

4Ä=:eV8+5ist 

Stellt  man  eine  Tabelle  auf,  indem  man  den .  Winkel  a  von 
Null  ausgehend  immer  um  30^  wachsen  lässt,  so  ergiebt  sich: 


«!• 
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ot^xVl 

1 

^1 
0 

0 

30» 

3 

X 

—  e-»+«äv3 
3 

3 

601 

s 
e-'  +  e« 

3 

3 

90» 

3 

~c-*  +  eV3 
3 

1 

«-*  +  eV3 

3 

120» 

3 

X 

—  e-'  +  e« 
3 

«-«  +  2e* 
3 

150" 

•  c-*— eV3 
3 

—6-« 

3 

3 

180" 

3 

X 

-e-*-e* 

«-'+e« 

3 

3 

•210« 

X 

e-*_c«v3 
3 

X 

—e-'—e^V^ 
3 

2400 

3 

—  e-'-2e» 

e-»-e* 

3" 

3 

270" 

3 

--p-'-eV3 

X 

3 

3 

300" 

^    3 

3 

X 

3 

3300 

z 

3 

—e-* 
3 

X 

«-'— «*V3 
3 

;]60" 

3    ~ 

-e-'  +  e» 
3 

3 

390" 

X 

e-x  ^  c«*/3 
'     3 

s 

— e-*  +  ««i/3 
_.    ^ 

3 
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Die  'aufgestellten  Wertbe  finden  ihre  geometrleche  Erklärung» 
wenn  man  sich  durch  den  Punkt  A  (Taf.  V.  Fig.  5)  drei  Axen 
W'y  FF',  WW  unter  60«  Grad  legt.  Die  Linien  x^,  ari,  x^ 
bilden  nftmlich  eine  gebrochene  Linie,  in  welcher  x^  in  IJTJ*  fallt 
und  Xx  und  x^  den  Axen  VV^^  WW*  parallel  sind.  Die  Linie 
x^  ist  nun  positiv,  jenachdem  sie  auf  ilI7  oder  auf  AV  abge- 
tragen werden  muss.  Ebenso  ist  Xi  positiv  oder  negativ,  jeoacb^ 
dem  sie  nach  der  Richtung  AV  oder  AV  liegt  und  x^j  wenn 
«ie  nach  A  W  oder  A  W  gerichtet  ist. 

Ferner  zeigt  die  aufgestellte  Tabelle  manche  interessante 
Eigenthfimlichkeit.  So  sind  für  die  Winkel  W^  und  240o  die 
Grossen  x^  und  x^  einander  gleich,  weil  bei  diesen  Winkeln  die 
Linie  EF  und  also  auch  Xi  parallel  mit  AB  ist.  Bei  120^  und 
300^  sind  j?n  und  Xi  einander  gleicb>  aber  entgegengesetzt,  und 
för  diese  Winkel  föUt  AB  mit  BC  zusammen. 

Sodann  kann  man  vermittelst  dieser  Tabelle  sich  über  den 
Tjauf  der  drei  Funktionen  4n  den  ersten  vier  Quadraten  einige  Auf- 
klärung verschaffen. 

d^o  geht  vfHii  Positiven  zum  Negativen  Ober  zwischen  den 
Werthen  90^  und  1*20^,  es  bleibt  sodann  negativ  bis  270^  und  geht 
zwischen  den  Winkeln  270^  und  300^  wieder  zum  Positiven  über. 

Xx  geht  vom  Positiven  zum  Negativen  über  zwischen  den 
Winkeln  120^  und  150^  und  bleibt  sodann  negativ,  bis  es  zwischen 
den  Winkeln  330o  und  3600  wieder  znm  Positiven  übergeht. 

x^  geht  vom  Positiven  zum  Negativen  zwischen  210o  und 
240^  über  und  ist  sodann  negativ,  bis  es  zwischen  390^  und  420^ 
wieder  zum  Positiven  übergeht. 

Fasst  man  zunächst  den  Winkel  ins  Auge,  für  welchen  ^o=0 
ist,  und  nennt  denselben  ß,  so  ist  aus  der  Tabelle  ersichtlich, 
dass  120o>jJ>90oist. 

Zur  genaueren  Bestimmung  des  Winkels  ß  wähle  man  die 
Reihe  für  x^,  welche  sich  in  folgenden  Ausdruck  verwandeln  lässt: 

*^-"-*~ Wsy  31  +  Wsy  61      ** 
Dieser  Ausdruck  liefert 

(^y  =60i  V^36()0^äO~+72ÖS, 
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uod  da  ß  swiseheD^SO^  and  120^  liegen  muss»  so  darf 
das  untere  Zeichen  der  Warzel  anwenden  und  erhält  somit 


Dor 


Äy  =60-V2880+720Ä; 


lässt  man  das  Glied  720/2  der  Warzel  fort,  »6  erhält  man,  da 
der.  Subtrahend  verkleinert  wird»  ein  groseres  Resultat  als  roau 
erhalten  sollte  und  kann  also  schreiben: 

(^)'<«.-v^=(^)-. 

wonach  der  durch  die  Gleichung: 

zvL  berechnende  Werth  von  /  grösser  als  ß  ist.  Die  Berechnung 
dieses  Werthes  ist  folgende: 


10^2980         ^'^^^ 

911 

6-2 
49 
30 
32 


5?,6G564  =  V288Ü 


demnach  it»t: 


0.0000U0 


r= 


V  6,3343Uv3 


log6,$}436=     0,8016986 

078017027 

3)0,2672342 

logV3=    0,2385607 

log2=    0.3010300 

0.2047649 

7438 

y=  1.602378 

211 

9|o  =  1.588250 

190 

0.014128 

.210 

48'  =:0.0I39()3 

0,000165 

y=91«48'34">/J 

34"=0,000165 

l,602378=y 
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Durch  die  Reihe  ßlr  j^q»  welche  in  de«  Ausdruck  lij^ergeht: 

findet  niun   ferner  eioen  Werth  d,    weicher  KwUchen  90^   liiid  ß 
liegt;  defih  es  ist: 


(^)'=«+»« 


also 


>-Q- 


Die  Ausrechnung  dea  Werthes  i  ist  folgende: 

logß=     0,7781513 
3)0,2593838 
logv3=     0,2385607 
-0,3010300 
0,1969145  l.rt7;{673  =  * 

8943 
a= 1,673673  202 

900=1,570796  193 

0,002877  90 

9< =0,002618  a3 

0,000259 
53"=0.000257  a=90O9'53"  <  /J 

Es  liegt  mithin  ß  zwischen  91»  48' 34''  und  90»  9' 5:)". 

Uro  den  Winkel  ß  genauer  zu  bestimmen,  berechne  man  ^o 
rar  den  Winkel  910  48': 

•  1=910  48'  910=1,588250 

48' =0,0139^ 
1,602213 
also 

3,204426 
*  =  — ^~- 

Man  berechne  zuerst  den  Attsdniek: 
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log^=log2-^log8inP48'-h|loge, 

X 

-sloge=fi,  loga;-|-iog(loge)— log2=Iogß, 

log3,20442fis0,S0S7467 

27 

8 

logV3=0,238B607 

log^sO,2671895 

Iog(loge)=log0,4342945=:0,6377798  -  i 

log  2 =0,3010300 

0,0039438—1        0,4017388  =r£ 
343 

9S 
86 

log2sr:  0,3010300 
logsin  1048'  s  0.4970784  -  2. 

log^  =  0,4017388  . 

0,1998472  —0,1584336  =  2e<co8  91048' 

374 

98 
82_ 

160 
164 

Nnnmehr  berechne  man  e~*  =  C,  dann  ist  logC=  — orlog«: 
man  setze  xloge=D,  so  hat  man  logdr-|-iog(loge)=logZ> 


log;e=:0,267I895 

log(loge)=0,6377843— 1 

0,9049738-1 
9697 
41 
38 

30 
32 

1             -1 

-0,8034776     =logC 

0,1966224—1 
078 

146 
138 

80 
83 

«- 

-'  =  0,1672263. 

' 

Digitized  by  VjOOQIC 


der  BegrilTe  von  cmx  «nd  üur. 


3S1 


Es  ist  mitbMi  or«  ßlr  dm  Winkel  9|048'=— U,ÜOI9065,  also  ist 

91*48' >|J. 

Ebenso  berechne  man  Xo  Tür  9F47': 

91«  =  1,588250 

47' =  0,013672 

l.< 


3,203844 


log  3,203844=0,5066654 

54 

4 

log  ya =0.2386607 

log« =0,2671106 

log  (log  e)  s  0.6377843  —  1 

Iog2=0,3010300 

0,6038649-1 

8686 


log3= 0,3010300 
log  sin  1'47' = 0,4930398—2 
g= 0.4016658 
0,1967356— i 
336 

"2ÖÖ 
194 


63 
54 
~9Ö 
86 


0,1569407 = 2e*co8  9I047' 


0,4016668=J7 


log;v= 0,2671106 

log  Poge)  =0.6377843 

0,9048949 

8940 

9 

6 

4Ö 

38 

«-«  =.0,1«W2Z768' 


1  -1 

—0,8033317      =logC 

0.1966683-1 
6496 

188 
166 

221 


Mithin  ist  «0  f^   den  Winkel  91047'= 0,0003361,  also    ist 
?>91«I7', 
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Der  Wiukel  ß  ist  mithia  auf  eine  Muiote  genao  bereckoet 
gleich  91047'. 

Auf  sehr  ähnliche  Weise  findet  man  für  da«  x^  des  Winkels 
14<)041': 

2e>co8  {xVl'-W)  =04)4995080 
e-'  =0,04897000, 

mithin  ist  Bx^  ffir  den  Winkel  14904^=0,0009808  und  aaehdie- 
»er  Winkel  ist  auf  eine  Minute  derjenige,  flir  vi^elchen  Xx  =0  wird. 

Alan  kann  sich  nach  dem  Früheren  eine  Idee  über  den  allge- 
meinen Gang  der  Funktionen  x^^  X\  *  ^t  bilden»  i^^enii  man  x  Fon 
—  X  bis  H  <3&  wachsen  lässt. 

Die  Funktion  x^  ist  für  :r:=— od  positiv  od  Und  nimmt  mit 
wachsendem  x  stets  ab,  bis  dieselbe  för  den  Winkel  ^r=:j?Vj 
von  91^47'  gleich  Null  wird  und  ins  Negative  übergeht.  Bei  die- 
sefn  stetigen  Abnehmen  erreicht  sie  für  ;r=0  den  Wertfa  1;  sie 
ist  mithin,  wie  auch  die  Reihe 

x^     x^ 

I 

zeigt,  für  alle  negativen  Werthe  von  x  grösser  als  1.  Auch 
daraus,  dass  für  j;=3  0  die  beiden  ersten  Differenzialquotienten 
— x^  und  —  j?]  gleich  Null  sind,  der  dritte  jedoch  —x^  den 
negativen  Werth  — 1  hat,  sieht  man,  dass  der  Werth  1  für  x^ 
bei  x^=0  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist,  und  dass 
x^  für  wachsende  Werthe  von  x  im  Abnehmen  begriffen  ist  Ffir 
positive  Werthe  von  x  nimmt  also  Xq  ab,  bis  es  bei  dem  vorge- 
nannten Werthe  von  X,  welcher  dem  Winkel  utrtxVl  von  91^47' 
entspricht.  Null  wird,  und  nahe  bei  ;rVt  =  a^210^  und  zwar  bei 
einem  etwas  grösseren  Werthe  dieses  Winkels  sein  Minimum  er- 
reicht  Von  da  ab  beginnt  Xo  zu  wachsen  und  geht  bei  einem 
Werthe  von  x,  welcher  um  weniges  kleiner  ist  als  der,  welcher 
dem  Winkel  o=:270^  entspricht,  durch  0  zum  Positiven  über.  Der 
Gang  von  x^  bleibt  nunmehr* für  grössere  positive  Werthe  von 
X  periodisch  und  zwar   in  folgender  WeUe:     Bei  den  Wertben 

von  X9  welche  den  Winkeln  o=2m;s-f  j-f  e  entsprechen»  wo  c 

ein  kleiner  positiver  Winkel  ist  und  m  alle  ganzen  Zahlen  «wiicheD 
0  und*  OD  bedeutet  und  wo  ferner  der  Winkel  e  mit  wachsendeoi 
m  abnimmt,  geht  Xo  vom  Positiven  zum  Negativen  durch  Null  Aber. 
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Bei  aileo  Wertlieo  Ton  Xy  welche  den  WMielo 

entsprechen,  findet  AIt  d?o  ein  Uebergang  vom  Negativen  zum  Po- 
sitiven durch  0  statt. 

Bei  allen  Wertbeo  von  x^  welche  den  Winkehi 

a=(2iw  +  l)fl;  +  lJin;  —  6 

entsprechen,  hat  x^  ein  Maximum  und  diese  Mazlma  wachsen 
mit  ffi,  indem  sie  Itlr  ein  unendlich  grosses  m  uneDdlich  gross 
werden. 

Bei  allen  Werthen  von  x^  welche  den  Winkeln 

a^2m9E -)-ltf^  +  < 

entsprechen,  hat  x^  ein  Minimum  und  diese  Minima  nehmen  niit 
wachsendem  m  ab,  indem  sie  ßlr  ein  unendlich  grosses  m  unend- 
lich negativ  werden. 

Die  Funktion  Xx  ist  f&r  einen  negativen  unendlichen  Werth  von 
X  negativ  unendlich  und  wachst,  da  ihr  Differentialquotient  x^ 
fär  negative  Werthe  von  x  stets  positiv  ist,  für  derartige  Wert  he 
von  X  beständig,  bis  sie  bei  :r=:0  den  Werth  Null  erreicht  und 
ins  Positive  übergeht.  Wächst  x  von  0  an,  so  wächst  auch  x^^ 
bis  es  bei  dem  Winkel  «=91^47'  sein  Maximum  erreicht.  Von 
da  ab  nimmt  x^  ab,  bis  es  fiir  das  Xy  welches  a=  149^41'  ent- 
spricht, durch  Null  ins  Negative  libergeht.  Von  da  ab  nimmt  auch 
Xx  einen  periodischen  Gang  an,  indem  es  ffir  die  den  folgenden 
Winkeln  von  u  entsprechenden  Wertbe  von  x  folgende  Eigen- 
schaften hat 

Bei  a  =  (2iii-hl)'s4*6'^4*^  g«ht  x^  aus  dem  Negativen  durch 
Noll  zum  Positiven  über. 

Bei  a=:2nt9r-|-S^ — £  geht  x^  aus  dem  Positiven  ins  Nega- 
tive über. 

Bei  .a=3;2m»4-o"l~^  erlangt  es  sfine  Maxima,  ; welche  mit 
m  waclisen  und  fSr  m  gleich  unendlich  positiv  unendlich  sind. 

Bei  o=:(ffi-hl)»-f  ö — ^  erlangt  es  seine  Minima,  welche  mit 

wachsendem  m  abnehmen  und  für  m  gleich  unendlich  negativ  un- 
endlich sind. 
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Bei  dieaen  Betrachtangen  iat  wiederum  €  ein  kleloer  poaiti- 
ver  Winkel»  welcher  mit  wachaendem  m  abnimmt  m  gebt  durch 
alle  ganzen  Zahlen  von  0  bia  od. 

Die  Funktion  x^  endlich  ist  filr  a;= — oo  positiv  unendlich  und 
nimmt  flir  alle  negativen  Werthe  von  x»  da  ihr  Differentialquotient 
Xx  negativ  ist,  ab,  bis  sie  (iBr  x  gleich  Null  den  Werth  Null  er- 
hfilt.  Bei  diesem  Werthe  geht  sie  jedoch,- da  ihr  erster  Diffe- 
rentialquotient  Null  und  ihr  zweiter  gleich  -f  ^  i^^>  nicht  ins  Ne- 
gative über,  sondern  der  Werth  Null  ist  ein  Minimum  und  die 
Funktion  x^  wächst  bis  zu  ihrem  Maxlmunb  welches  für  das  dem 
Werthe  von  as=  140^41'  iBntsprechende  x  eintritt.  Von  nun  an 
geht  auch  x^  periodisch  fort  und  seine  besonderen  Werthe  sind 
folgende : 

Bei  a=r(2m-f  l)^-|-U^-*€  geht  es  aus  dem  Negativen  \m 
Positive  durch  Null  über. 

Bei  a=2m7r-f  1^9v*f  e  geht  es  vom  Poi»itiven  ins  Negative 
über. 

Bei  a=2m»-f  ^TT — e  hat  es  ein  Maximum  und  diese  Maxima 
wachsen  mit  m  und  sind  fBr  mr=ao  positiv  unendlich. 

Bei  tf  =  (2m-hl)»-fl3s4-€  hat  es  ein  Minimum  und  diese 
Minima  nehmen  mit  wachsendem  m  ab  und  sind  für  m=:ao  ne- 
gativ unendlich. 

In  diesen  Formeln  ist  m  jede  positive  ganze  Zahl  mit  Ein- 
schluss  der  Null  und  e  ein  Winkel,  welcher  sich  mit  wachsendem 
m  der  Null  nfthert 

Wie  die  Funktionen  dritten  Grades,  so  lassen  auch  die  Funk- 
tionen vierten  Grades  eine  geometrische  Deutung  zu. 

Man  hat  für  die  Funktionen  vierten  Grades: 

e*V*  +  e-*VA         ^^, 
aro  s= 2 cosa:V4» 

xi  «=  f 5 sin^v;  + 2 cosd?V4  )Vi» 

x^  = 2 «narv^i , 

(e«^';  +  6-*V4  .                efy*— e-"*v.i  \    , 
^ sinarVi ^ cosarVlyVi- 
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der  Begriffe  von  co«;r  und  «indr.  325 

Dm  Mese  Fiioktioneii  för  einen  spitseD  Winkel  «=d?v4  zn 
constrairen»  zeichne  man  den  Winkel  u  als  BAC  (Taf.  V.  Fig.  6.) 
und  nenne  seinen  Sehenkel  AB  e**,  was  geschehen  kann,  da  noch 
keine  Einheit  gewählt  ist. 

Da  nun  e"  fllr  tt>0  grösser  ist  als  c^,  so  giebt  es  in  der 
Linie  AB  einen   Punkt  D,  welcher  näher  an  B  als  an  A  liegt^ 

so  dass  Al>^=i — ö —  «nd  ßD:==, ö •«**  Denkt  man  die- 
sen Punkt,  zu  dessen  Auffindung  man  jedoch  zunächst  die  Ein- 
heit zeichnen  miisste,  construirt  und  zeichnet  sodann  die  beiden 
rechtwinkligen  Dreiecke  ADE  und  ABF,  deren  Katheten  in  die 
Richtung  AC  fallen  oder  rechtwinklig  auf  AC  sind^  so  hat  man 
zunächst 

aro= ö — cos  et  ^  AE. 

Zieht  man  darauf  die  Linie  BC,  welche  mit  AC  einen  Winkel 
▼on  460  bildet  und  fällt  von  E  das  Loth  EG  auf  BC^  von  F  das 
Loth  FB  auf  EG  und  zieht  von  H  eine  Parallele  mit  BF,  welche 
BC  in  J  trifft,  so  ist  EH^Xi,  HJ^x^  und  JB=ix^. 

Wächst  der  Winkel  u  um  29K,  so  vergrossert  sich  e^y  jedoch 
bleibt  das  Dreieck  ABC  dem  in  Taf.  V.  Fig.  6.  ähnlich.  Nur 
der  Punkt  D  nähert  sieh,  da  e-^  im  Verhältniss  zu  ef^  kleiner 
wird,  der  'Mitte  von  AB^  Für  den  Winkel  2m9c4-a,  wo  m  un- 
endlich genommen  wird,  hat  endlich  D  die  Mitte  von  AB  erreicht. 

Für  alle  Winkel  er  zwi^^chen  Null  und  2n;  passt  die  angegebene 
Construction  der  Linien  Xq,  Xi,  ^r^  und  x^,  wenn  man  sich  durch 
AB  Linien  gelegt  denkt,  welche  AC  unter  45o,  90^  und  135« 
schneiden,  und  die  Funktionen  nach  diesen  betreffenden  Linien 
roisst,  indem  man  sie  positiv  nimmt,  wenn  sie  in  diese  Linien, 
und  negativ,  wenn  sie  in  ihre  Verlängerungen  fallen. 

Dm  den  aligemeinen  Gang  der  Funktionen  vierten  Grades 
festzustellen,  betrachte  man  dieselben  zunächst,  während  der  Win- 
kel €t=sxVi  von  Null  bis  2n;  wächst.  Die  Funktion  ^o  verschwin- 
det fflr  a  =  90<>  und  für  a=270<'.  Die  Funktion  x^  verschwindet 
für  a=0,  a=180o  und  a=:36(K>.  Die  Funktion  :ri  verschwindet 
in  der  Nähe  der  Winkel  135<>  und  315<^.  Bestimmt  man  diese 
Winkel  naher,  so  findet  man  dieselben  auf  Minuten  genau  zu  135^^90^ 
und  31500^ 

Die  Funktion  x^  verschwindet  in  der  Nähe  des  Winkels  226^, 
und  wenn  man  diesen  Winkel  näher  bestimmt,  so  ergiebt  sich  Rfr 
denselben  224<>59'. 
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dStßBeysBeik     Versuch  einer  Erweit,  der  Begriffe  v.  cosx  unä  nnx. 
Ausserdem   verschwinden  noch   Xi   und  x^  ttt  den  Winkel 

Far  x^,  welches  zunächst  aber  360o  in  der  Nfthe  von  406^ 
ist  filr  diesen  Winkel  e-^  so  klein  im  Verhältniss  zu  e»»  dass  e» 
auf  die  siebente  Stelle  dieser  Grosse  nur  noch  durch  Schätzung 
einen  Einfluss  hat. 

Da  die  Funktionen  vierten  Grades  so  zusammenhingeD»  dass 
die  eine  der  Differentialquotient  der  nächst  folgenden  ist,  so  lässt 
sich  leicht  bestimmen,  wo  die  Mazima  und  Minima  derselben 
liefen,  während  der  Winkel  a  in  einem  der  vier  eisten  Quadran- 
ten liegt. 

Für  Winkel  o,  weiche  grOsser  sind  als  2»,  lassen  «ich  fol- 
gende  Gesetze  Ober  die  Funktionen  vierten  Grades  aufstellen. 

Die  Funktionen  Xq  und  .r«  verschwinden  stets»  wenn  der  cosa 
oder  der  sina  gleich  Plull  sind. 

Die  Funktionen  Xi  und  x^  verschwinden,  wenn  tga=:  — >  1  oder 
=  -f  1  ist.  Dieses  Gesetz  gilt  nicht  genau  und  zwar  verschwindet 
Xi  bei  einem  etwas  grosseren,  x^  bei  einem  etwas  kleineren  als 
dem  angegebenen  Winkel,  jedoch  ist  der  Untershied  der  wirkli- 
chen Winkel  von  dem  angegebenen  nicht  fiher  einige  Sekunden. 

Wiederum  lässt  sich  leicht,  vermSge  des  früher  entwickelten 
Gesetzes  der  Differentialrechnung,  für  die  Funktionen  vierten  Gra- 
des die  Lage  der  Maxime  und  Minima  fSr  dieselben  bestimmen. 

Um  den  Gang  der  Funktionen  vierten  Grades  flir  negative 
Werthe  von  x  kennen  zu-  lernen,  ist  es  nnr  nuthig  zu  bedenken, 
dass(— .T)os=«o>  (-"*)i  =  — «1.  (— ^)»=^  ttnd(— «:),=—. iTi  Ist. 
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XXV. 

Vom    Krummaiigs  -  Halbmessen 

Von 

Herrn  Dr.  Schlechter 

nm  (irocühcrKuj^lich  Badinchen  (lymnasiuiii  su  Bruchsal 


Es  sei  ABC  (Taf.  V.  Fig.  7.)  irgend*  eioe  in .  einer  Ebene 
liegende  beliebige  Curve;  wenn  sich  nun  eine  gerade  Linie  mn  so 
um  die  Curve  bewegt,  dass  sie  stets  tangirend  ist,  ebne«  eine  Be- 
H-egung  nach  r/m  machend,  so  wird  jeder  Punkt  p  der  geraden 
Linie  mn  eine  krumme  Linie  qpiU  beschreiben  von  folgender 
Eigenthflrolichkei  t : 

Jeder  unendlich  kleine  Tbell  pq  dieser  Linie  steht  in  jeder 
Lage  auf  mn  senkrecht;  denn  dieses  kleine  Ltnienelement  bat  in 
pq  dieselbe  Richtung,  wie  ein  unendlich  kleiner  Kreisbogen,  der 
von  /f.  aus  besebriebeii  worden  wore,  und  dieser  wird  «m  so  mehr 
mit  de?  KrAamnng  der  Curve  übereinstimmen»  je  kleiner  er  ge- 
nommen wird.  Mithin  ist  pm  und  qm  senkrecht  auf  dem  unend- 
lich kleinen  Linientheil  pg  und  jede  Tangente  der  Curve  ABC  ist 
auf  einem  entsprechenden  Linrentheile  senkrecht. 

Bekanntlich  wird  die  Curve  ABC  Evolute  und  pgpiU  Evoi- 
veote  genannt. 

Wir  haben  nun  gesehen,  wie  die  Evolventen  aus  den  Evoluten 
erzeugt  werden  und  es  wäre  jetzt  unmittelbar  die  Aufgabe,  su  zei- 
gen, wiQ  aus  den  Evolventen  die  Evoluten  gebildet  werden. 

Da  die  Tangenten  der  Evoluten  allemal  senkrecht  anf  den 
Evolventen  stehen ,  so  werden  alle  Durchschnitte  der  Normalen 
zar  Evolventen  Punkte    der  Evoluten  sein.    Construirt   man  also 
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nDendlich  viele  Normalen  zur  Evolventeiit  «o  erhält  man  in  steti- 
ger Folge  die  Punkte  der  Evoluten. 

Au«  dem  bisher  Gesagten  geht  noch  hervor,  das«  wenn  man 
durch  zwei  aufeinanderfolgende  unendlich  nahe  liegende  Punkte  p 
und  q  zwei  Normalen  pm  und  qx.  zieht  der  Punkt  A  der  Durch- 
schnitt  der  Normalen  als  Mittelpunkt  eines  unendlich  kleinen  Kreis- 
bogens betrachtet  werden  kann,  der,  mit  dem  Radius  i!fp=2l^  be- 
schrieben, dieselbe  KrQmmung  hat,  wie  ein  unendlich  kleiner  Theil 
der  Evolventen.  Der  Kreisbogen  mit  dem  Halbmesser  Apt=iAq 
beschrieben  heisst  KrQmmungskreis  dieses  Bogens  (circuloB  cur- 
vaturae);  der  Punkt  A  Krümmungsmtttelpunkt  und  Ap  KrGm- 
mungshalbroesser.  Zwei  Kreise  sind  fiberall  glelchgekrümmt  Von 
zwei  beliebigen  Kreisen  ist  der  am  stfirksten  gekrümmt,  der  den 
kleinsten  Durchmesser  hat.  Je  grosser  der  Durchmesser  wird,  je 
mehr  nähert  sich  die  Kreislinie  einer'  geraden  Linie.  Wird  der 
Radius  unendlich  gross,  so  wird  die  Krümmung  0  und  die  Kreis- 
linie eine  gerade  Linie. 

Bei  anderen  Gurven  ändert  sich  die  Krümmung  von  Punkt  zu 
Punkt  und  es  kann  um  so  mehr  jeder  unendlich  kleine  Theil  als 
Kreisbogen  angesehen  werden.  —  Hieraus  folgt,  dass  die  Kriini- 
niungshalbmesser  einer  Curve  in  ihren  verschiedenen  Punktea  im 
umgekehrten-  Verbältnisse  mit  der  GrSsse  der  *  diesen  Punkten 
entsprechenden  Krümmungen  stehen. 

Denken  wir  uns  im  Räume  eine  beliebige  Curve  nnd  stellen 
uns  vor,  sie  sei  in  unendlich  kleine  Theile  gethelltnnd  man  denkt 
sich  nun  an  jeden  unendlich  kleinen  Theil  eine  Tangente  gesogen, 
so  entsteht  eine  Fläche,  welche  zwei  gleiche,  entgegenstehende 
und  dnreh  die  kniihme  Linie  selbst  getrennte  Netze  hat  Die 
krumme  Linie  selbst  kann  als  Rfiekkehrkante  hezeidinet  werden. 
Irgend  eine  tangirende  Ebene  an  diese  Fläche  gelegt  enthält  offen- 
bar zwei  sich  schneidende  Tangenten.  Jede  dieser  zwei  Tan- 
genten hat  aber  ein  Linienelement  mit  der  Curve  gemein  und  es 
Hegt  daher  zwischen  je  zwei  Punkten  ein  unendlich  kleiner  Linien- 
theil,  der  als  Kreisbogen  (KrQmmungskreis)  aus  dem  Durchschnitt 
der  Tangenten  beschrieben  werden  kann.  Der  Durchschnitt  der 
Tangenten  ist  der  Krflmmungsmittelpunkt  und  die  Entfernung  vom 
Krfimmungsmittelpunkt  bis  zur  Curve  eines  Linienelements  ist  der 
Krümmungshalbmesser.  ^ 

Bei  einer  ebenen  Curve  wird  jeder  Krümmungshalbmesser 
Vbm  zunächst  vorhergehenden  gesehnitten  und  die  Reibe  dieser 
Mittelpunkte  ist  die  Evolute. 
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\  AM^tfn  d«p|»«lt-,  2weifbch  o.  si  w.  getrihaniten  Llntoti/bc4  Gur- 
ven  ftlsoy  die  im  Räume  ll^geh»  liegen  zvrei  auf  eiitattiler 'folgendift 
KrChnmufi^^roittelpiinkte  Ih  zw^l  t^erftcbi^eneii-  tangh^d^n  Ebe- 
lien.  DieNormalett  Ke|2;en  ebenfalls  in  verschiedenen  Ebenen,  sehnet^ 
dto  sieh'  als6  hier  nfcht  gegenseitig;  denn  wehn  diess  geschehe 
sollte*;«  sd  kannte  ^  nur  im  Durchschhitr  £wei«r  auf  ein^ndei 
folgenden  tangirenden  Ebenen  geschehen;  da  aber  dieser  Ihireh'- 
sflhlPinj  selbst   Tangente:  i&qff   Curve  i«l,  so  tat  di6^:jiiiMu3güch. 

DWrozufbrge  haben  alle  Curven  ip  jedem  thret  iSlhkte  ivtfit- 
lieb  nur  eine  einzige  Krümmung  *) ,  nur  einen  Krumniuttgömittelpunkt 
und  nor  (einen  KrümmiiBg^balbmesfier. 

Eine  Kreislinie  kann  offenbar  auch  dadorch  erzeugt  werden, 
indem  itiah  eine' Lufle  als  Aie  (Pollibie)  antiiihmt  und  aof  dl^set 
zwcH' feste  Punkte;  dnrcfa  diese  zwei  Punkte  zi4rei  schneid^Bikle 
Linien  führt  und  alsdann  das  System  dieser  «weigc^räden  Linilsn  sitiil 
so  um  die  Axe  drehen  lässt,  dass  ihr  Durchst^hnitt  fest  bleibf;  so 
beschreibt  der  Durcbschnittspnnkt  beider  Linien  den  Umfang  eines 
Reises.    Die  Pollitiie  geht  durch  den  Mittelpunkt :  der 'Kireisfliiche* 

'  *  %aS  s'ei'  irgend  eine  Curve  von  doppelter  Krümmung,  't>enkt 
faiäh  sich  nun  iih  B^rührungspcmkite  a  irgend  einer' Tatigente  eine 
senKrechte  Ebene  geffihrt  und  ebenso  auf  einer  sehr  nahe  'lie^eb- 
den  ß  eine  zweite,  so  schneiden  -sich  beide  Ebenen  in  einer  geraden 
Linie,  welche  als  Axe  des  Kreises  betrachtet  werden  Imnn,  T«in 
welchem  der  unendlich  kleine  Bogen  aß  ein  Theil  ist,  so  dass, 
wenn  man  aus  a  und  ß  Senkrechte  auf  die  Axe  errichtet,  sich  diese 
in  einem  Punkte  treffen  müssen,  und  dieses  ist  der  Mittelpunkt 
des 'Kreises,  von  welchem  Bogeh  cKjJ'dn  unendlich  kleiner 'l'bbU 
ist;  überhaupt  werden  alle' Punkte  der  gefaden  LiMle  als  Pole ^deir 
Bogen»  betrachtet  werden  können.  Alle  Linien  von  der  Axe  nach 
uß  gezogen  sind  gleich  und  bilden  gfeiehe  Winkel  an  derselben. 
Will  man  daher  die  Krümmung  bestimmen,  so  muss  der  KrOm? 
mungshalbmesser  und  die  Lage  des  Krümmungsmittelpunktes  iä 
der  Pollinie  im  Räume! '  bekannt  sein.  Wiederholt  man  dieses,. 
Verfahren,  so  erhält  man  die  ganze  Curve* 

Die  erste  senkrechte  Ebene  wird  die  zweite,  die  zweite  die* 
dritte  vu  s.  w,  schneiden.  Verbindet  man  die  Durchschnitte  je  eines 
Krümmungshalbmessers  n^it  seiner  PölliBie,  so  bilden  die  Punkte 
stetig  auf  einander  folgend  die  Evolute  der  Curve. 

'  •    ^"  .  ^    J.-r  •'.;-'..  ...... 

''^^'^\M\^.  fibrifeens  Aiiiliie  A^hatTdlliiD^ln  Uli. iHT. ]Vr.¥tl  ^e'itirlketr' 

•ein.  "'    '••-<     1'»  ibi  •    "*  •: 

Tli«U  XXXI.  22 
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AuB  4i66ei|]  gebt  hervor,  des#  sich  die  ebenen  knuamen  Li- 
nien von  4eoeo  doippelter  Krfimmung  nnr  dadnrcli  unterscheiden, 
dae^  die  eretern  eile  ihre  Krümmungen  in  einer  Ebene  haben, 
wührenddem  bei  Gurren  im  Räume  die  Ebenen  der  Krfimmung 
nnaufbdrlicb  wechaeln.  ]£«  wird  also  unter  „Krfimmungsbalbmeaser^' 
bei  allen  Curven  ohne  Ausnahme  stets  dasselbe  in  der  Tbat  be- 
aeichoet 

Es  soll  nun  zunächst  bewiesen  werden,  dass  sich  die  Ktfim« 
miingsbalbqiesser  der  Kegelschnitte  verhalten^  wie 
die  Guben  ihrer  NormaUtnie* 

Es  sei  aß  (Taf.  V.  Fig.8.)  irgend  eineGttrve;  yd  ein  unendlich 
kleines  Linienelement;  ^>i  und  By  Tangenten  an  den  Endpuakten 
desaelbei^;  yuk,  dm  Normalen  zur  Gurve;  also  yo  senkrecht  auf  cy; 
9^4  senkrecht  auf  dn^ ;  o>  ist  dann  der  Krflmmnngsmittelpankt; 
my^s,dvi  der  Krümmungshalbmesser  und  yJder  Krümmungskreis,  Es 
kann  also  mit  dem  Radius  yQ>  Bogen  yJ  aus  »  beschrieben 
werden. 

HfK  sei  dieAbscissenllnie  filr  rechtwinklige  Goordinaten;  ym=Q; 
yß=z^.  Der  Bogen  zu  ^yex=a  und  zu  ^dipx^b  für  den  Ra- 
dipe  L  Dana  ist  Bogen  m^a—b  ebenfails  für  den  Radius  1,  und 
e?  verhält  sich 

also 

Pa  der  Bogen  a—b  offenbar  sehr  klein  ist,  so  kann  auch  Bogen 
4H'-b;xs:tg(ü  —  b)  gesetzt  werden ;  daher  auch 

^-  tg{a^b)' 
Nun  ist  aber 


V  folgt 


1         ^l+tgg.tgft, 
tg(<»--rA)  (ga-<tgA    ' 


g(H-tga.tg6) 
tga— tg« 


Es  soll  nun  zunächst  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  betrach- 
tet, werden.  Die  Goordinaten  6(r  y  seien  a:  un4y  vom.  MIttelpookt 
a^  jgjnonmen.  Die  halbe  grosse  und  kleine  A^e  seien  mit  anal 
ß  bezeichnet»  so  ist 
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das  obere  Zeicbeo  anter  dem  Wurzelzeichen  gehurt  der  Ellipse 
nnd  das  untere  der  Hyperbel  an.  WSebst  nun  sc  um  die  unend- 
lich kleine  Grösse  h  und  ifie  entsprechende  Zunahme  von  y  ist 
jf,  so  ergibt  sich: 

und  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von  g  ausser  Acht  iXsst,  so 
folgt  hieraus : 

Es  sei  yiirsy,  cftssor,  €iiis=:a?4A»  mds^y-^-g.    Zieht  man 
nun  i/o  ^«*  so  Ist  }/s=:A  und  Jf=g;   dann  Ist  ofienbar 

ifl  =  lfl  +  g^,    irz=V"Äqhp. 
Ffir  ^  den  Werth  eingesetzt  gibt: 

Es  ist  aber  auch  -^=:^r=  tg/y^;  ferner  ist  ^fSK^^fyJ^a; 
somit  tga  =  ^*    Den  Werth  ftlr  g  eingesetzt  gibt: 

Dessgleichen  ist  ^ätpx^^yJf^b.   also  ^s=^=^6,  folglich 
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also 

tg«-tg6  =  f-^  .         . 

«Lv±(«»-ar«)   V±(«*-(»+A)«)J' 
und  in  bequemerer  Form: 

tgo    «g  -  ±  « '(tt2_a.2) V  ±  («•  - «»)  * 

Setzt  man  nno  die  Wertbe  von  t,  tga  and  tg6  in  die  Glei- 
chung fflr  Q,  so  ergiebt  sich 

Aj  /^<5»-j;«)+P«a^. ,  .  ^  (jr'+  *)  .  ■  ^ 

_ttV'       J:(<»»-j;«)  ^««Vj:(«»-^j;«).[d»-(j:+A)«l' 


± 


ß «^ 


Nach   gehöriger  Rednction    nnd   weil    A  gegen  x  als  anendlich 
kleine  GrOsse  verschwindet,  so  ist 

V[J:aa(tt«-j;«)-H?%«]» 

Nach  der  Lehre  der  Kegelschnittlinien  ist 

±  («*  —  ar«)  +  /J»J!«  =  ««Ar; 

also  auch 

—  ^^MS—  V  «•fi'r»     Vis?)» 
*~       «*/J       -       «4|S       -      «^' 

Da  wir  aber  beWeisen  wollen,  iaüs  sich  Jcwei  Krflmmitngs- 
halbmesser  verhalten  wie  die  Cuben  ihrer  Normalen,  so  sei  (Br 
einen  andern  Punkt  der  Curve  f,  Qii  R,  R^  und  r,  rj.  Hieraus 
folgt  die  Proportion: 

somit 


«=«»=^i^ w 


^:e,=V(«;?:VT^n?. 
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Man  hat  aber  fiir  die  NorniaHinie  (iV)  die  Formel        ' 


also 


somit  auch 


and  folglich 


also 


somit  auch 


f  =  Vii.. 

ß»        Wa* 

» 

'-    aß    -    ß* 

9 

Nhfl  iV,»«« 
■'91-    ß,    •    ^ 

t'.^=m:N^: 


Uia  zo*^  zeigen,  dass  dieser  Satz  auch  fflr  die  Parabel  gilt, 
suchen 'Wir  den  W^rth  des  Krümmuhgabalbmessers  i&r  diese  Curve. 
Die  Coordinaten  seien  vom  Scheitel  genommen.  Die  tVerthe  fffr 
zwei  sich  unendlich  nahe  liegende  Punkte  der  Curve  fflr  die  Coor- 
dinaten seieb  x,  y  und  ^^-A'und  y'\-g* 

Nennen  wir  den  Parameter  p^  so  ist 

y=Vpjp   und  y  +  5r=  Vp(ar+A), 
oder 

y^9=\f  piX!^ph, 
und  somit  auch 

g—  Vpx+ph  —  Vp^.  .,  ,_ 

Fahrt  man  die  Wurzelausziehqng  ffir  W px-\-ph  aus,  so  folgt 

folglich 

_      ph         h\^p 
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demnach  ist 


<»=Y ' 

''*tpx     =V          tr           •' 

Da 

»«  =  &  =  ^=iVf' 

so  ist  such 

f 

rt 


Vp 


4      «Vi+Ä" 
Mitbin 


P  = 


»V«^0+'V1'V^) 


Vp 


;-*  icV«+Ä 


Nach  gehöriger  Reduction  and  wenn  man  h  als  unendlich  kleine 
GrSsse  g^en  x  verschwinden  llsst,  00  erhSit  man 


V  (p-fr4;t)». 
Nun  ist  die  Nennale  der  Parabel 


N=\\' pip-^Ax), 
also 

somit  a«ch  ifer  einen  andern  Krfimmungshalbmeeeer 

AUo 

Bei  einer  andern  Crelegenheit  mehr. 
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.  XXTI.  ....:» 

.  '  •  j 

Tükdlaribehe  Bereekuiiig  der  reducirtoni  binäfea  \M\A^ 

seilen 'Porfnen  Und  'Klftssificatlon  '(derselben   f^r'^  aue 

sactiteniviDn  negaliveil  DietenniMdntota  ^B)  tonllcn£3i 

bis  1?=:2000. 

(Portsefzung  der  AMaadtimgi   ,> Versuch' ^iiier  Theorie  der >ft«nio^ 
genen  Funktionen  des  drtiten  Grades  mit  zivef  t^afklbehi/*:  * 
Ardifir.  Thl.  XVlI.  Nr.  l.) 

j     .     Voa         .       '  » 

Herni  Dr.  JP.  Arndts 

PrivatdoMnten  an  der  Umyertitat  lu   Berlin. 


Eine  bmare  kubische  Form  f^=(a,  6,  c,  d)  von  negativer 
Determinante  (— D)  soll  fortan  r«dacirt  genannt  werden ,  wenn 
ihre  Charakteristik 

9  =  (i4,  Ä,  C)  =  (2(66-iic),  öc—ad,  2(cc— ftiQ)    ' 

eine  redncirte  quadratische  Form  ist,  d.  h.  wenn  (blos  in  Rfick- 
sicbt  auf  die  numerischen  Werthe)  ß  nicht  >  M»  C  nicht  <il 
ist.  Man  hat  gesehen ,  dass  jede  binSre  kubisch^e  Form  in  eihe 
mit  ihr  eigentlich  aequivalente  reducirte  Form  verwandelt  wer- 
den kann. 

Bei  der  Redudiön. einer  knblsehen  Form  von  positiver  De- 
terminante kann  die  Reduction  der  Charakteristik  ebenfalls  die 
Norm  abgeben»  und  wir  haben  ans  diesem  Gesichtspunkte  bereits 
den  Satz  erwiesen,  dass  fiir  jede  beliebige  Determinante 'die  ent- 
sprechenden kubisdien  ■  Formen  in  eine  endliche  Menge  von  Klas- 
sen zerfallen.    Die  Anzahl  der  reducirten  Formen  ist  bei  positi- 
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ver  DetermiDante  unendlich  gross,  aber  es  existiren  allgemeiue 
Vörmeln  in  begrenzter  Anzahl ,  in  welchen  sie  alle  enthalten  sind, 
oder  eine  begrenzte  l%nge  von  Systemen ,  so  dass  jegliche  Form 
in  jedem  derselben  zur  Berechnung  aller  übrigen  Formen  als 
Grundform  zu  Grunde  gelegt  werden  kann.  Die  Wahl  der  Khs- 
senrepräsentanten  würde  von  der  Ermittelung  der  jedesmaligen 
einfachsten  Grundform  abhängen*  Indem  ich  aber  diese  Un- 
tei suehung  noch  nicht  habe  zu  Ende  führen  können »  abgeschreckt, 
zugleich  durch  den  grossen  Aufwand  von  Rechnung,  und  zu  der 
Ueberzeugung  gelangte»  dass  bei  positiver  Determinante  noch  eine 
Reduction  der  kubischen  Formen  anderer  Art,  welche  ihreKlassi- 
ficatton  bedeateriderieichtern:  muas,  esit^ateibmagerson  bosektiake 
ic|i  mich  einstweilen  auf  die  Focmen  von  di^|;^tlyer  Determinante. 
Dieser  *PaU  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  die' Coefficienten  der 
redtt<$itteO'»Foi]ilen  ip  .bestimmte  endlicbe '6f einen  leisgeecUos- 
sen  sind. 

Diese  Grenzen  sind  einer  zweifachen  Befiftiramung  flihig,  de- 
rea.eitie.bloB  vpn  dejc  D0terminiaQte,  dif  andere  von  der C^barak- 
teristik  Aeit  Form  abhängig,  ist.  .Die  letalere  giebt  bejdewitend 
engere  Grenzen,  und  wird  b^i.der  B^recbeuDg  der  Tabelle  mass- 
gebend sein.  Die  von  D  abhängigen  Grenzen  ergeben  sich  aus 
folgenden,   leicht  zu  entwickelnden  Formen: 

[2J  (aarf+26'— 3a&r)«+  a«/>= 4(66  -  oc)« 

oder   ibA^aB)^  +  a^D=zlA^, 

[3]'  (a«o+«c»-i3Ä«Jrf)*-f  rf*^  =  4(«5  -bd)* 

oder   (cC- dB)* +(PD=\C^, 

[4]  (cA  ^  bB)^  +  b^  r=z  iA^C.        : 

'[5]  '  (6C~cÄ)«  +  f^/)=i.fC*.    " 

Nach  [2]  ist  ;       ■ 

a^D^lAh    ferner,  il^VjÄ^ 

da  <^,  B,  C)  eine  reducirte  Form  ist,  folgiieh 

:       :  \       ^      a*/>»^U})'/)»    oder    a^l^  ^-  '  ';•"." 
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KftuttfiCk  dgm/9r  aKe  wetet»  negat.  Dtmm,  (->iP>  m«  Ds=9i  «te.  8S7. 
Nach  [4]  ist  bW^iA'C,  aber x4C bäkanntlicb  "ZiD,  folglich 

mimo    *      •  •     !.  '■  •  • 

.  Ani  o«»^  M'i    <Pi>^ iC  fttg«"  dard»'  Mblttplicatron 

Auf  aEoliche  Art  findet  man  vHittehi  [4]  and  [5]  bc^^  ^^ 
(blo8  in  Rfick«icht  auf  dieSinmerischen  Werthe). 

Die  Ausdrfieke''       .  - .  •'    .^  ?»:•-.• 

r  ■       ■  •  ■ 

zeigen,  dass  a,  b^  c,  d  in  bestimAfite,  endliche  Grenzen  einge- 
6chl<men  sind.  Die  hier  für' .die  Produkte  oi^y  Ac-anfge^tellten 
Grenzen  sind  übrigens  doppelt  so  klein  als  die  neuerdings  ?on 
Herniite  angegebenen,   welcher  findet: 

arf<(|)VÖ,    bc<iii)WD,.  . 

(Sur  rintrodnctfon  des  variables  i^onlinaeiA  ■  di^ils  14 
thäorie  des  nombres  in  Creile-'ff  Joarnii  Tl»l/'4L  pi-dlS;) 

Diese  Prineipien  würden  uns  schon  In  Siami  setsei»/ die  re- 
ducirten  kubischen  Formen  für  jede  gegebene  negative  Determi- 
nante zu  berechnen.  Ich  werde  diese  erste  Methode  an  dem 
Beispiel  Z>z=180  erläutern. 

Zuerst  stellt  man  alle  reducirten  quadratischen  Formen  fiir 
i>=180  auf,  so  dass  die  Süssem  Glieder  positiv  und  gerade  sind| 
das  Mitteiglied  positiv  ist  (oder  null).  Mau  bat  180  +  i^=  JC, 
folglich  sind  für  B  nur  gerade  Werthe  zu  nehmen ;  und  da  be- 
kanntlich 
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80  ist  ArsO,  2»  4,  6;  AC^VM,  184,  196.  216  resp,  FGr  Ä 
s'md  die  geraden  Tbeiier  v<p  ÄC  z\i  nehmen«  so  daiss  zagleidi 
C  nicht  <  A  wird.  Auf  diese  Weise  findet  man  als  r^ducirte  Formen ; 

(2,  0,  90);  (4,  t!,  46);   (6.  Q,  30);   (10,  0,  18);    (12,  6,  18); 

(14,  4;  14). 

Nm  siad.«ii  jedor  dfsiMit  IVi»m  aI^  (^barakleristik  di^  #olq)re 
cbenden  kubiscbeB  Formen  an  entwidceln. 

Was^ioeriit  diejenigen,  welche  das  Mittefglted  Null  babeo, 
betrill,  {A^  0,  .C)#  so  sei  f*  das  gr5ssie  gemeinschaftliche  Maas» 
Yon  A9  C,  f  und  q  die  möglichen  Werthe  der  GleiclMBg 

'^''       '  "  A        C  I  '  .      ' . ' 

nnd  di*  gerachten  kabischen  FonneD  werdcD  mN», 
(A         A  C  C  \ 

(M.  0.  Versuch  einer  Theorie  etc.  Art  26.}.  Wendet  nuiir  diese  allge- 
meine Theorie  anf  die  obigen  FällÄ  aa,  ••  hat  man: 

9*-h46p>=l,    p  =  0,    9  =  1  nr  die  Form  (3,  0»  QQ); 
^^{^*Bs9  für  (6.  0,  30);    By^-f  V*»!  ^r  (10,  (^  18). 

Die  beiden  letzten  Glrichangen  gestatten  IceiBeLuSiiDgr  an  (2,0, 90) 
aber  gehOrt  die  Form  (0,  1.  0,  —45). 

Die  übrigen  Formen  anlangend,  kann  man  sich  twar  der  im 
Art  TBL  entwiclteke»  Methode  bedienen,  doch  wiiid  man  akn  Eio- 
bcfaste^  Mf  .felgertde  Weiee  verfahren. 

ill  Besag  «af  dl*  Form  (4,  2,  46)  ist 

.  =  4^»  =  32 

daher  Icana  a  nnr  =0  sein,  nnd  da  bb  -^ac^^,  bc  —  ad^% 
^^c  —  bd^^s  so  kommt^66:=2,  was  unmöglich.  '  Jede  Cbarakte* 
cisfik  (i,  ß,  C)  überhaupt  kann  vernachlässigt  werden,  sobaM 
/)>32  ist; 

Betrachten  wir  die  Form  (14,  4,  14),   so  ist 
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Mglieh  «=0.  1,  2.  «o  aber  der  Wcrth  ««=0  «ogleicb  wAgOIU^ 
da  bb — ae  =  7  sein  soll.    Da  ferner 

flo  kann  6  nur  0,  ±1,  J:2,  dt3  ftein,  wo  aber  wegen  cc— tö=7 
der  Werth  6=0  wegftllt  Es  bleibt  also  a  =  1 ,  b^±\,  ±% 
J:3,  nnd  a^^,  f^^-Sc^f  ±3-  (Der  gerade  Werth  von  b  fftllt  weg 
wegen  66  — ne^T.)  Die  Werthe  e  nnd  d  ergeben  sich  aas 
66— ac=7,  6c — im{ss4,  cc— 6i<=:7.  Man  findet  nun  beioe 
Werthe.»  wel^e  diesen  GieicbungeB  genflgen. 

Bodlicb  Jsl  ,die  Form  (12,  6.  18)  zu  betrachten.    Hiec  ist 

a«^~  =  l,2;    6*  =  106J  =  0.  ±1,  ±2,  ±3; 

also 

'a=:l.  6=0,  ±1,  i2,  ±3  und   «-2,  6=0,  ±2. 

Man  findet  nnr  a,  6,  e,  <{=2,  0,  —3,  —3  und  =2,  2,  -I,  -^ 
xolSssig. 

Demnach  sbd  die  redadrten  Formen  für  die  iDeterminante 
—  180  folgende; 

(0,1,0,-45);   (2,0.-3,-3);   (2,2,-1,-4). 

wobei  indess  zd  beachten,  dass  mit  jeder  dieser  Formen  (a,  6,  e,  i2) 
noch  drei  andere,  durch  blosse  VerSnderuDg  der  Vorzeichen  re« 
sultirende»  nfiroHch 

(a,  —6,  c,  — d);   (— a,  6,  — c,  d);   (— a,  —6,  — c,  — d) 

la  vetbinden  sind. 

Nach  dieser  Methode  hatte  ich  die  Berechunng  der  rednclr« 
ten  Formen  bereits  dnrcbgeflihrt  von  X>=3  bis  />=200,  als  diese 
Rechnung  mich  eioe  andere  Methode  entdeckeo  YieaB,  nach  wel- 
cher die  BestimmuDg  der  Reducirten  mit  ausserordentlicher  Leich- 
tigkeit bis:  Hof  sehr  hohe  Det^rminanteo  fortgeführt  werden  künn. 
Ke  ObeischrelfcBt  sogar  alle  Schranken,  wenn  sich  mehrere  KrMM 
vereioen,  und  Ich  h&tte  der  Tabelle  noch  eine  viel  grossere  Aus-» 
dehnuDg  geben  kOnneo,  weon  meine  Amtsgeschäfte  und  ander- 
weitige theoretische  ÜntersnchuDgeD  Gber  die  kubischen  Formen 
mir  die  dazu  nOthige  Müsse  gestatteten.  Diese  Methode  werde 
ich  nun  entwickeln.  -     ^ 
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Wir    betrachten    den  GompUx  der    redacirten  quadratischen 
Formen  (24,  B,  li),   indem  Ü  emea  consUnten  Werth  behSU, 

B^ü,  1 V  2,  a, ....  J  «ein  kann;  «^Ü  aein'moss.-    Da  ^^ET^iA^ 

tat,  so  haben  a  und  D  bestimmte ,   von  Ü  abhängige  Grenzen^ 

folglich  hat  auch  tf  =     •   .^ —  eine  Grenze,  und  man  sieht,  dass 

jedem  bestimmten,  ü  eine  endliche  Menge  von  Werthen  der  Grus* 
seu  a,  bp  c,  d,  Bf  i,  D  entsprechen  muss.  Ea  wird  die  GrSsse 
il  also  bei  der  tabellarischen  Berechfinng  massgebend  sein»  Fer- 
ner l^fit  die  Determinante  D  auch  eine  untere  Grenze.  Deoo 
D-=ri^i-BB  erlangt  den  möglichst  kleinaten  Werth  fär  £=JB=il; 

dies  Minimum  ist  also  SU«,  und  da  J>^ 9038  fiir  il^26wird,8o 

wird'ibaii;  um  die  Tabelle  bis  D^^BOftm  b^rtfchien,  bei  dem 
Werthe  4=25  abbrechen  dfirfen. 

Es  ist  nun 

**<^''    i>^3iP,    folglicb    a*=tit       • 
Ferner  ist 

bm  =  i^.  C^  \A.iD = }i<ß> 
folgUcb 

Wl»nn  6  positiv  ist,  so  iSsst  sich  keine  engere  Grenze  idehen, 
wie  der  Caicul  lehrt;  dagegen  kann  die  Grenze  verengert  werden, 
wenn  6  negatiy  ist..  Man  hat  nämlich    ,  . 

(26il— aÄ)*+a«Z>  =  4il»,    />j3iP, 
folgBch 

Belrachtea  wir  B  ate  positivii  wie  es  hier  'hibrsleheiul:  Ist»  «o  er« 
langt  offeniiar  h  den  grOsstmoglidMten  begaüveo  Wertft  Mr  iffsO 
(aoeh  a  soll  positiv  sein) ;   dies  glebt 

4*«il«  +  3o»il«=4il»  oder  6»^il-.|o« 

Vermittelst  der  Grenzen 
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[7]  o«^SJI,    6«^JI-Ja«  (faruegative  6)         .„  '    ,  , 

^JÜ  (für  positive  b) 

bestimme  man  in  Bezog  auf  den  gegebenen  Werth  von  Ü  die'^er<4 
schiedenen  Werthe  von  a,  6j  und  acUie^^e  diejenigen  aus,   ffir 

welche  c=- (66-^4)  keine ganse  Zahl  wird"*).    Nachdem  a,  b,  c 

auf  diese  Weise  bestimmt  worden  sind,  stelle  man  engere  Gren* 
zen  för  ß  fest»  von  welcher  Gr^se  man  schon  weiss  >  dass  sie 
zwischen  0  und  ü  inci.  liegen  niuss. 

Es  ist  d=-(6c— Ä),  ferner ,rou8Ä.cc—6d=;-(6Ä—Ä?il) 3^ Ä 
sein,    daraos  folgt  bB'ir(a  +  c)Ü.    Man  erhält  deninacK  leicht 

[8]  Ä/^^^Ütfür  negative  *)  . 

^  — v—  Ü  (für  positive  b). 

Da  aber  B  mir  die  Werthe  0,  1»  2,  3,  ....Ü  annehmen  kann,  so 
wird  man  biemach  bei  negativen  b  den  Fall  o4-e>0.,  bei  posi* 
tiveo  b  den   Fall  a^c^b  sofort  ausschliesseu.    Für  dea.<Falf 

6  =  0  gl^bt  die  Bedingung  ce — bdT^M,  ^c^J0i  oder  if^a*;  un- 
ter Voraussetzung  dieser  Bedingung  darf  B  jeden  Werth  .^er- 
Reibe  0,  1,  2,  3«....il  annehmen. 

Zwischen  den  angegebenen  Grenzen  von  B  suche  man  den 

l[leinsten  Werth  von  B(B^)t  för  welchen  rf= eine  ganze 

ZabI  wird;   die  soccessiven  Wertbe  von  B  werden  die  .arithpie« 

tische  Progression  B^,  B^+a,   B^  +  ia^....^  bilden, . ihn^i»  «Ht^ 

bc—B^ 
sprechen  resp.  die  Werthe  d®= — ^—^d?— 1,^,-2^4®--^,,^; 

Dem  Werthe  d9  entspricht  ferner  der  Werth  C^^^ee-rAf^^^MtM 
diesQCcessiven  Werthe  von  «sind  (£0,  tf^+6»  tf<»-f26,  t^-^Sb,...., 
wie  leicht  erbellt,     Da  endlich  D  z=  44£  —  BJS»  >  so  ist 


^)  Hen  Fall  nsO  werden  wir  weiterhin  betrachten. 


Mm 
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der  aaOlogli^be  Wertli  tod  D.  Folgt  D'  aamittelbar  aaf  jD,  m 
hat  matt' 

D^lMi-BB,    /)'  =  4il€'— (a  +  Ä)«, 

ly  -  D  =  «(«'—«)— a«-2aÄ  =s  «Ü- a*—2cÄ; 

folgUdi: 

jy"  — />' SS  46il-3aa-*2«S, 

Z>^— iy  =  46il— 5aa-2iLB, 

u.    a.    w. 

Da  diese  Werthe  eine  Progression  mit  der  eonstanten  Dilerenx 
— 2aa  bilden  y  so  bilden  die  socGessiven  Werthe  von  D  eine  arith* 
netische  Reibe  der  zweiten  Ordnang»  and  sind  hiernach  leicht 
an  berechnen. 

Nach  diesen  Prtncipien  ist  die  zweite  Tabelle  berechnet  In 
der  letzten  Verticalcolomne«  welche  nach  den  die  Werthe  von  B 
reprSsentirenden  Indices  0»  I,  2,  3»  .••.Ü  abgeth^lt  bt,  findet 
man  die  sämmtlichen  Werthe  von  D,  welche  den  jedesmaligen 
Werthen  von  B  entsprechen  kCnnen*  Der  erste  Werth  von  D 
(Z>o)  linker  Hand  markirt  den  entsprechenden  Werth   B^f  und 

wenn  man  e  =  — (ff-^fr^*)  macht»   so  findet  man  in  der  vierten 

und  fCInften  Verticalcolomne  die  jedesmafigen  Werthe  ven  d,  C 
Wo  d4e  Breite  des  Papiers  nicht  ausreichend  war,  shid  die  den 
Werthen  BsslO,  11^  12,  etc.  entsprechenden  Werthe  von  jD  in 
die  folgende  Horizontalreihe  anter  den  Werthen  B=0,  1,  2,  etc. 
resp.  eingetragen*). 

Wir  haben  noch  den  Werth  a  =  0  zu  betrachten.    Da  b  po- 

B 

sitiv  genommen  werden  darf,  so  hat  man  6=: t/U;  <?=w2|  n^^^ 

ganz  sein,  also  A=0,  VA,  2Vil VMVM=:M,  und  c=0,  l 

2,  8,....  VÜ  resp.  Man  findet  diese  c  in  der  ersten  Tertical- 
colnmne  der  ersten  Tabelle.    Bezeichnet  man  den  kleinsten  Werth 

von  <£,  welcher  nhdit  <il  und  r7Ä(ce— (C)  zu  einer  ganzen  ZaM 

liiacht,  mit  C^,  so  ist  offenbar 


•}  Wb  hoffen  t   daat  aach  im  Dmck  Allea  m  den  Tabellen  dttrch 
•ich  aelbet  veratiMUoh  »ein  vinU:  «. 
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den  soccessWen  Werthen  £=0,  1.  2»  3, abgellieiil  dd*  ettt-» 

bilt  die  enteprechenden  Werthe  der  Determinante.  Dieselben 
bilden  in  jeder  Horitontalreihe  eine  gewöhnliche  Progreseion  mit 
der  Differenz  4ilVil»  da 

ist. 

Sind  diese  Tabellen  berechnet»  so  schreibt  man  die  succes- 
siven  Werthe  von  D^Z  und  =  0  (mod.  4)  auf  von  Z>  =  3  bis 
Z)=2000,  und  trägt  die  aus  den  Tabellen  gezogenen  Werthe  der 
liam  f:s^{flsi*  c,  d)  und  ihrer  Charaikteristlk  9>=:=<2il,  B,  2e) 
an  der  .geborigen  Stelle  ein.  Mit  jeder  gefundenen  reducirte« 
Perm  /=  («>  b^  e,  d)  sind  drei  andere  eu  verbinden,  nlmlkk 
die  beiden  Entgegengesetzten  (e,  —6,  e,  d);  (-^a,  bf  — c,  d) 
und  die  conträre  Form  (— a>  -*6,  —  c,  —  ^0»  wie  wir  schon  obe» 
bemerkt  haben. 

Dies  ist  der  erste  Theii  der  Arbeit  Der  zweite  bezieht  steh 
auf  die  Klassiflcatlon  der  redocirten  koMschen  Formen.  Die 
allgemeinen  Principien,  nach  welchen  diese  vollstreckt  wird,  sind 
in  der  Abhandlung  ,9  Versuch  einer  Theorie  der  homogenen  Funk- 
tionen des  dritten  Grades  mit  zwei  Variabein"  aus  einander  gesetzt 
Der  Uebersicht  wegen  stehen  hier  die  Resultate. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Formen  /=  (a,  b,  c,  d)  von  der- 
selben Charakteristik  tp'=i{A,  B,  C),  Wenn  B  nicht  verschwin- 
det, so  sind  alle  Formen  dieser  Art  In  der  Tabelle  bereits  ent- 
halten. Wenn  aber  £=0  ist,  so  hat  man  mit  jeder  Form  der 
Tabelle  die  Entgegengesetzte  (a,  — A,  e,  — d),  oder  auch  i-^m,  b^ 
— e,  d)  zu  verbinden.  Die  in  der  Tabelle  aufgestellten  Formen 
aiod  nun  weder  identisch»  noch  contrSr^  daher  machen  sie  i)a  den 

F&llen  —^  ^»  *)  immer  verschiedene  Klassen  (Art  14).    Für  den 
Fall  ^=4,  d.  I..  /);=ri}is,  ist  die  Bedipguog  flk  4te  UentHät  dM 


^      ,^bA^cB     ^cA-^bB     ^d4'-'€B     ,.dB-^C^ 


*)  m  Ist  da«  groMle  gel«;  MsMs  iwn  A^  tf;  C. 
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Z*  B.  Iral  J9  trh«7B  finden  »leb  in  der  Tubell»  sur  Gbanikterwtik 
(26,  Ol  :2^  die  reduoirteo  Fermen 

;\  ;\      (2,  ^i3,;.2l3);  ;(3,2,^3.--2), 

jDit  denen  also  die  entgegengesetzten 

^  (2',  3.  -2,  -3);    (3,  -'i,  -3,  2)        ' 

zu  verbinden  sind.  Man  findet  die  beiden  ersten  Formen  in  die- 
selbe Klasse  gebärend»  mitbin  auch  die  l^e.iden  leUten,  während 
die  Formen  (2,-3,  —2,  3),  (2,  3,  —  2,  —  3)  Iji  verscbiedene 
Klassen  geboren. 

Sind  die  Cbaralcteri^ileen  weder  identiscb^  noch '  en^egenge- 
seHzt»  eo  IcOnnen  die'  knbiscben  Formen  nicbt  derselben  Klasse 
aiigiehdven.  Die  Identität  der  Klassen  erfordert  ferner ,  dass  die 
Charai[teristik  fp.^{A,By  C)  ent«veder  > eine  Ancepsform  Ist 
eder  gieiclie  äitssere  Glieder  hat/ 

1m  ersten  Falle  ist  B==±\A.  Im  Art.  39.  wurde  die  Bedin- 
gung Dszin^  berttciesichtigt.  Ich  werde  aber  zeigen /dass  die- 
ser* Fall  hier  gar  nicbt  vorkommen  kann.    Setirt  man  ' 

A  =  mA\    2B  =  mB\    C  =  mC,  '■    ... 

80  ist 

4Ds:m^iA'C'-B'^), 

fojglicli  wegen  D=zm^: 


A'c-(^y=v. 


iMD  18^  aker  B'sai^A',   folglicb 

^V«'-*4^)»I.   Y=l'.  ^'=i.C'=l,  A=^%H,  C=m,  B^±m, 

*.        .  .  ■■  ...»   •» 

9>==(2in,  ±1»,  m). , 
IHes^  Form  tot  aber  keiti^  Redncta,  da  C-<A  ist.   ' 

Ebenso  kann  der  Fall  D:=zm^  nicbt  vorkommen»  wemi  die 
Cbarakteristik  q)s=(A,  B,  A)  ist.  Denn  setzt  man  AtsmA', 
2B=:imB's  eo  komm^  wegen  D=zm^:  i-t-B^^4A^i  'mm  ist  aber 

.       ^^4.  also  B'^^A',  4J'*~4+ J»,  ii'«^*, >**!, 

folglich 
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welcher  Fall  «chon  aasgescU^Men  ist    Es  «ind  also  (Art.  39)  die 
BediDguiigeo  för  die  Identität  der  Klassen : 

.  ..  [    wenn  die  Charakteristik  anceps  ist, 

"     M,   i    ^^^1^  ^1®  Charakteristik  gleiche  äussere  Glieder  hat. 

Z.  B.  X>=147,  9=(14,  7,  14) 
(1,  -2.  -3,  -l);  (1 .  3.  2,  -1);  (2,  -l.  ~3,  -2);  (2.  3, 1.  -2); 

X  X 

(I.     2.  -3.      1);  (1,  -i.  2,  1);  (2.     1,  -3,     2);  (2.  -3,  1,  2); 
(3,1.-2,-3);  (3,2,-1,-3). 


X 


(3,-1,-2,3);  (3.-2, -1.3). 
Klassen:  (1,  ±2. -3,d:l);  (2,  ±1.  -3,  ±2);  (3,  ±1,-2,  T3). 

Man  bemerke  im  Allgemeinen :  Für  jedes  />  =  0  (mod.  4)  6ndef 
man  in  der  Tabelle  der  reducirten  Farmen  stets  die  Form 
(0.  I,  0,  —\D)  mit  der  Charakteristik  (2,  0,  JD);  sie  macht  mit 
ihrer  En^^engesetzten  stets  eine  Klasse.     Ebenso  findet  sich 

D-Z 


/O,  1,  1.  -i^*\ 


bei  jedem  />=3  (mod.  4)  die  Form   |  j^     ^         j>  die 

mit  Ihrer  Batgegeegesetsten  ebenfalls  nur  eine  Klasse  ausmaekt. 

Es  wäre  hinreichend  gewesen,  bei  jeder  Determinante  nur  die 
primitiven  Klassen  bu  berechnen,  indem  die  derivirteo  Klassen 
Mch  aus  den  primitiven  für  kleinere  Determinanten  durch  Multi- 
plication  mit  einem  Factor  ergeben ;  doch  sind  die  derivirteo  Klassen 
mit  aufgestellt,  da  sie  sich  von  selbst  ergeben* 

Eine  Form  /'=5ffar*+3*a?^  +  3cary«+%«=(a,  ä,  c,  d)  heisst 
Dimlich  primitiv,  wenn  a,  b,  c,  d  relative  Priraaablen  sind, 
dagegen  derivirt,  wenn  diese  Zahlen  ein  grusstes  gem.  Maass  fi 
haben;  die  primitive  Form,  aus  der  sie  abgeleitet,  wird  sein: 


/a      b       c       d\      ^ 


Beselcbnel  man  die  Deternunaate  dieser  lelatern  Form  mit  X>o, 

so  ist 

'l'beU  XXXI.  23 
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Z)  =  —  a«d«  +  3Ä«c«— 4ac«— 4rf6»  +  6ii6cd. 

-^=-©"©"-»e)'e)--e)a)'-<0C-)' 

+«e)C)c)c-> 

folglich  D:=(i^Dq.  Hieraus  sieht  man,  dass  derivirte  Formen 
nur  bei  denjenigeo  Determinanten  vorkommen  können,  welche 
durch  ein  Biquadrat  theilbar  sind. 

Für  jeden  Wertb  von  D  giebt  es  primitive  Formen;  solche 
sind  nämlich  (0,  1,  1, -j — )  und  alle  daraus  durch  die  Sub- 
stitution a,  ß,y,  8  mit  der  Systemdeterminante  +1  resultirendeo ; 
oder  (Oy  1,  0,  — ID)  und  alle  daraus  auf  dieselbe  Art  resultireo- 
den»  jenacbdem  />^3  oder  />=0  (Mod.  4)  ist 

9 

Die  primitive  Form  f=:(a,  b,  c,  d)  ist  eigentlich  oder  nn- 
eigentlich  primitiv,  jenacbdem  a,  36,  Zc»  d  relative  Primzahlen 
sind,  oder  den  grOssteu  gem.  Factor  3  haben;  im  letzten  Falle 
mfissen  a  und  d  durch  3  theilbar  sein;  folglich  werden  b  und  e 
nicht  zugleich  den  Factor  3  haben.  Z.  B.  die  Form  (3,  ~I,  -^i,  S) 
von  der  Determinante  — 2>  = — 607  ist  eine  uneigentlich  primitive 
Form. 

Uneigentlich  primitive  Formen  kann  es  nur  geben,  wenn  D 
durch  3  theilbar  ist ;  in  diesem  Falle  giebt  es  aber  auch  wirklich 

solche,  z.  B.  (0,  1,  0,  —  1Z>  und  (0,  1,  1, j— ),  wie  leicht 

erhellt.  Für  D^O  (mod.  3)  giebt  es  mögUeberweise  keine  eigent- 
Jich  primitiven  Formen.  Z.  B.  wenn  /)  =  15  ist,  so  lehrt  die  Ta- 
belle der  reducirten  Formen,  dass  jede  Form  von  der  Determi* 
nante  —15,  /*=(a,  b,  c,  d),  durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  d, 
wo  a^— jSy=l,  sich  auf  eine  der  Formen 

(0,  1,  1,  «3),    (0,  -I,  1.  3),    (0,  1,  -.1,  -3),    (0,  - 1,  -1,  3) 

zurfickfuhren  Ifisst,  welche  ^ämmtlich  uneigentlich  primitiv  sind, 
und  bekanntlich  ist  das  grösste  gem.  Maass  von  er,  36,  3c,  i/ 
dem  grOssten  gem.  Maass  von  0,  3,  3,  —3,  etc.  gleich,  daher 
ebenfalls  =3. 

Die  Ordnung  einer  kubischen  Form  bestimmt  sich  danach, 
ob  dieselbe  eigentlich  primitiv  oder  uneigentlich  primitiv  ist,  oder 
endlich  nach  der  Art  ihrer  Ableitung  aas  einer  primitiven  Form 
voo  kleinerer  Determinante* 
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kt  D^^iy,  wo  D'  dorcb  kein  Biquadrat  theilbar  ist,  und 
sind  jTy  r',  t^',....  die  sftmmtlichen  Theiler  Ton  e  (die  Einheit  aus- 
geschlossen),  so  werden  die  sfimmtlichen  nicht  primitiven  Klas- 
sen zur  Determinante  —  D  aus  den  sSmmtlichen  primitiven  Klas- 

sen  zu  den  Determinanten j, 7j, ^,  etc.    abgeleitet 

sein. 

Wenn  man  in  der  Tabelle  der  kubischen  Klassen  bei  einer 
Determinante  nur  Repräsentanten  mit  dem  Anfangsgliede  oder 
mit  dem  Endgliede  null  findet,  so  folgt  leicht,  dass  dann  durch 
jede  Form  von  dieser  Determinante  die  Zahl  null  dargestellt  wer- 
den kann,  oder,  anders  ausgedruckt,  dass  dieselbe  einen  ratio- 
nalen Factor  bat.    Dies  gilt  z.  B.  von 

Z>  =  4,  7;  8,  11,  12,  15,  19,  20,  24,  etc. 

Es  ist  aber  auch  sehr  wohl  möglieb,  dass  ein  Klassenreprfisen- 
tant,  ohne  dass  eines  der  äussern  Glieder  null  ist,  einen  ratio- 
nalen Factor  hat.  Es  wäre  zweckmässig.,  bei  jedem  Repräsen- 
tanten diesen  Factor,  wenn  er  existirt,  anzumerken.  Fände  man 
fßr  eine  Determinante  —  Z>  alle  Klassen repräsentanten  mit  einem 
rationalen  Factor  behaftet,  so  wQrde  man  die  Wurzeln  aller  ku- 
bischen Gleichungen  at*-f362^-|- 3c2-f  c{  =  0,  ftir  welche 

D='-'a'^d^  +  36«c«— 4ac»— 4rf6«  +  6ii6crf, 
durch  Ermittelung  der  rationalen  Wurzel  bestimmen  können. 

Ich  lasse  hier  noch  eine  aus  der  Theorie  der  kubischen  For- 
men geschöpfte  Methode  folgen,  eine  rationale  Wurzel  der  Gleichung 

a2»  +  36z«4-3ci  +  rf  =  0 
za  bestimmen  und  sich  von  Ihrer  Existenz  zu  überzeugen. 

ist  2  =  -  eine  solche,  indem  a  und  /  relative  Primzahlen  sind, 
so  kommt  ▲ 

««•  +3yy  +  3cay*  +  rfy«=0, 

d.  h.  die  Aufgabe  reducirt  sich  darauf,  die  Werthe  von  a,  y  za 
finden  (zwei  gegen  einander),  mittelst  welcher  die  Zahl  null  durch 
die  Form  /*=(a,  6,  e,  cQ  dargestellt  wird.  Wir  dOrfen  annehmen, 
dass  /  eine  primitive  Form  ist. 

Macht  man  «d  —  ßy^^l,  so  wird  /  durch  die  Substitutionen 
»t  §9  ff  i  ii^  ®^nd  mit  ihr  eigentlich  aequivalente  Form  mit  dem 
Anfangsgliede  null  verwandelt.  Diese  Form  sei  A'^CO,  b\c',  d') ; 
sie  hat  mit /einerlei  Determinante  (ff-/>}.  Setzt  man  nun  ß^ka 
statt  ß,  i  +  ky  statt  y,  so  verwandelt  sich  /'  in 

(0,  6',  c'  +  SA'*,  d'-^3c'*  +  36'*•), 
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wie  man  leicht  findet»  and  es  kaoo  k  so  beatinnBot  werden,  dac« 
c'+Wk,  absolut  genomroen,  zwischen  den  Grenzen  0  und  6' 
Ind.  liegt.  Nun  hat  man  D  =  WV^-^ib'^d',  folglich  ist  6'<  ein 
Theller  von  D.  Offenbar  genfigt  es  auch,  b'  als  pesctir  anzu- 
sehen, wenn  man  nur  zuletzt  mit  jedem  gefundenen  System 
•2^  =  «»  y==y  das  System  ar  =  —  a,  y  =  — y  verbindet  Hieraus 
ergiebt  sich  folgende  Auflosung  unserer  Aufgabe. 

Es  sei  A'*  jeder  Theiler  von  D  {V  positiv), 

c'  =  0,  ±1,  ±2,  ±3,....  ±(6'-l),  6'; 

3c'«^^ 

iV  = 277 —  (^Äno  ganze  Zahl); 

r  =  iO,  V  yc\  d!)  der  Complex  {St)  aller  auf  diese  Weise  resol- 
tirenden  Formen.  Sucht  man  \\\St  alle  mit  /eigentlich  äquivalente 
Formen  (F)  und  bestimmt  alle  jedesmaligen  eigentlichen  Trans- 
formationen aus  /  in  F,  nämlich  o,  /},  y,  d,  so  erhält  man  alle 
gesuchten  Darstellungen  ;r  =  a,  2^  =  y. 

Beweis.  I.  Da  F=(0,6',  o',  i20  aus  /  durch  die  Substi- 
tution a,  /},  y,  d  hervorgeht,  so  findet  sich 

a«»  +  3ÄaV  +  3cay*  +  dy»  =  0, 

wie  es  «ein  solL 

II.  Alle  Darstellungen  sind  verschieden.  Gesetzt,  man  ftnde 
zwei  gleiche,  resultlrend  aus  den  Transformationen  «,  ß,  f,  i; 
a,  /?',  y,  6';   so  hätte  man,  da  ad— ßy=l,  ad'— ß'y=l, 

P'=<J  +  ifca,    d'=d  +  Ay; 

die  Formen,  in  welche  /  durch  diese  Substitutionen  Oberginge, 
wären  somit 

/'=:(0,6',c',d0. 
/«'srCO,*',  c'+2Ä'*,   d'  +  3c'A+36'*^«(0,6',c^,d''), 

c*-c'  =  0  (mod.26'). 
gegen  die  Annahme. 

III.  Es  wird  keine  Darstellung  fehlen.  Dean  durch  jede  ezisti- 
rende  Darstellung  gelangt  man  durch  die  entsprechende  Trans- 
formation von  /  zu  einer  mit  /  eigentlich  ae<|alvalenten  Forn  f* 
Yon  der  Art,  wie  die  im  Complex  A« 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  in  (Sl)  zwei  verschiedene,  mit  f 
zugleich  eigentlich  äquivalente  Fernen 
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▼orkommen»  und  sehen«  wa«  daraus  folgt  —  Da  diese  Formen 
auch  unter  sich  eigentlich  äquivalent  sind,  so  ist 

(1)  0  =H36'««y+3cV  +  dy> 

(2)  b"  =  6'a(«d  +  2ßy)  +  e'yißy  +  2aÄ)  +  rf'y«d, 

(3)  c''  =  b'ßißy  +  2««)  +  c'd(««  +  2/Jy)  +  d'yS», 

(4)  1  =ad--ftr. 

Nach  (!)  kann  suerst  )^=0  sein.  Unter  dieser  Voraussetning 
ist  aber  nach  (2)  b^^b^a,  folgiich,  da  b',  b"  positiv  siod,  a=l,. 
6^=6',  «=1,  folglich  nach  (3)  c^  =  26'jJ  +  c',  T  =  (0,  *',  C+26'/J, 
d'-f  ^'/}-f  36'i^/9;  aber  diese  Perm  flndet  sich  mit  f'  nicht  bu- 
gleich  im  Conplex  i2»  da  in  demselben  keine  zwei  Wertbe  von 
c^  nach  dete  med.  26'  congruent  sind,  daher  y=0  unsalSssig. 

Ist  y^O,  so  kommt  nach  (1)  und  (2): 

36'a«  +  3c'«y+<f'7*=0,    26'« +  c'y  =-&''; 
ferner  ist  b^(3e^^ib*d^szD,  folgficb 

6^-^  =0,  oder  /)  =  — ^p-,    JZ)=  ^^— j  . 

Da  3Z>  ein  Quadrat  Ist,  ZD  =  ^,  so  ist  ssSe',  }/>=  t'»,  felg- 
lich Z>  durch  3  theilbar,  und  \D  eine  Quadratzahl.  Ist  diese  Be^ 
dingung  nicht  erfüllt,  so  giebt  es  in  (i2)  entweder  keine^  oder 
eine  mit  f  eigentlich  aequivalente  Form  /',  und  da  in  diesem  Falle 

4Z> 

offenbar  — «  nicht  :=3  sein  kann  (m  das  grßsste  gem.  Maass  von 
m 

2(66 — ae),  2(6c«— ai{),  2(cc  — 6i2)),  so  giebt  es  nur  eine  eigent- 
liche Transformation  aus  f  in  /',  folglich  auch  nur  ein  »System 
von  Werthen  x=i:flr,  y=dby>  welche  A*»y)=<M?*  +  '—  +  dy'=0 
machen.    Hieraus  folgt: 

Wenn  \D  keine  quadratische  ganse  Zahl  ist»  so^ 
hat   die   Gleichung 

at^-t-Zbz^  +  Scz+d  —  O 

entweder  Iieine  rationale  Wurzel,    oder  eine. 

Es  llsst  sich  dieser  Satz  aber  nicht  umkehren,  d,  h.  wenn 
DsO  (mod.  3)  und  {/)  ein  Quadrat  ist,  so  braucht  die  obigf 
kubische  Gleichung  nicht  lauter  r&tionale  Wurzeln  zu  haben. 
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Man  kano  den  nSmlichei»  Satz»  welchen  aoch  Legendre  in 
der  Tb«$orie  des  norabrea  Tome  11.  p.  120.  erweist,  aus  dem 
Aasdrocke  von  D  als  Function  der  drei  Wurzeln   der  Gleichoog 

herleiten.    Sind  diese  Wurzeln  o»  a>^  m",  so  kann  man 

/*=  a(2-^ (»)  (i*  +  »12  + ») 
setzen,  und  erhält 

3bssa(m — «),    3c  =  a(n — mm),    d^  —  an», 
VD=^WaV^ + 816*c«—  lOSoc*--  IOWA»  +  162ii6crf, 
folf^icb  durch  Substitution 

27  D  =  a*(m«— 4n)  («*  +  m»  +  n). 
Nun  Ist  -  m  =  o'  +1  fo" ,    »  =  o'o»'' ,  folglich 

27Z)= a*(»  -  «0*  (»— w*)«  («'-  «•)•, 
woraus  der  Satz  folgt 

Zwei  einfache  Fälle  verdienen  noch  beachtet  zu  werden. 

Ist  P.  D  durch  kein  Quadrat  thellbar,  so  hat  man  Dotbwen- 
dig  b'=l,    i2'=:i(3c^— J>),  alse,   da  ü  ungerade  ist,  V=:l, 

rf'==  — {(D-3),  /'  =  (0,1,  l.-^^J^),    die  einzige    Form  im 

Complez  Sl,  welche  zugleich  eine  Reducta  Ist  Findet  mao  in 
diesem  Falle  hoch  andere  KJassenformea  bei  D,  so  kann  keine 
derselben  einen  rationalen  Factor  haben. 

^.  ist  }/>  ganz  und  durch  kein  Quadrat  theilbar,  so  kann  i' 
sl  oder  =2  sein;  im  ersten  Falle  kommt  /'»(O,  1,0,  —!/>). 
Im  andern  Falle  Ist  d'^zUZc'^^lD),  von  den  Werthen  c'-O, 
±1,  2  sind  0,  2  unzulässig,  da  sie  ID  durch  4  theilbar  machen, 

folglich   e'=±I.    rf'=J(3-l/>),   /'  =  (0,  2,  1,  -^^5  oder 

Z>— 12  4—/) 

=  (0,2,  —1, 32~)  ""*  ^®'  Charakteristik  ^=(8,  ±2,  -g-)» 

weldie  fQr  jD^08  eine  Reducta  ist     Wenn  also  \D  durch  kein 

Quadrat  theilbar  Ist,  so  muss  jede  mit  einem  rationalen  Factor 
behaftete  kubische  Form  von  der  Determinante  —  D  entweder  mit 
der    Form   (0,  I»  0«  —  i/^)*    oder   mit   einer   der   drei   Formen 

(p,  1,0,  ^ID),    (0,2,1,-^^).    (0,2,-1,^^-) 

eigentlich  aequivalentsein,  jenachdem  }Z>  nicht  ^3  (med.  8)  oder 
s3  (mod.  8)  ist 
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XX¥VI. 

Ueber  einen  merkwürdigen  allgemeinen  Sati  von  den 

Corven. 

Von 

Herrn  Doctor  Völler j 
f «ehrer  an  der  BeaUchale  sn  Saalfeld. 


Lehrsatz. 

Zieht  man  in  einer  beliebigen  Corre  eine  Sehne, 
so  ist,  wenn  die  letatere  nnendlich  klein  wird,  das 
Verhftitniaa  des  Flftcheaaegmenta  zn  dem  Dreieclce, 
welches  ven  der  Sehne  nnd  den  daan  gehörigen  Tan- 
genten gebildet  wird,  wie  2:3. 

Beweis. 

Es  bt  nicht  schwer,  fdr  liestimmte  Cnnren  —  ich  erinnere 
nnr  an  die  Pantbel  —  das  Verhftltniss  eines  FIftcliensegments  n 
dem  dazu  gehörigen  Tangentendreiecfce  ansngel>en.  Wird  al>er 
die  Aufgabe  allgemein  gefasst,  dann  lässt  sich  das  weiltragende 
Gerflst  der  höheren  Analysis  nicht  mehr  gut  entbehren. 

Es  seien  —  nm  den  FIftcheniDhalt  d^s  Dreied»  MTN  (Tat  VL 
Fig.  1.)  bestimmen  so  kSnoen  —  die  Coordinaten  des  Pnnictes  M 
gleich  d?!,  yi;  nnd  die  des  Punktes  N  gleich  x,,  j%;  dann  sind 
die  Gleichungen  der  Tangenten  an  den  Punkten  M  nnd  N  resp. 

»— yi=r(«i){«— «i) 

vnd 

we  A«i)=^  ^  n^  =  &  bedeutet 

TheUXXXI..  M 
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Aas  diesen  beiden  GJeichungen  folgt  nun  filr  den  Dorchschnitts- 
pankt  T,  dessen  Coordinaten  x^  y  heissen  mögen,  das« 

_  y» — yi  +  ^i/^C^t) — ^«rc^g) 

und 

Demnach  ist  der  FiScheninbalt  dea  Dreiecks  3fTN: 

(y  +yi)(^— ^i)  +  (y  +yi)  (j^— ^r)— (.y,  -f  yi)(^a  ~^i) 

2 
oder»  wenn  man  ausmultiplicirt« 

^1  (y«— y) — y^  (arg— or)  +ya:a— yg^ 

Dieser  Ausdruck  geht  bei  weiterer  Transformation  Über  in : 

^i(ya— 3f)--yi(^t— ^)---^9(yg--'y)+^aya+ya(^a— a^)--^%yi 

2 

woraus  sich  ergiebt,  dass  Dreieck  lUTN  gleich 

(y2— y)  (^1 — ^a)  +  (a^^—x)  (yg— yi) 

2 

ist.     Substituirt  man  nunmehr  die  Werthe  von  y  und  a,  so  folgt 
endlich,  dass  Dreieck  JUTN  gleich 

(^i-*a)f(yi  -y«)r(««)-C^i-*a)A^i)r  (^ft)} ) 
-fr(y>-jyi)»yi-y>+(^t-^i)r(a:,))   [ 

Die  Fläche  MPNQ  Ist  allgemein  gleich 
/  ySor  +  C. 

Da  aber  das  Integral  iviedenim  eine  Fnaktien  von  x  ist,  so  kaoa 
man  auch 
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^  ^st  die  Fläche  MPNQ  -  mit  R(lck«icbt  auf  die 

^  —  gleich 

^  MmN,  was  hier  nur  allein  beracksich- 


*(-,)-9>(*,)-^-2^-±^^^=^. 


(yi+ykXa^t-j'i) 


das  Trapes  MPNQ  bedeutet 
Es  ist  also: 

s^^^=  t       +  (y.-yi)  <yi  -y. + (■r.-ar,)/'(a-i)  i       I 

aeg.  inmiY     i2y(x^_29(j.,)-(yi+ya)(a:>-*,)lt/"(a;,)-r(:r,)r 

Da  nun  der  Aufgabe  gemäss  das  eben  antredeutete  Verbältni^s 
bei  verschwindender  Sehne,  also  im  Unendlichkleinen ^  festgestellt 
werden  soll,  so  ist  es  nuthig,  beide  Theile  dieses  Bruchs  zu 
differentiiren,  wodurch  das  wegen  der  Allgeroeinheit  der  Curve 
iH^t  ausluhrbare  Integral  im  Nenner  ?on  selbst  wegHilU»  indem 
dann  9(^2)  wieder  in  f'ix^  und  fp(a:i)  ip  f'{xi)  übergeht»  was 
natürlich  die  Untersuchung  an  und  für  sich  in  keiner  Weise  ab- 
ändert, weil  nach  der  Theorie  des  Unendlichkleinen  das  Flächen- 
segment —  auch  unendlich  klein  —  immer  ein  Segment  und  da9 
Dreieck  immer  ein  Dreieck  bleibt. 

Bei  der  Differentiation  ist  es  vortheilhaft,  die  Coordinaten 
eines  dieser  Punkte,  z.B.  X2f  y%9  als  constant  anzusehen,  wei| 
dadurch  die  Resultate  um  Vieles  vereinfacht  werden.  Man  hat 
sieh  also  die  ganze  Sache  bo  zu  denken,  als  ob  der  Punkt  M 
immer  näher  an  N.  heranrücke  und  endlich  im  Unendlichkleineo 
mit  N  zusammenfalle,  wobei  yi  in  y^  und  Xi  in  x^  ubergeheo  wird. 

Wfiirde  man  jetzt  in  die  obige  Formel  yi  =  y^  und  Xi  =  x^ 
setzen >  so  ergäbe  sieht 

^MTN       0 

80* 
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Efl  ist  also  dieser  Ansdruck  so  lange  zn  dlfferentüren,  bis  er  — 
nadi  SabstitatioD  ron  yi  s=  y,  and  «i  =  d%  —  niclit  mebr  x  üefert. 

Die  erste  Differentiation  giebt  nun: 

weiefaer  Ausdrucic  liBr  yi  ssju,  dri=^»  den  uDbestimmten  WotA 
A  liefert 

Die  xTreite  Differentiation  giebt: 

.  3(ara — ar|)/*(ari)/'(jr,)  +  (y,  -y,)  (a^  -  *i)/"(«,)  . 

I  -  2/*(a:,)  t2/r«|)  +  (*,-;ri)A*,)-(y,  +yi)l  | 

was  In  gleicher  Weise  für  y^sy,  mid  Xis^x^  das  Resnltal 
A  liefert 

Dasselbe  ist  auch  noch  nach  der  dritten  Differentiation  der 
Fall,  «reiche  den  Aosdrnck 

8(^-*i) Aak)r(*i) -3A*«)/'(^i)~4(ai-*,)/'(»,)n^,)  \ 
.  +  (.H-Si)  n^i)  +  (yi-yi)  («k-*i)  /""ICari)  > 

>  +3Aj'i)/Vi)-3(j?,-dr,)r(jr,)r(:g,)-(a.t-^«Aa^fr(;y^)  J 
'      /"'(«,)  I2y(d^  -  2v(a;i)  -  (y,  +y^  (a,-«,) )      • 

-  STM 1 5y(«i)  +  («k-*,)  A*i)  -  (ft  +  y.)l 

-3(ai-»i)A«i)r(«i)+r(*i)IA*i)~Aai)J 
giebt 

Erst  die  vierte  Differentiation  führt  sn  dem  Resultat: 
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-4/«'(a:.)r(^,)(*i-*o-5(a-,-*,)/'(*»r''(*i)+¥'(*i)n^) 
+ 3A*i)r('i)-(y«-»i)/'"'(*i)  -r(*^/'"'(*i)(«i-«i) 

-  (y.-yi)/""'(*i)+(**-yi)(«b  -*i)/'''(*i)+3A*i)r(*i) 

-  2AV  n^i)  +  3A*i)  A*i)  -  «K*.  -«,)  r(*i)r(*i) 

/^(^i)J29(«*)-29(*i)-(3lk+S(^(a*-^i)» 
-9(a:,-*,)A*i)/*(*i) 

weldiM  filr  jri=5ii  nnd  Xiss««  sich  anf: 

redocirt,  woraus  «liellt,   dass  sich  das  Sogmeot  xum  Dr«i«ck« 
wie  2:3  Terhllt. 
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lieber   den   in   der   vorhergehenden  Abhandlang  von 

Herrn  Doctor  Toller   bewiesenen   allgemeinen  Satz 

y'oii  den  Curven. 

dem  Herausgeber. 


Der  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  von  Herrn  Doctor 
Voller  in  Saalfeld  bewiesene  allgemeine  Satz  von  den  Cur- 
ven hat  mich  sehr  interesslrt,  indem  derselbe  eine  neue»  jeden- 
falls sehr  merkwürdige  Grfinise  von  sehr  allgemeiner  Gfiltigkeit 
nachweiset,  und  gewiss  seinen  Theil  dazu  beitragen  wird,  der 
Gränzen- Theorie  —  und  Ihrer  Anwendung  —  ihre  so  ungemein 
grosse  Bedeutung  ßir  die  gesammte  Mathematik  immer  mehr  und 
mehr  zu  sichern,  und  jeder,  ohne  Zugrundelegung  dieser  Theorie 
in  ihrer  völligsten  Strenge,  ganz  unwissenschaftlichen  Behandlung 
der  Analysis  und  Geometrie  in  ihren  höheren  Theilen  immer  mehr 
und  mehr  die  Spitze  abzubrechen.  Auch  ist  dieser  Satz  unstrei- 
tifi:  für  die  annähernde  Berechnung  der  von  beliebig  gekrümmten 
Curven  umschlossenen  Flächenräume  von  Wichtigkeit,  und  weiset 
zngleich  in  der  von  Herrn  Doctor  Voller  ihm  gegebenen  Form 
als  einer  streng  nachweisbaren  Gränzen  •Bestimmung  sehr  gut  den 
Grund  auf,  warum  man  bekanntlich  schon  längst  sich  mit  Vortheil 
zur  näherungsweisen  Bestimmung  der  Grösse  solcher  Flächen- 
räume  einer  parabolischen  Berechnung  bedient  hat,  worauf  auch 
Herr  Doctor  Voller  selbst  gleich  im  Eingange  seines  Aufsatzes 
hindeutet  Ich  danke  daher  Herrn  Doctor  Voller  recht  sehr  fdr 
Mie  Mittheilung  des  Satzes,  und  glaube,  das  Interesse,  welches 
ich  an  demselben  genommen,  nicht  besser  an  den  Tag  legen  sn 
können,  als  dadurch,  dass  ich  sogleich  nach  Empfang  der  vorbei^ 
gehenden  Abhandlung  einen  anderen  Beweis  für  denselben,  den 
ich  im  Folgenden  mittheilen  werde,  gesucht  habe,  welcher  sich 
vielleicht  noch  etwas  mehr  der  neueren  Behend lungs weise  solcher 
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allgemeinen  SMze  von  den  Gräiueii  uBiuittelbar  durch  die  mit 
ihrem  Reste  vervollständigte  Taylor'sche  Reihe  anscfaliesst, 
auch  wohl  noch  etwas  kürzer  und  einfacher  zum  Ziele  gelangt, 
%%'odtireh  aber  keineswegs  dem  Wertbe  der  von  Herrn  Dbetor 
VC  Her  gegebenen  Ableitung  Abhruch  geschehen  soll  und  kanri> 
i»deAi  ich  vielmehr  der  M«*inung  bin,  dass  diese  Ableitung,  neben 
ihrem  unmittelbaren  VVerthe  für  den  Beweis  des  in  Rede  stehen- 
den Satzes,  zugleich  ein  sehr  gutes  fieispiel  für  die  Bestimmung 
der  unbestimmt  zu  sein  scheinenden  Wertbe  der  Functionen  von 

der  Form  jr  liefert    Ich  gehe  nun  zu  dem  Beweise  des  fraglichen 

Satzes  selbst  über,  wobei  ein  Jeder  die  Figtir  ganz  in  deliscihMi 
Weise  wie  in  dem  Aufsätze  des  Herrn  Doctor  Völler  sieh  MfM 
selbst  entwerfen  kann. 

Man  denke  sich  eine  beliebige,  ganz  in  einer  Ebene,  die 
zn^eich  als  Ebene  der  a:y  angenommen  werden  mag,  liegende 
Curve,  deren  Gleichung  für  rechtwinklige  Coordiuaten  wir  im 
Allgemeinen  durch 

1)    .......    .     y  =  f(^) 

bezeichnen  wollen.  Ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Penkt  dieser 
Curve  sei  (sdy)  oder  A*  Lassen  wir  nun  a:  die  beliebige  Verän- 
deroog  Jap  erleiden,  wodurch  in  Folge  der  Gleichung  ])  die  Ver- 
änderung Jy  von  y  herbeigeführt  wird,  so  werden  die  Coerdtnatee 
x-i-Jx,  y  +  Jy  einen  zweiten  beliebigen  Punkt  Ai  unserer  Curve 
bestimmen.  Legen  wir  nun  durch  die  Punkte  A  und  Ai  Berüh- 
rende an  die  Curve,  so  sind  deren  Gleichungen,  wenn  wir  jetzt 
die  veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  durch  xi  V  bezeich- 
nen, nach  den  Lehren  der  höheren  Geometrie  bekanntlich: 


5  i^-A^)  =  /'(^).(r-^), 

l  p^f(x+Ax)=f'(x+Ax).{x-(x 


+Ax)l 

Ist  nun  A^  der  'Durcbscbnittspunkt  dieser  beiden  Berühren- 
den, so  werden  dessen  Coordinaten,  welche  wir  der  Kürze  wegen 
jetzt  durch  x»  V  bezeichnen  wollen,  aus  den  beiden  vorstehenden 
Gleichungen  auf  dem  Wege  algebraischer  Elimination  bestimmt 
werden  müssen,  wodurch  wir,  die  beiden  in  Rede  stehenden 
Gleichungen  unter  der  Form 

p-^f(x)z=f'(x).{X-(x  +  Jx)]+r(x).Aa:. 
t^^f(X'i-Ax)=f'ix+Ax).{x—(a:  +  xJ)) 

darstellend»  filr  die  Coordmaten  X»  t»  sogleich  die  tbigenden  Aus- 
drücke erhalten : 
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Wir  wollen  jetzt  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  AAiA^  dorch 
D  and  den  Flächeninhalt  des  tou  der  Sehne  AAi  abgeschnltte- 
Den  Curven- Segments  durch  S  bezeichnen,  und  diese  beiden 
Fläeheuräume  jetzt  zu  bestimmen  suchen. 

Zu  diesem  Ende  wollen  wir»  wozu  wir,  ohne  auf  weitere  Er- 
iSaternngen  uns  einzulassen,  was  hier  vnnüthig  ist,  jedenfalls 
immer  berechtigt  sind,  grosserer  Bestimmtheit  wegen  annehinen, 
dass  die  Punkte  A,  Ai,  A^  eine  solche  gegenseitige  Lage  haben, 
dass  man  sich,  um  von  dem  Punkte  A  durch  den  Punkt  Ai  so 
dem  Punkte  A^  zu  gelaogen,  nach  derselben  Richtung  hin  bewe- 
gen muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Aze  der  s  durch  den  Coordinatenwinkel  (xy) 
Undurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  y  zu  gelangen. 
Dann  ist  nach  einem  bekannten,  im  Archiv.  Th'l.  111.  S. 263.  bewie- 
senen geometrischen  Satze:  - 

woraus  man  mittelst  leichter  Rechnung 

oder 
oder 

also  nach  2)  und  1): 

4)  .  .  .  iOzz^ifix-i-  Axi.Jx--  Jf(x)]\x^Qr+As)\ 
findet. 

Femer  ist  nach  den  Lehren  der  höheren  Geometrie  und  .der 
bekannten  Formel  (ür  den  Flächeninhalt  des  Trapezioms  offenbar: 


X 

br 

f{x^^\f{x)-^f{x-^Ax)]Ax. 


oder 
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Aiw  4)  oDd  6)  erhiH  mao  auf  der  Stelle : 
^         D_    [f{x'^Jx).Jx—Jf{x)\\x—{X'^Jx)\ 

s 

Nach  dem  Taylor* sehen  Lehreatze  ist  nun,  wenn  ^  and^i  wie 
gewShelich  gewlese  positive,  die  Einheit  nicht  fibersteigende  Gros- 
sen beaeichnen: 

/(«+^a?)  =  /(«)+/'(jr).^a?  +  W  +  e^*)-^**» 

also: 

f(x+  Jx)'-f{x)'-r(^).Jx  =  ir(ar+e^ar).2fÄ*, 

ri^+dx)'-r(^)=f^(x  +  ^Jx).Jxi 
and  folglich  nach  der  eisten  der  beiden  Formeln  3): 

Well  ferner 

Jf{x)=^flx  +  Jx)-f(x)=zf(x).Jx+\r(^+Q^a:).Jai^ 
ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

9)f(x+Jx).Jx^Jf{x)==ir(x-tQiJx)^\f^(x+QJx)].Jx*; 
und  sogleich  erhellet  aus  dem  Vorhergehenden  auch,  dass 

10)  f(x)+f[x+Jx)^2f{x)+f'(x).Jx+if'(x-^^x).^x* 
ist. 

Setzen  wir  jetzt  allgemein 

11)  ......     ff(x)Bx=F(xh 

so  Ut 

12)  .    .    .    r^^^'  f(x)dx=fXx+Jx)^F(x), 

m 

abo^  weil  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze 

fta?  +  ifa?)==  J^ar)  +  F'(a?).^jr  +  lF*(a?).-d/««  +  lF'^(a?+Ma:).if^^ 

ist: 
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% 

Nun  ist  aber  nacli  11): 

P{x)^f{x),    r'{x)^f\x),    F''{x)^f%x)x 
folgHch: 

a\Js 


r 


f(x)dx=^f(x).Jx  +  \r(x).Jai»+ir(x+Q^x).Ja^, 


woraus  sich  nach  10)  auf  der  SieHe 
13)    .    .    ^f'^*f{a:)Bx'-\f(x)+f{x+^x)\Jx 

X 

=  I ir  («  +  9t^)  -  */*(«  -i-Qdx))  Ja/» 
einlebt. 

Aus  7),  8),  9),  13)  erhfliien  wir  jetzt  nach  gehöriger  Sab- 
stitution  der  Ausdra«ke  8),  »).  J3)  in  7): 

D_     \f(x+9iJx)-ir(^  +  i(Jx)\.Ja*       ri<^-yQJM) 

s — ij/«(«+M«)-ir(j'+e^*)i-^a:»-*Y>  +  9iJxy^'' 

D ,    /^(a;4-  9/lx)   f"(x  +  q^Jx)  -  Ifjx+QJx) 


also: 


oder 

'  s  --r(x-^Q,jx) ' \r(x + qJx)  -  JA*+M«)' 

Lfisst  man  jetzt  Jx  sich  der  Null  nSbern,  so  nShem,  well 
Q»  Qi9  Q2  positive,  die  Einheit  nicht  libersteigende  Grossen  sind, 
die  Grössen  f^(x+QJx),  A^+Pi-^-*)»  fi^+Q^^)  »»ch  sftmmt- 
lich  der  Grftnze  fix)  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade «  und  es  ist  also  nach  obiger  Gleichung,  immer 
unter  der  Voraussetzung,  dass  Jx  sich  der  Null  nähert: 

folglich:  . 
16) Llmf=S, 
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welches  der  von  Herro  Doctor  Völler  bewiesene  allgemeine  Satz 
▼OD  den  Carven  ist. 

Es  ist  zq  erwarten,  dass  dieser  Satz  zu  weiteren  Anwendung 
gen  Gelegenheit  und  Veranlassung  geben  wird. 


Uebaogsaofgaben  für  Schuler. 


Von  Herrn  Alexander  Löffler  sa  Krakao. 

1)  Es  ist  zu'  beweisen»  dass  die  tiefsten  Punkte  aller  avs  der 
Gleichling  fi^=.  ae^?*  \ he-^^^rP*)  durch  Variation  von  a  und  |3  bei 
€ODstanten  a  und  6  entstehenden  Curven  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

2)  Welches  ist  äie  UmhcHiungslinie  aller  Curven,  die  durch 
V^riatito  ^s  Panttieters  ^  aus  eh^ger  Gleicbuag  entstehen? 

Voii  Uonra  Prufeetor  Frteflrich  Mann  «n  der  KantonMcfaule  u 
.Franenfold. 

1)  Ist  AC  die  Iftngste  Seite  eines  spitz-  (Taf.  VI.  Fig. 3.) 
oder  stumpfwmkeligen  (Taf.  VI.  Fig.3.)  Dreiecks  ABC^  so  kann 
fkian  offenbar  durch  B  inilerhalb  des  Winkelraümes  ^i06^  zwei 
Richtigen  »U  md  BF  bo  ziehen,  dass  Winkel  AB F  =  Wiw- 
fcel  ilC^ttod  Winkel  C^!ff=r Winkel  17^4 C  wird.  Construi^ 
itian  nön  ein  Reehtei^kf  welches  die  längste  Dreiecks^ 
Seite  ilC  zur  einen  und  den  Abschnitt  BF  zur  andern 
Seite  hat,  so  gibt  dasselbe  durch  seinen  Flächeninhalt 
an,  um  wie  viel  das  Quadrat  €ber  der  längsten  Drei- 
ecksseite AC  kleiner  oder  grOsser  sei  als  die  Summe 
der  Quadrate  Übet  den  beiden  andern  Dreiecksseiten 
AB  und  BC. 

2)  Ruft  man  auf  den  beiden  andern  Dreiecksseiten  AB  und 
BC  die  Absclmitte  BE  und  BD  dadurch  hervor,  dass  man  von 
den  Ecken  A  und  C  Senkrechte  auf  die  gegenüberstehenden  Drei- 
ecksseiten  (Taf.  VL  Fig. 2.)  oder  deren  Verlangerungen  (Taf.  VI.  Fig.  3.) 
fiült,  so  gilt  der  Satz : 

Rechteck  a«»^  der  ISngs-ten  Dreieeksseite  AC  ««d 
dem  auf  ihr  liegenden  Abschnitt  HF  gleich  Rechteck 
aus  der  zweiten  Dreiecksseite  i^A  und  ihrem  Abschnitt 
J>B  plus  dem  Rechteck  aus  der  dritten  Seite  BC  uhd 
den  ihr  zugehörigen  Abschnitt  BE. 
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Ueber  die  neoesieD  optwehen  Arbeiten  und  Uotenachiingen 
des  Herrn  Ministerial-Ratbs  v.  Steinbeil  in  Mfinehen. 

Von   dem   Hersuagebor« 

Der  grossen  Wichtigk^t  der  nenesten  eptiseheo  Arbeiten  des 
Herrn  Ministerial-Ratbs  v.  Stein  hell  in  MOncheD,  vnd  des  gree- 
sen  Interesses  wegen ,  welches  dieselben  gewibren,  svgteicb  mit 
ROcksicbt  anf  die  grossen  Fortscbritte  der  wissenscbaftRcben  and 
prafctiscben  Optik,  welcbe  dieselben  versprechen,  lasse  ich  die 
folgenden  Anssfige  ans  den  Gelehrten  Anseigen  der  K5* 
niglicb  Baierischen  Akademie  der  Wissenschaften  in 
Mflnchen  vnd  aas  der  Allgemeinen  Zeitung 'hier  abdracken» 
tuß  diesen  so  hSchst  verdienstlichen  Arbeiten  eine  möglichst  grosse 
Publicitlt  sn  geben  and  die  Leser  des  Archivs  aaf  dieseüien  anf- 
merksam  za  machen.  6. 

Ueber  Verbesserang  der  Objeetive«*) 

(Vor.rag  dM  Herrn  MinUterinl - Rstht  C  A«  Stelahell.) 

Wenn  Ich  erst  heate,  nach  einer  Unterbrechung  von  mehre- 
ren Jahren,  wieder  die  Aufmerksamkeit  der  geehrten  Classe  In 
Anspruch  nehme,  um  fiber  den  Fortgang  meiner  optischen  Unter* 
snchongen  zu  berichten,  so  findet  diess  in  dem  Umstände  seine 
Erklärung,  dass  eine  grosse  Hasse  von  Erfahrungen  gesammelt 
werden  musste,   nm  den  Punkt  kennen  su  lernen,  aof  dem  die 


*)  Aoi   den  Gel.  Aaieigen   der  KSnIgl.  Bsierieehen  Akademie  der 
WlseenM:haflen  fai  Mdnchea  Nr.  81.  und  SS.  ISfiS  hSModevs  abgedracte 
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avsilbende  Optik  liegen  wirtig  steht,  weil  erat  Ton  diesem  ans 
Neues  mit  Erfolg  lierbeigeflihrt  werden  icann. 

Ick  glaabe  jetst  der  sehr  geehrten  Versammlong  ein  Ergeih 
▼erlegen  an  kSnnen»  was  einen  neaen  Abschnitt  in  der  Diop- 
trik  herbeifflbren  dfirfle.  Indem  ich  Mittel  gefunden  liabe,  die 
Fehler  des  Objectives  In  höherer  Ordnung  aufzuheben.  Cm  aber 
dieses  Resultat  In  Zusammenhang  mit  den  bisherigen  Fortschrit- 
ten der  Optik  su  bringen,  sei  es  mir  gestattet,  die  successiven 
Verbesserungen  des  Objectives  auf  allgemeine  Gesichtspunkte  au 
bringen. 

Alle  wesentlichen  Verbesserungen  des  Fernrohres  waren,  he- 
wusst  oder  unbewusst,  stets  nur  darauf  gerichtet,  seine  Länge 
SU  vermindern.  Denn  die  Fehler  aller  Art  im  Bilde  einer  einfachen 
positiven  Glaslinse  kftnnen  beliebig  klein  gemacht  und  unter  die^ 
Empindlichkeit  des  Auges  gebracht  werden,  wenn  die  OeCnung 
dieser  Linse  auf  das  enUprechende  Mass  redusirt  wird.  Dieses 
einfachste  Femrohr  bekömmt  aber  schon  ittr  einige  Zeil  Oeihnng 
eine  so  ungeheure  .Lftnge,  dass  alle  praktisclM  Anwendbarkeil 
aufbort  Eine  neue  Epoche  filr  die  Dioptrik  trat  daher  ein  durch 
Dollond-s  Erfindung  des  achromatischen  Objectives.  Aber  alle 
grtoiern  Dollond'schen  Femrohre  haben  noch  mehr  als  die 
doppelte  Länge  der  Fraunhofer'schen,  und  mCssen  diese  haben» 
wenn  die  Angulär  -  Abweichungen  im  Bilde  gleich  gross  werden 
seilen.  Das  Fraunhofer'scbe  Objectiv  bildet  daher  einen  we- 
sentlichen  Fortschritt  im  Vergleich  mit  den  englischen.  Dies  wol« 
len  wir  näher  begründen.  Es  lässt  sich  nämlich  su  jeder  positiven 
Crownglaslinse  eine  negative  Flintglaslinse  finden,  welche  mit  ihr 
— -  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  —  ein  achromatisches  Objec- 
tiv bildet,  d.  h.  welche  swei  Strahlen  von  mittlerer  Brechbarkeit 
und  einen  dritten  von  anderer  Brechbarkeit,  die  parallel  sur 
Aze  des  Objectives  einCEillen,  in  einem  Punkt  in  der  Axe  susam- 
menf&brt.  Ist  nun  einer  dieser  mittlem  Strahlen  der  Axe  des 
Objectivs  unendlich  nahe  der  andern  an  den  Rand  des  Objectivs 
gelegt,  und  man  untersucht,  immer  unter  der  Voraussetzung  sphä- 
rischer Gestalten  und  homogener  Brechung  der  Glasarten,  die 
Lage  dieser  Strahlen  mittlerer  Brechbarkeit  zwischen  Aze  und 
Rand,  so  treffen  sie,  wie  man  ein  bestimmtes  Oeffnungsmass  des 
Objectives  fiberschreitet,  nicht  mehr  mit  dem  Durchschnitte  des 
Azen-  und  Randstrahls  zusammen,  sondern  sie  schneiden  die 
Aze  frflher  und  es  hängt  jetst  nur  von  der  Gestalt  der  Crown- 
glaslinse ab,  wie  gross  diese  Abweichung,  die,  wie  Gauss  ge- 
s^gt  hat,  in  }  der  Oefhung  ihr  Mazimum  hat,  Oberhaupt  wer* 
den  soll.    Diese  Abweichung  kann  daher  als  das  Oefnungsmass 
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eiDies  Qbjfsctlyfta  betr&dit^t  ivercleo.  Oeiin  die  •  gr98«iniogUclie 
Oeffnung  fiir  ein  Doppelobjectiv  yvuA  iliejenige  sein«  bei  welcher 
diese  Abweichung  ein  Minimum  wird.  Die  absolute  Grösse,  welche 
sie  erreichen  darf,  hängt  von  der  verlangten  VergrSMernng  ab 
and  tnuss  stets  so  gewShtt  werden»  das»  der  derch  du  Okirfar 
vergrosserte  Angnl&rfebler  nicht  46^  oder  die  Empfindlichkeit  des 
Auges  ibersteigt.  Hieraus  erklärt  sich,  wesshalb  kleine  Fem* 
nihre  verhältnissmässig  grOssere  Oeffhungen  als  grosse  ertragen. 
Fraunhofer  war  es  vorbehalten,  diesen  Zusammenhang  so  er- 
kennen. Sein  Objectiv  beruht  nicht  auf  den  Bedingungen«  die 
Herschel  u.  A.  zu  Grunde  legten,  sondern  lediglich  daraof»  die 
der  Axf  pamllel  einfallenden  Strahlen  mittlerer  Brechbarkeit  ra 
einem  Punkte  zu  vereinigen ^  oder  nur  solche  Abweichangen  za 
statuiren,  die  mit  Rücksicht  auf  die  Vergrosserung  unter  der 
Grenze  der  Sensibilität  des  Auges  bleiben.  So  kann  man  also 
sagen j  Fraunhofer*s  Objectiv  hat  die  grosstmOglichste  Oef- 
Qung  oder  sein  Fernrohr  ist  bei  gegebener  Oeffnung  m5glichst  knrs. 

OntersQcht  man  min  in  Fraunhofer's  Objeetur  eoeli  die 
Lage  der  Strahlen  einer. andern  Brechbarkeit  oder  den  •<^nana« 
ten  farbigen  Strahl,  so  lässt  sich  dieser  nur  in  einem  Pvidcta 
mit  den  mittlem  Strahlen  vereleigen.  Bewirkt  »an  z.  B.  diese 
Vereinigung  för  {.der  Oeffnung  ^e»  Objectives,  so  schneidet  der 
tarbige  Randi^ahl  später,  der  farbige  Axensteahl  frfiher  als  die 
mittleren  die  Axe,  und  da  tiber  alle  Etemente  des  Objectives  he* 
reite  dispenirt  ist,  bleibt  keine  MSgllchkeitv  auch  diesen  Qlier  die 
ganze  Oeffnung  des  Objectives  mit  den  mittlem  Strahlen  zusaai- 
men  zn  bringen. 

Dieser  Fehler  des  Fraunhofer'schen  Objectives  oder,  wenn 
qian  will,  des  besten  möglichen  Doppelobjectives.  lässt  sich  nur 
auf  Kosten  der  Oeffnung  vermindern.  Gauss  hat  zwar  ein  Ob- 
jectiv berechnet,  welches  parallel  zur  Axe  einfallende  Strahlen 
am  Rand  und  in  der  Axe,  und  zwar  von  zweierlei  Brechbarkeit; 
also  vier  Strahlen  in  einem  Punkte  vereinigt  Er  zeigt  aber  selbst, 
dass  dann  eine  beträchtliche  Abweichung  filr  die  Strahlen  in  |  der 
Oeffnung  eintritt.  Wollte  man  diese  verschwindend  klein  'inachen, 
was  sich  stets  erreichen  läsat,  da  die  Abweichung  nahe  biqna* 
dratisch  mit  der  Oeffnung  abnimmt,  so  wfirde  letztere  so  sehr 
vermindert,  dass  ituch,  abgesefien  von  andern  Uebelständen,  diese 
Construction  der  Fraunhofer'schen  weit  nachstünde. 

jEipe  Verbeseerung  gegen  das  FrannbQfer'sche  Olgectiv 
w$re.s9n9ich  nur  dadurch  zu  erreichen,  dass  man  den  farbigen 
Strahl  fiber  die  ganze  Oefnui^  zu  den  mittlem  Strahlen  brächte, 
qline  dabei  eine  Abweichung  fOr  di/e  f  Strahlen  entstehen  sa  las- 
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0eo,  wa«  natirlMi  mebf  w\m  sir^i  Litoeb  erfetdert  Sollte  übet 
zugleich  die  Oeffnung  betrSchttich  grüeeer  werden  ale  bei  Fraanr 
hofer,  80  mfisste  gleichzeitig  dje  Abweichung  der  }  Strahlen  mit 
denen  de«  Randes  und  der  Axe,  und  zwar  fllr  zweierlei  Brecb- 
barlceit  gehoben  werden ,  was  die  Annahme  von  vier  Linsen  bedingt« 

Diese  Aufgabe  habe  ich  nun  getCst  durch  ein  Objectiv,  wel- 
ches ans  zwei  Crownglas-  und  zwei  Flintglas- Linsen  besteht. 
Dieses  Objectir  vereinigt  Strahlen,  welche  parallel  zur  Axe  ein« 
fallen,  ftir  zweierlei  Brechbariceit  am  Rande,  in  {  und  in  der  Axe; 
also  sechs  Strahlen.  Es  kann  betrachtet  werden  als  bestehend 
aas  einer  Crowngffaslinse,  deren  Farben-  und  Gestaltfehler  in  drei 
verschiedenen  Abständen  von  der  Axe  aufgehoben  werden  durch 
ein  nachfolgendes  negatives  Objectiv,  was  aus  zwei  FtintglUsem 
and  einem  Crowngtas  zusammengesetzt  ist.  Das  negative  Objec» 
tiv  hat  jedoch  eine  weit  grossere  Brennweite,  als  die  Crownglas« 
linse,  obscbon  die  Fehler  in  beiden  gleich  gross  und  nur  im  Zeichen 
entgegengesetzt  sind.  Farben  und  Gestalt  sind  sonach  bei  die* 
sem  Objective  hi  höherer  Ordnung  geheben ,  als  bei  den  jetzigen  *)« 
Setzt  man  die  Oeffnung  \  der  Brennweite,  so  treten  wieder  Ab« 
welehungen  noch  höherer  Ordnung  hervo«'  zwischen  Rand  und  }  ood 
swischen  }  und  Axe.  Aber  sie  betragen  nicht  0^.2  Bogenseknnde 
and  sind  daher  för  eine  200mafige  VergrOsüernng  erst  an  des 
Grenze  der  Wahrnebmbarkeit  des  Auges.  Sollte  die  Vevgi9s«e« 
rang  stSrker  werden,  so  müsste  die  Oeffnung  kleiner  sein.  M\n 
Fernrohr  von  3  Zoll  Oeffnung  wird  mit  diesem  Objective  nur  IC 
Zoll  Linge  bekommen.  Bin  4zOlliger  Refraktor  wird  2  Fass  la*^, 
während  er  jetzt  5  Fuss  lang  ist.  Das  Bild  aber  dieser  oeaen 
Fernrohre  nntersebeidet  sich  von  dem  der  jetzigen  dadurch  we- 
eentlich»  dass  man  aacb  beini  Schwanken  mit  dem  Auge  keln^ 
farbigen  Bildersäome  bekommt,  da  das  Objectiv  halb  verdecki 
werden  kann,  ohne  dass  Farben  sichtbar  werden.  Ich  brauche 
nicht  erst  darauf  aufmerksam  zu  machen,  welche  Vortheile  aus 
der  Benutzung  dieser  FernrObre  für  die  Messinstramente  hervor- 


*)  Wollte. maa  da«  negativa  Olu^ctiv  bloM  aas  zwei  Liaian,  Cr«wn 
and  Flint,  conatmiceD ,  ao  köoatea  entweder  mir  die  mittlem  Strahlen  ii| 
{  oder  nur  die  Far1>en  mit  Axe  und  Rand  Tereinigit  werden,  immer  nn* 
ter  der  Voraoesetsang ,  daee  die  Gectalt  der  *  poeitiven  sa  compeneiren- 
dea  Crowoglaelioee  willkährllch  bleibt  LeUteree  let  durchao«  nöthig, 
am  nicht,,  wie  Gaoe«,  auf  wenig  Wurzel verthe  beechrdnkt  in  werdet^ 
deren  Braachbarkeit  darch  anderweitige  Riickaichten  oft  problematlach 
bleibt  So  aber  iat  «let«  eine  ganse  Reibe  von  ObjectiTen  mftgtieh,  von 
weifliMii  jedea  aimmtliehen  Bedingongen  entepriebt  Vater  dieaen  maaa 
dann  da^enlge  ^ew^falt  werden,  waa  daa  gröaate  OeflnoDgamata  bekomni* 
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gehen  werden.    Denn  mit  der  opttschen  Kraft  wichet  bekwBtIhh 
die  Gena^iglceit  der  Bfeemnig. 

Allein  es  sei  mir  gestattet»  hier  noch  mit  einigen  Werten  der 
Anwendung  dieses  Prineipes  aaf  MilKreskope  so  erwähnen. 

Im  Allgemeinen  Icann  man  sagen ,  dass  dnrch  VerkOnonf  der 
Brennweiten  die  FemrOhre  nur  an  Anwendbarkeit  gewinnen.  Gans 
'  anders  verhält  es  sich  aber  bei  den  Mikrosicopen«  Hier  nimmt 
die  Wirkung  eaet  par.  direkt  mit  dem  Oeffnuugsmasse  so.  Ein 
Mikroskop  von  20^  Licht  Ifisst  keine  Spur  von  dem  erkennen»  was 
bei  40^  Licht  mit  derselben  VergrOssemng  sichtbar  wird.  Aber 
unsere  besten  Mikroskope  von  100  bis  160^  Licht  lassen  no  be- 
trächtliche Gestaltfehler,  dass  sie  bq  organbchen  üntersachongen 
schlechterdings  untauglich  sind.  Nach  demselben  Princip  wie  bei 
den  FernrChren  kann  ich  nun  Mikroskop  •  Objective  eonstmiren, 
wekbe  aus  swei  vierfachen  Objectiven  bestehen  und  nicht  nur 
die  Gestalt-  und  Farl»enfehler  in  drei«  sondern  in  ftnf  verschie- 
denen Abständen  von  der  Aze  aufheben.  Wird  nun  angieich  bei 
solchen  Objectiven  der  absolute  Massstab  vergrüssert,  so  dass 
dieselben  nicht  wie  jetzt  1  Linie,  sondern  10  Linien  OeäTnvng  er- 
halten» so  wird  der  Beugungsfehler  IQmal  kleiner  und  die  sphä- 
rischen Gestalten  werden  bei  derselben  absoluten  Fehiergrense 
lOmal  genauer.  Es  ist  swar  die  Durchfllhrung  dieser  neuen  Mi- 
kroskope noch  eine  erhebliche  Arbeit»  allein  sie  steht  nicht  im 
Vergleich  zu  der  ersten  hier  gelieferten»  und  so  hoffe  ich,  der 
sehr  geehrten  Classe  die  ausgeführten  Instrumente»  Femrohr  und 
Mikroskop»  bald  vorlegen  au  kennen. 

Schliesslich  erflElUe  ich  eine  angenehme  Pflicht»  indem  ich  an- 
flihre»  dass  diese  umfangreichen  Rechnungen  nur  unter  meiner 
Mitwirkung  von  meinem  Sohne  Dr.  Adolph  Steinheil  durdb- 
gefilhrt  wurden. 


Sitzung  der  mathematisch  •  physikalischen  Claase  der 

k.    Akademie    der  Wissenschaften    zu   Manchen    vom 

12.  Juni  18S8*). 

1)  Herr  MinUterialrath  Dr.  Stein  heil  legte  der  Classe  dn 
Teleskop  vor»  wdches  durch  Silberspiegel  auf  Glas  wirkt 

*)  As«  des  Geldirtcn  Aassigw  der  k.  Akademie  der 
Bd.  XLVL  Nr.  ea. 
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• 
und  aocb  darin  neu  10t ,  dass  die  sphärische  Abweichung  des 
grossen  Spiegels  durch  ein  negatives  achromatisirendes  ObjectiV 
streng  gehoben  ist  Der  Teleskopspiegel  bat  3  Pariser  Zoll  freie 
Oeffnung  und  nur  18  Zoll  Brennweite.  ^  Das  corapensirende  Ob- 
jectiF  greift  2  Zoll  vom  Brennpunkte  aus  gegen  den  Spiegel  in 
den  Lichtconus  ein,  und  bewirkt ,  dass  von  hier  aus  das  Verhält- 
niss  der  Vereiiiigungsweite  zur  Oeffnung  wie  12 tl,  also  eben  so 
wird^  wie  es  jetzt  bei  Ferprubren  oft  hergestellt  wird.  Dadurch 
geben  die  nun  üblichen  Okulare«  ungeachtet  der  bis  jetzt  noch 
nie  erlangten  Kürze  des  Instrumentes,  dennoch  dieselben  Ver- 
grusserungen ,  als  w*enn  der  Teleskopspitsgel  36  Zoll  Brennweite 
hätte.  Unmittelbar  hinter  dem  Corrections-Objectiv,  was  9  Linieo 
Oeffnung  hat  und  verkittet  ist,  steht  der  kleine  Planspiegel  in 
direkter  Verbindung  mit  dem  OkulartrSger,  der  sich  längs  des 
Rohres  in  MTikrometerschlitten  bewegt  Dieses  Teleskop  entspricht 
▼ellständig  den  Erwartungen,  die  Herr  St  ein  heil  in  einem  Schrei- 
ben an  Director  Peters,  den  Herausgeber  der  astronom.  Nach* 
richten,  ausspricht,  wie  in  Nr.  1138.  dieser  Zeitschrift  j|0  lesen 
ist  Der  Lichtverlust  des  nach  Liebig^s  Methode  Tersilberten 
grossen  Spiegels  beträgt  nur  9  Proceot  Die  Dicke  der  Silber- 
schichte ergibt  sich  nach  Messungen  mit  einem  neuen  Stein« 
heiTscben  Sphärometer,  der  3  Milliontel  einer  Linie  noch  deut- 
lich zeigt,  zu  ein  dreissigfausentei  Linie.  Durch  die  Silberschichte 
sieht  man  das  Sonnenbild  wie  durch  ein  blaues  Moderafionsgias 
als  scharf  begrenzte  Scheibe,  und  es  lässt  die  gleichmässige  1b- 
tensität  des  Sonnenbildes ,  durch  alle  Tfaeile  des  Spiegels  betrach- 
tet, erkennen,  dass  sich  die  Dicke  der  Metallschichter wohl  nirgend 
um  ihren  sehnten  Theil  ändert«  Es  bildet  daher  der  HetalHlber- 
wa%  des  Glasspiegels  mit  der  polirten  Glasfläche  eine  Aeqnidistante, 
die  nirgend  von  der  Gestalt  des  Spiegels  mehr  als  ein  dreimal 
hnnderttansentel  einer  Linie  abweicht  und  somit  auch  bei  den 
strengsten  Anforderungen  an  Gestalt  der  Flächen ,  selbst  für  die 
grOssten  Instromente  genügen  würde.  Was  die  Reinheit^  Färb- 
losigkelt  und  Schärfe  des  Bildes  dieses  Teleskopes  anbelangt»  so 
übertrifft  es  darin  die  allerbesten  Achromaten  so  eminent,  das« 
der  erste  Blick  keinen  Zweifel  lässt  Namentlich  ist  dadurch  der 
Eindruck  sehr  angenehm,  dass  auch  beim  Scb wanken  des  Auges 
keine  Spur  von  Farbe  sichtbar  wird,  während  alle  Fernrohre  der 
"Welt  farbige  Säume  zeigen,  sobald  der  LichtbOschel  die  Pupille 
nor  theilweise  trifft,  da  kein  Achromate  ein  unsymmetrisches  Ter* 
decken  des  Objectives  erträgt  Dieses  Teleskop  wird  sich  also 
auch  ganz  besonders  zu  Heliometern  eignen. 

Ceberhaupt  ist  die  Tragweite  dieses  neuen  optischen  Prin* 
sipes  noch  nicht  abzusehen,  da  mit  einem  sehr  geringen  Aufwand 
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von  mechaoiBcher  Arbeit  ganz  vollendete  Bilder  erzielt  werden. 
Diese  stehen  zwar  jetzt  in  der  Helligkeit  bei  gleicher  Oeffnnng 
noch  etwas  (Vs»te1)  gegen  die  Achromaten  zurflck.  AHein  sie 
können  dagegen  bei  sehr  kurzen  Lfingen  eine  ungemein  grosse 
optische  Krall  erhalten.  Herr  Steinheil  lässt  jetzt  ein  6zaHige8 
Teleskop  dieser  Art  ausföhren,  was  nur  33  Zoll  lang  ist,  leicht 
getragen  und  am  Fenster  benutzt  werden  kann,  und  in  der  Wir- 
kung einem  Refractor  wenigstens  gleich  kommt ,  det*  8  Fuss  Brenn- 
weite hat  und  nur  auf  Sternwarten  benutzt  werden  kann.  Bedenkt 
man  uber<liessy  dass  diese  Instrumente  bei  gleicher  Leistung  wphi 
nicht  die  Hälfte  im  Vergleich  zu  jetzigen  Achromaten  kosten 
werden  und  .dass  sie  diesen  an  Dauerhaftigkeit  nicht  nachstehen, 
da  durch  das  fclas  die  genaue  Gestalt  .für  alle  Zeiten  erhalten 
wirdj  neue  VersUberung  aber  nicht  mehr  ^fihe  kostet,  als  das 
Reinigen  des  Objectives,  was  auch  jährlich  vorgenommen  werden 
muss,  so  scheint  durch  die  Anwendung  der  Silberspiegel  dem 
Freunde  der  Astronomie,  so  wie  dem  Manne  des  Faches,  der 
'GebraiiAk  mächtiger  Instrumente  unter  allen  Verhältnissen  ermög- 
licht zu  sein.  Herr  Steinheil  verspricht  schliesslich ,  der  Classe 
demnächst  ein  katadioptrisches  Mikroskop  vorzulegen,  was  nach 
ähnlichen  Prinzipien  wie  dieses  Teleskop  berechnet  und  con- 
struirt  sei. 

2)  Ebenderselbe  hat  in  Folge  einer  Anregung  des  Herrn  Pro- 
fessor Seidel  und  mit  Genehmigung  des  hohen  Ministeriam«  für 
die-  OHithemaiisch  *  physikalische  Sammlung  des  Staats  ein  4B0lli* 
ges  parallaktisch  montirtes  Femrohr  anfertigen  lassen,  was  4nit 
einem  neuen  Okniarphotometer  versehen,  bestimmt  isl,  die  Heilig» 
.keitsmessangen .  der  Sterne  bis  znr  7.  GrOssenklasse  su  emi5g^ 
Ischen.  Dieses  Instrument,  welches  Herr  Stein  heil  der  dasse 
^iemit  vorzeigte,  soll  an  Herrn  Professor  Seidel  airf  3  Jahr« 
sor  freien  Benntaung  Obergeben  werden,  nm  denselben  in  den 
Stand  zu  setsen,  seine  schteen  und  nfltdicben  Arbeiten  in  der 
Phatewstrie  de»  HisMnels  anch  auf  kleinere  Sterne  anszadehnen^ 
aIs  das  bisher  benntate  Instrument  ven  Heim  Stein^iell,  ii*«s 
MT  13  Linien  :Oeffming  hat,  gestattete. 

Diesem  Photometer  liegt  die  Idee  zn  Grunde,  je  zwei  Sterne 
durch  Zuziehung  eines  dritten,  der  während  der  zwei  Verglei* 
chungen  seine  Helligkeit  nicht  ändert,  zu  bestimmen»  Hiedurch 
ist  es  möglich  geworden,  ohne  auf  die  Elimination  der  Helligkeit 
\)es  Grundes  zu  verzichten,  auf  dem  die  beiden  Sterne  erschei- 
nen, den  Apparat  in  eine  blosse  Okularvorrichtung  uma^ugestalten. 
Diese  Ifisstsich  an  jedem  Fernrohre  anbringen,  womit  die  Schwie- 
tigkeit  entfernt  ist,   die  bisher  bestand,  dass  nämlich  zu  solchen 
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Indessen  gestattet  tiuch  dieses  Itfistrament  nicht»  die  kleinsten 
Bterne,  die  e^  zeigt.  In  HeHigkelt  mit  einander  za  tergleicben, 
weil  ein  schwaeher  Stern  verschvrtndet,  wenn  er  in  eine  Licht- 
fläche ausgedehnt  wird.  Dieser  Nachtbeil  trifft  die  Methode  und 
ist  nicht  zu  entfernen  durch  Benutzung  grosser  Instrumente.  Denn 
auch  bei  diesen  werden  immer  noch  circa  5  Grössenklassen  wei- 
ter sichtbar  sein,  als  verglichen  werden  kOnnen.  Die  Messungen 
durcjbi  Lichtflächen  werden  si^h  somit  nie  bis  zu  den  kleinsten 
Sternen  ausdehnen  lassen,  die  unsere  Instrumente  noch  zeigen» 
Cm  die  kleinsten  sichtbaren  Sterne  zu  yergleicben,  rouss  die 
Ter^eitehiing  nothwendig  im  Bilde  vorgenommen  werden.  Allein 
alte  bisberigeii  Tersuehe  der  Art  haben  zo  kehiem>  Erfolge  ge^ 
fH^Tt,  «nd  kennten  es  auch.  iMvt,  w*eil  man  immer  darauf  aus- 
^^i  dem-  hellern  8te(rn  dnrok  Vierengung  de»  Objeetives  Licht 
in  tenlalehen,  um' Ihn  gleii^h-  heiPmit  dem  bleinern  zu  nacfa^. 
BiMuMlr  abor  wird  dd^^Betigim^siPdiefbchen  nothwendig  um  so 
grosser,  je  Alein^  <die  ObjeetivfiAmAg  mlhd.  Ih  demselben  Masse 
wird  aber  auch  die  Beleuchtung  des  Scheibchens  matter,  so  dass 
man  einen  matten  Lichtkreis  in  Helligkeit  zu  vergleichen  hätte 
mit  einem  durchmesserlosen  stechenden  Lichtpunkte.  Da  die  bei- 
den Erscheinungen  durchaus  keine  Aehnlichkeit  haben ,  ist  es  klar, 
dass  alles  Urt^eH  aber  gleich  hell  aufhört,  und  dass  sie  auf 
diese  Weise,  dieGbrigeqs  von  Humboldt.,  Bie^rschel,  (xer- 
iing  q,  A*  vielfach  angewandt  wurde,  nicht  sicher.zu  vergleicbeasind. 

Zwei  Stern«  sind  offenbar  nur  dann  als  gleich  in  Helligkeit 
zu  beurtbeiflem,  wenn  ihre  Beugnngsseheiben  gleich  gross  sind. 
S\t>H  daher  ein  Vergleieh'ungsstern  hergestelltwerden,  dessen  Beer* 
gnngsscfaeibcben  im  Durchmesser  abnimmt  mit  der  Helligkeit  und 
dieser  proportional  i  «o  muss  das  Verbältniss  der  Oeffnung*  und 
Brennweite  des  Objectiyes,  welches  ihn  zeigt,  dasselbe  bleiben, 
wie  bei  dem  Stern,  den  das  Hauptfernrohr  zeigt,  und  die  Verminr 
dernng  des  Lichtes  muss  jedes  kleinste  Element  des  Objectives 
treffen.  ^  Denn  auch  auf  diese  Art  wurden  aus  beiden  zu  verglei* 
chenden  Sternen  gleich  grosse  Lichtfläcben  von  gleicher  Grund: 
helligkeit,  wenn  man  beide  Lichtconus  in  gleichem  Abstand  vom 
PUde^  betrachtet,  und  daher  müssen  auch  im  Bilde  selbst  die 
zwei'Sterne  noch  als  gleich  be|l  erscheinen.  .  ^ 

DIeta  Bedingung  hut  nun  Hl^rr  Steinheil  erfiallt  doreh  An* 
bringung  eines  Fernrohres,  was  um  so  mehr  verkleinert,  je  wei- 
ter sein  gegee  den  Veigleicfaungisstern  gerichtetes  Okular  her- 
ausgezogen wird,   und  es  gibt  die  Verstellung  des  Okulare«  da« 
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Mass  flir  die  Verminderang  der  Helligkeit  Aof  diese  Wi^e  lae- 
«eo  sich  die  Sterne  im  Bilde  eben  so  sieber  vergleicheo,  ab 
durch  Licbtscheiben»  well  man  auch  bler  bei  gleicher  Helligkeit 
der  Fläche,  aber  bei  gleicher  Grösse  derselben  vergleicht^  die 
Vergleichang  somit  auf  dasselbe  Prinzip  zarückgeführt  ist 

Dieses  neue  Rhotometer  besteht  bloss  in  einem  eigens  con- 
struirten  Okular  und  lässt  sich  bequem  an  jedem  Fernrohre  ohne 
alle  Abänderung  anwenden ,  so  dass  die  Bestimmung  der  kleinen 
Sterne  5  die  ihrer  grossen  Anzahl  wegen  viele  Beobachter  Fordert 
die  sich  in  die  Arbeit  theilen,  von  Jedem  vorgenommen  werden 
kann»  der  im  Besitze  eines  Fernrohres  ist. 

Herr  Steinheil  glaubt  seine  Methode  der  Bestimmung  dat 
Lichtmengen  der  Sterne  durch  diesen  neuen  Beitrag  wesentlich 
vervollständigt  zu  haben»  da  erst  jetzt  alle  Sterne  vis^leidibar 
Bind,  und  wird  eine  ausführliche  Beschreibung  des  neseii  Appa- 
rates yit  Abbildung  für  die  Denkschriften  bearbeiten»  da  noch 
seine  erste  Arbelt  Ober  diesen  Gegenstand:  ^Elemente  der  Hei- 
ligkeitsmessnngen^'  in  den  Denkschriften  gedruckt  iat 


Teleacope  mit  Silherspiegeln   auf  Glas*). 

München.  In  der  Sitzung  der  mathematisch-physikalischen  Classe 
unserer  Akademie  der  Wissenschaften  vom  12.  d.  M.  legte  der  Aka* 
demiker  Ministerialrath  v.  Steinbeil  ein  in  seiner  Werkatätte 
ausgef&hrtes  Teleskop  mit  Silberspiegeln  auf  Glas  vor,  das  von 
80  überraschender  Wirkung  ist,  dass  dieser  neue  Gegenstand, 
der  eine  grosse  Zukunft  für  die  Instrumental -Astronomie  erwar^ 
ten  lässt,  wohl  in  weiteren  Kreisen  Interesse  erregen  dürfte. 

Es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  dass  das  New  ton 'sehe 
Spiegelteleskop  vom  Standpunkt  der  Theorie  aus  ungemeine  Vof- 
Züge  vor  dem  Fernrohr  besitzt,  weil  seine  Theorie  streng  richtig 
Ist,  und  daher  auch  mehr  leisten  rouss,  als  die  vollendetste  Diop- 
trik.  Denn  hier  wird  der  Lichtstrahl  nicht  In  seine  Farben  ser- 
legt,  wie  bei  der  Durchdringung  dei;  Glaslinsen.  Es  entatahen 
also  jene  Farbensäume  der  Bilder  gar  nicht»  deren  Hebung  in  der 
Dioptrik  die  grOsste  Schwierigkeit  bildet,  und  die  nie  Tollstind^ 
gelingt,  namentlich  bei  grossen  Refractoren  unvenaeidlioh  bleibt 

*)  Aas    der   Beilage   sn  Nr.  Ita.   («4.  Jual  tnSB)   der  AllgiNnefaMn 
Mtaagr 
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Aber  die  Teleskop«  hatten  ao  greeee  M&iigel  anderer  Art  kn  Y^- 
gleieb  la  den  Refractoren »  daaa  ale  bei  una  Id  Deatachlapd  (etwa 
aalt  Ananabme  von  LHientbal)  eigeatlicb  nie  Eingang  fanden.  Nur 
in  England»  dem  Lande»  vre  aie  erfunden  wurden»  bat  man  aie 
nait  Erfolg  in  der  Wiaaenscbaft  benutzt.  Die  Mängel  der  8pie* 
gelteleakope»  die  biaber  alle  Talente  dieser  Sphäre  abacbreckten» 
ihre  Kräfte  der  Verbesserung  dieser  Instrumente  zu  widmen»  und 
sie  veranlassten»  sieb  der  Dioptrik  zusnwenden»  sind  nun  baupt- 
s&clilicb  folgende:  1)  beträgt  der  Licbtverluat  bei  Reflexion  von 
Metallspiegeln  33  Procent  und  mabr»  so  dass  ein  Teleskop»  das 
zweimalige  Reflexion  des  Licbts  fordet  t»  56  Procent  des  einfal- 
leudenXicbts  absorbirt»  nnd  also  fest  doppelt  so  grossen  Durch* 
mmmsßf  als  ein  Femroiir  nothig  bat»  um  gleichviel  zu  leisten* 
3)  Ein  noch  schlimmerer  Uebelatand  bei  den  «Spiegelteleskopen 
ist  ihre  geringe  Danerbafrigkeit.  Sehr  bald  laufen  die .  Spiegel 
durch  Einwirkung  von  Gasarten  an»  nnd  ein  Anipoliren»  um  sie 
99  reinigen»  bat  in  der  Regel  den  Untergang  der  genauen  Gestalt 
dee  Riegels  und  damit  seiner  Leistung  zur  Folge.  Ausserdem 
aber  zeigen  3)  die  Spiegelteleskope  nie  so  scharf  als  die  Refrac- 
toren» weil  die  sphärische  Abweichung  des  Spiegels  hier  nicht 
so,  wie  bei  den  Fernruhren  vernichtet  werden  kann. 

Das  vorgezeigte  St  ein  heil' sehe  Teleskop  ist  nun  frei  von 
diesen  Mängeln.  Eine  dem  Anschein  nach  unbedeutende  dhenilsche 
Erfindung  hat  die  Entfernung  aller  Mängel  des  Teleskops  ermög- 
licht», und  ist  also  von  unberechenbarem  Nutzen  Rlr  Optik  und 
Astronomie.  Liebig*s  Versilberung  polirter* Glasflächen»  nach 
einer  neuen ,  bis  dahin  noch  nicht  veruffentlichten  Methode»  ist 
nämlich  so  überaus  gleichmäAsig  und  dünn,  dass  die  Metallseite 
der  Versilberung  eine  vollkommene  Aequidistante  der  Glasfläche 
bildet  und  durch  blosses  Abreiben  mit  weichem  Leder  zum  hoch- 
polirten  Spiegel  wird.  Dabei  haftet  diese  höchst  dflnne  Silber- 
schicht so  fest  an  dem  Glas»  dass  der  Spiegel  selbst  hoben 
Temperaturen  ausgesetzt  werden  kann»  ohne  sich  wie  die  bishe« 
rigen  ähnlichen  Versilberungen  abzuläsen.  Nach  Messungen  von 
Steinheil  Ist  der  Lichtverlust  dieser  Silberspiegel  unter  45^  nur 
9  Proe.  (S.  Astron.  Nachr.  Nr.  1138.)  Er  beträgt  also  bei  zwei* 
raaüger  Reflexion  nur  17  Proc.»  während  ein  Frauen  hofer'sches 
Objeellv  23  Proc.  Lichtverlust  hat  Teleskope  mit  Silberspiegelo 
etehen  sonach  den  Fernrohren  gleicher  Oeffnnng  In  Helligkeit 
nleht  sacb«  Nun  hat  aber  Steinbeil  anch  Mittel  gefunden»  die 
iphäfiselie  Abweiefanng  der  Spiegel  durch  ein  Ueines  negatives 
Objeetiv»  das  einen  Theil  des  Oculars  bildet»^ in  aller  Strenge» 
wie  bei  den  Refractoren»  aufzuheben»  so  dass  die  Dentllchkeil 
des  neuen  Spiegelteleskops  selbst  die  der  besten  FemrObre  flber- 
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tifffk»  weil  kdne'Spur  TMi  farbigen  Sftom^li  hn  deti  BiMcra  siebt- 
bar wird.  I>ie  mit  einer  Slfberecfaicht  wim  der  Bücke  feines 
Dr^ssigtaaeeedsteis  eHier- Linie  belegte'»  genau  Bpbariseii  pibiirle 
GlasiSefae  des-  Spiegels  bleibt  sonach  stets  gesdbfltzt  dvTcb  die 
SlibeTscbicht.  Selbst  wenn  diese  mit  der  Zeit  «nläiift  und  dufdi 
Abreiben  mit  Leder  wieder  rein  gemacht  werden  muss »  bleibt  die 
GlasflSche  unberührt»  und  damit  die  genaue  Gestalt  erhalf eti«  Ja, 
wenn  selbst  mit  der  "Zeit  die  Versilberung  des  Spiegel»  cmenert 
werden  mnss»  so  ist  dazu  nii^ht  mehr  Mühe  und  Vorsicbl  erfor* 
derlicfa»  als  jetzt  beim  Reinigen  der  Objective.  Diese  Teleskope 
sind  also  wenigstens,  eb^n  so  dauerhaft  alis  Refractoren.  Sie  bi«^ 
ten  aber  noch  andere  wesentliche  Vortheite«'  Es  kann  nlmlich 
die  Oeffnung  Im  Verhältniss  zur  Brennweite  vic^l  grOssef  als  bei 
Fernruhren  gemacht  werdeh.  Das  vorgelegte  Teleskop  liait  9  2ofl 
Oeffnung  und  18  Zoll  ärenoweite,  während  es  in  der  Leistung 
einem  dreizSlligen  Fernrohr  von  42  Zoll  Brennweite  sehr  nahe 
gleichkommt.  Ein  sechszSIliges  feleskop  bekommt  nur  -3^  Zoll 
LSnge,  und  bleibt  somit  leicht  transportabel  und  am  Fenster  be- 
nutzbar» während  die  Anwendung  eines  sechszdlligen  Refracters 
gleicher  Leistung  eine  Sternwarte  erfordert. 

.  Endlich  ist  die  Herstellung  dieser  Teleskope  einfach  im  Ver- 
hältniss zu  der  der  Refractoreo»  und  ganz  unabhängig  von  homo- 
genem wellenfreien  Glas»  so  dass  die  Preise»  im  Vergleich  mit 
denen  der  Refractoren  von  gleicher  Leistung  von  Merz»  kaum 
ein  Viertel  betragen  werden.  Diese  Vortheile  sind  so  erheblich^ 
dass  wir  hoffen  dürfen»  die  Silberspiegel  •  Teleskope  bald  einge- 
führt zu  sehen.  Sie  scheinen  nicht  nur  geeignet»  in  der  Wissen- 
schaft Anwendung  zu  finden,  sondern  sie  werden  auch  den  Freund 
der  Astronomie  in  den  Stand  setzen»  die  Wunder  des  Biramels 
sich  ohne  grosse  Opfer  näher  als  bisher  ansehen  zu  können. 


Schreiben  des  Herrn  Dr.  Völler,  Lehrer  an  der  Realschole 
zu  Saatfeld,  an  den  Herausgeber. 

Da  der  im  dritten  Hefte  des  aOsten  Theils  Seite  3».  ▼ob 
Ihnen  erwähnte  und  zugleich  bewiesene  geometrische  Lefaivats 
itn  vierten  Hefte  dieses  Theils  Seite  479.  durch  Herrn  Profemor 
Dr.  KOnig  bereits  eine  andere  Lösung  gefunden»  so  eriaobe  Ich 
mir»  auf  Ihre  frühere,  noch  nicht  beantwortete  Frage:  ,»Wle 
ISsst  sieb  dieser  Satz  einfacher»  etwa  mittelst  des 
ptolemSischen  Lehrsatzes»  beweieen?*'  •—  folgende  Mit* 
theilung  zu  machen  ^ 
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Man  lege  um  das  Dreieck  abc  (Taf.  VI.Fig.4.)  einen  Kreie, 
ziehe  eine  beliebige  Linie  c€l,  verlängere  dieselbe  bis  sur  Peri- 
pberie  und  verbinde  dann  noch  die  P«rfcte  a  und  6  mit  f,  so  ist 
nach  dem  ptoleniäischen  Lehrsätze: 

ae.bf+bc.af—ab.cf.  '  ;(l) 

Da' aber  ^adfo^/j^bcd  und  paedes) {^bdf,  so  verh&lt  sich: 

af:äd:^bc:cd 
und 

bfibd=:^a€icd. 
Mithin  ist: 

^     bc.ad      '.^      acbd 

SabstliQlrt  man  diese  Werthe/  so  muss  No.  (1)  in 

ac^.bd  ■     bi^.ad       .     ^  % 

d.  i.  in 

ac'^.bd  +  bel^.ad=ab.cf.cd  ® 

übergehen.    Aus  leicht  zu  l>egreiCBoden  Gründen  ist  indess : 

cf.  cd  =z  cd^  +  cd.  df^ 
also 

HC* .  6d  +  bc^.ad  =  ab .  (cd*-|-  cd.df) , 

oder 

ac'^.bdA-bc^.ud—ed^.abz^ab.cd.df, 

Es  ist  Aber'*nun: 

cd»df^=^iid.db, 

weil  ^adfc^l^bdc.    Folglich  ist: 

ac^.bd  +  bc*.ad^cd',ab  =  ab.ad.bd^  (3>     ' 

w.  z.  b.  w.*) 


*)  Ich  danke  dnin  Herrn  Verfansfir  «ehr  für  divHO  Mtttlieilung,  da 
er  »eine  Vermnthiing,  das«  der  Sats  «Ich  am  betten  mitteUt  des  Pto- 
lemaitchen  Satze«  mäMe  beveiMO  h&Men,  «ehr  «choo  bestätigt.        Q* 
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Von   dem   Heraatgeber. 
A  u  f  g  a  b  B. 

Eio  rechtwinkliges  ebenes  Dreieck  zu  bestimmen, 
dessen  Seiten  in  stetiger  Proportion  stehen,  ond  wo- 
rin eine  Seite  die  gegebene  Grosse  a  hat 

Die  drei  Seiten  des  za  bestimmenden  Dreteöks  seien  dr,  y,  z. 
Nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  .soll  die  eine  Seite  die  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  den  beiden  anderen  sein.  Wir  wol- 
len annehmen,  dass  dies  die  Seite  y  sei,  und  denuufolge 

1) xiyz=zyiz 

setzen.    Da  wir  diese  Proportion  auch  unter  der  Form 

%iy=yix 

schreiben  können,  so  Ist  es  olFenbar  gleichgdltig,  welche  von  den 
beiden  Seiten  x^  <  als  die  kleinere  und  welche  als  die  grSssere 
angenommen 'wird;  denn  einander  gleich  können  beide  als  »Seiten 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  offenbar  nicht  sein,  weil  dann  ver- 
ro5ge  obiger  Proportion  augenscheinlich  x=^y^z  sein  mOsste*  das 
Dreieck  folglich  gleichseitig  sein  wurde.  Wir  wollen  daher  gros- 
serer Bestimmtheit  wegen  von  jetzt  an  Toraussetsen,  dass  voo 
den  beiden  Seiten  x^  %  die  erstere  die  grössere  seL  Dann  liefert 
uns  der  pythagoräische  Lehrsatz  die  Gleichung 

2) ^•±»«  =  »*, 

also  nach  1)  die  Gleichung 

3)  ......     .      a:*i:2*  =  j»i. 

Nun  soll  eine  der  drei  Seiten  die  Grosse  a  haben.  Es  kann 
also  « =  a  oder  y  =  a  oder  z^a  gesetzt  werden. 

L    Setzen  wir  drssa,  so  wird  vorstehende  Gleichung  3): 

4)  .    .    .    .     a«i:i*=:iii,    ««Ta«  =  T«*; 
woraus 

i  -!«• 

,  +  Ja* 
folgt.    Also  sind  bloss  die  unteren  Zeichen  zulässig ,  folglich 

i  +  JassdhiaVö, 
also 
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SD  setzen,  wo  oCenbar,  weil  x  seiner  Natur  nach  positiv  ist,  nur 
die  olMren  Zeichen  sallssig  sind,  nnd  daher 

«=J«(V5-1), 

folglich ,  weil  y*  =  «2  =s  az  ist, 

gesetzt  werdeD  niies.    Wir  haben  daher  die  Auflösung: 

die  den  GleichoDgen 

entspricht 

U.    Setzen  wir  z  =  a,  so  wird  die  Gleichnng  3) : 
6)    .    .    .    .    x'^J^a*=zax9    «*  — imtssT«*» 
woraus 


folgt,  also  wieder  bloss  die  unteren  Zeichen  sulfissig  sind.    Folg. 
lieh  ist 

also 

worin  man  bloss  ^as  obere  Zeichen  nehmen   kann,   weil  sonst  x 
negativ  werden  wflrde,  nnd  daher 

a?  =  J«(V5+l) 

setzen  mnss«    Wir  haben  daher»  weil  y^=arz=3iur  ist«  folgende 
Auflösung: 

ar=ia(V5+l),    ^  =  «^"^1,    2=a, 
welche  den  GIdehungen: 

entspricht. 
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s 

III.    Setzen  wir  y=7tr,  ^pwjrdtdie  GleichuDg  3)»  mit  Rfick- 
sieht  auf  die  Gleicbong  a;2=y*;=a*: 

6) «•dbi^^fl*,    jri— a«- 

Aus  diesen  Gleichungen  würde  folgen : 

folglich  fOr  das  obere  Zeichen: 

was  ungereimt  ist.    Also  istMöss  das  untere  ZeMhf^nsiilSMlg.  imd 
daher  zu  setzen: 

Ä^  — ««3=a*,    «res«*,  ..     . 
Also  ist 

o;«— ^  =  a*,    a:*-iiV  =  a*; 

folglich 

woraus 

a:«-ia«  =  ±J«V5,    a:«*=la«(il  V5) 

folgt,    und  daher  offeobar  bloss  das  obere  Zeichen  zulässig  ist. 
Mit  Rficksicht  darauf»  dass  o:^  positiv  sein  muss,  ist  also 

:r  =sa  Y  — g — ♦  - 
folglich 

Wir  haben  daher  folgende  AufKisung:' 

4/ V5-H  iTvs^i. 

*^"\  — 2 — *  y=«»  »=«\  — ^ä — ' 


/ 


welche  den  Gleicfauugen 

entspricht 

Wir  haben  also»  wenn  von  den  dreifiWten  4?»  y»  z  die  zweite 
y  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  beiden  anderen  x»  s 
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MMtcbiK»,  iiB4:v|m  iV^«ei^  leMereii  x  Sit  gr9flMre  sein  jsoll» 
4ie  drei  fol|^iid«D  Auflosunge^i: 


0,    gn=iay 


V^=I 


«a:  JirfVO*-l>; 


^yff+l- 


welche  deo  Gleicbangen.:  ^ 

I*.    xzsza,    j:2  =  y*,    a:* — 2*=y*    oder   y*  +  s*=:j;*; 

11*.    a:*— 2*  =  y*  oder  y«  +  2«±=,ar*,    xz=:y*,    z^^a\ 

111*.    o:*  — i*  =  y*    oder  ^  +  x«=i:ar*,    ^  =  0»    a?i=y* 

eotsprecben.  •:•<{. 

Durch  eine  einfache  Probe  kann  man  kieh  ydn  der  Richtig- 
keit der  vorstehenden  Resultate  überzeugen«  Die  Hypotenuse  ist 
nach  den  vorstebenden  Gleichungen  immer  x^  was  sich  auch  von, 
selbst  versteht,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  offen- 
bar X  die  grosste  von  allen  direi  Seiten  sein  muss. 

Zur  CoDstruction  von  1.  dient  die  Gleichung 

also  die   Proportion: 

und  die  Construction  ist  aus  Taf.  VI.  Fig.  5.  von  selbst  ersichtlich. 
Zur  Construction  von  11.  dient  die  Gleichung 
aar  +  a*=.T*,    a*=:ar(ar— a); 
also  die  Proportion: 

a? :  a  =  a :  ar-— a, 

und  die  Construction  ist  ans  Taf.  VI.  Fig.  6.  von  selbst  ersichtlich, 
7ur  Construction  von  111.  dienen  die  Gleichungen 
a?*  —  *•  =  (j?  —  i)  (or  +  x)  =  o*,    an  =  a* 
oder  die  Proportionen: 

X — z:a  =  ii:;r-t'2,    a::a  =  a:i; 
deren  OMHiisipb  auC. folgende  Ai^t. bedienen  kann. 
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Ueber  «fner  heliebfgen  Geraden  AB  (Tat  VI.  Rg.?.)  ah  Ihircli* 
messer  beschreibe  man  um  den  Mittelputikt  C  einen  Kreis,  errichte 
ünt  AB  in  B  ein  Perpendikel  HD^AB  ond  siehe  dorcb  C  und 
D  eine  den  Kreis  in  E  und  F  schneidende  Gerade.  Hierauf  be- 
schreibe man  Ober  BD  als  Dnrchniesser  einen  Kreis,  trage  io 
denselben  von  D  aus  DE  als  Sehne  ein,  so  dass  DG=zDE  wird, 
nnd  ziehe  BG,  so  erhSIt  man  das  rechtwinklige  Dreieck  BDG. 
Nun  schneide  man  auf  BG  von  B  aus  BG'  =:  a  ab  und  siehe 
G'l>  mit  GD  parallel,  so  ist  BiG'/V  das  verlangte  Dreieck. 

Denn  es  ist 

BD»=DE.FDz=:DG.(DG  +  BD), 
also 

/BDy_        BD 
\Dg)  =*  +  2>S' 

ond  femer  nach  der  Constrncflon 

BD_BD'       ,      /ÄZ)' V  _ ,  .  Äiy 
DG^WG^'   •'*''  VB^y  -*  +  B^' 
oder 

BD^^=^D'G'^  +  D'G'. BD',    BV^'^D'G^^UG .BDF. 
Nun  ist  aber  nach  der  Construction 

Äiy«— D'G'«=i?6?'«  =  a«,   also  UG.BD'  =  a\ 
Setsen  wir  also 

BU^x,    D^G'^t,    BG'^a\ 

so  genfigt  das  rechtwinklige  Dreieck  BG'IV  offenbar  den  Bedin- 
gungen 

und  ist  also  das  gesuchte. 


Bemerkungen  Aber  einen  geometrischen  Elementarsatz,  über 

die  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen   und  eine 

Anfgabe  aus  der  Lehre  vom  GrSssten  und  Kleinsten. 

Voa  dem  Herantgeber. 

I. 

In  den  Nouvelles  Annales  de  Math^matiqnes.    Tome 
XVI.  Mars  1867.  p.  125.  bat  Herr  E.  A.  Gousy  sa  LausaBse 
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die  ^ende  Wacbtcnswerlbt  vnd  AuliiÄlim*  in  die  Etemeete  ver- 
dieneoda  Constvaetiee  der  mittleren  Pr^^ertionallinie  swincben  swcj 
Kegebenen  Linien  mitgetlieilt,  ivelclie .  blo8»  den  Gebrancb  dee 
Lineals  und  Zirkels  >  niebt  eue)i,  wie  die  gewübnlicben  Conetruc- 
tionen,  des  recbtviiokligen  Dreiecks,  in  Anspruch  nimmt.  Ob 
diese  Constmction  sonst  schon  bekannt  ist»  iveiss  ich  nicht;  mir 
war  sie  unbekaont,  and  tat  die  Leser,  vvelche  sich  in  gleichem 
Falle  mit  mir  befinden,  tbeile  ich  sie  hier  mit. 

Die  beiden  gegebenen  Linien  seien  a  und  b,  und  a  sei  die 
grdssere.  Auf  einer  beliebigen  geraden  Linie  Üf/V  (Taf.  VL  Fig.  8.) 
tiage  man  AB^b  auf,  und  eiacib^  ACr=^a  und  BDzsa^  Hierr 
auf  beschreibe  man  mit  der  ZirkelOffnung  a  ans  C  und  />  als 
Mittelpunkten  swei  sich  in  E  schneidende  Kreisbogen,  und  ziehe. 
EA  oder  EB,  so  ist  jede  dieser  beiden  Linien  die  gesuchte  mitt- 
lere Proportionallinie  swisehen  a  und  6. 

Der  von  Herrn  Gousy  nicht  gegebene  BcH'eis  ist  se&r  leicht 
%n  i&hren.  Man  denke  sich  EC  und  ED  gezogen  und  von  E  auf 
AB  das  Perpendikel  EF  geOUIt,  welches  AB  in  F  halbiren  wird, 
so  dass  AFssBFss^b  Ist  Nach  einem  bekannten  Satze  vom 
Dreieck  ist  nun 

B&ssÄE^+TJ]P+2.DA.aF\ 
also  nach  der  Construction  offenbar: 

««=JE*  +  (a-*)«  +  2(a-.*).i4 
=ZE«+(o-6)>+(«— 6)*, 
folglich  nach  gehöriger  Entwickeinng  auf  der  rechten. Seite: 

woraus  auf  der  Stelle 

J£s=ai   oder   «:2£s=2£:A 
folgt,  wie  verlangt  wurde. 


Die  von  Lagrange^)  gegebene  Methode  zur  Auflösung  der 
▼oUständigea  bi^uadratisclien  Gl^chnngen,  in  denen  das  zweite 


»)lleavea«s  Memoire«  de  Berlia.    t*.  IL 
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-eifed  nlchtfoÜlt,  scheint  uidii  m  MhaDiit  so'aeifi'«  ifrie-ri^  ver- 
dient; ich  will  dieselbe  daiier  in  Folgenden  knite^mltthäMen,  vnea» 
die  Methode  auch  nnr  als  einer  Verallgemeinerang  d#r  behataotwi 
alten  Methode  von  Ferrari  asn  betrachten  ist« 

Die  aufzulösende  Gleichung  sei 

Man  brioge  dieselbe  auf  die  Form 

0:*  +  «^*=— 6i^ — ca?  — €?, 

bnd'addire,  indem  »eine  neue  unbekannte  (irGsM .  beaeiciHiel; 
'knf  beiden  Seiten  die  tvrusse    '■  *       -o        t 

so  erhSlt  man  linics  die  Gtosse    '  '  ""  '  «•*•.. 

also  das  vollkommene  Quadrat 

und  rechts  die  Grosse 

—  hx^^cx-^d  +  (2m  f  Ja^.i«  +  aux  +  ti* 
=  (2ti  +  Jci«-A)a?«  +  (att-lc>j?-f  ««-</. 
Jede  iSrosse  von  der  Form 

uäfl  +  /Sa:  +  )r:. 
ist  nun  immer  dann  ein  vollkommenes  QuadM, '  welMi  .  / 

ist,  weil  unter  dieser  Voraussetzung  oS^ji^  .        ,    . 

«ap*  + /Ja?  +  y  =  (;i?  V«  +  Vy)* 
ist 

Bestimmt  man  also  n  aus  der  Gleichung 

so  ist  die  GrSsse,  welche  man  oben  anf  der  rechten  Seite  den 
(Bleichheitszeichens  erhielt«  da«  V4illstfodi^  (|iiadrat 
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GMchoNg; 

welche  auf  die  quadratische  Doppetgleichong 

führt,   ans  welcher  die  Werthe  von  or  auf  bekannte  V^else  be- 
stimmt werden  k6oiieiLr  ;  ■\''  :     ,,  -f  *  ■  v 

Die  Gleichongy  ans  welcher  nach  dem  Obigen  u  bestimittt 
werden  muBs,  fuhrt  *zlivd#r  Crlenhaiyg: 

(flti— !?)•  =  4(2ti  +  Ja«— -6)  («•— d), 

und  wird  nach  gehuriger  Entwtckelong  leicht  auf  die  Form 

gebracht»  ist  also  Vom  dritten  Grade. 

Daher  hat  man  jetzt  zur  Bestimmung  von  x  die  beiden  fol- 
genden Gleicbongep  des^jritten  und  xfrelttn'  Grades  t 

ii»-i6M«  +  i(flc-4d)ic-J{(a«-46)€l+c«)  =  0, 

In  denen  die  vollständige  Auflösung  der  Gleichung  des   vierten 
Grades 

j^  i-  ax*  +  bx^  +  cx+d  =  0,  . 

in  welcher  das  zweite  Glied  nicht  fehlt»  enthalten  ist 


'^  1 


III. 

•  •  •  ..      .    ■    I 

A  u  f  g  a  b  e. 


Drei  Grosston  x,  p,  «»    deren  Snmi|ie   die   gegebene 
Grosse  s  ist,  s|pd  duroh  Messung  bestimmt  worden*)» 


*)  Eewa  die  drei  Wiokel  eines  ebenen  Dreiecke- mir  ^iem'TIleeAllllMl. 
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und  man  habe  dadurch  fCr  diese  drei  GrSeeen  reepec* 
tive  die  Werthe  a»  6,  e  erhalten.  Da  diese  Werthe  mit 
Beobachtungsfehlern  behaftet  sind»  und  ihre  Summe 
also  im  Allgemeloeo  nicht  genau  t  ist»  so  soll  ma«  die- 
selben so  verbessern»  dass  die  verbesserten  Werthe 
genau  die  Summe  i  geben»  und  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Verbesserungen  ein  Minimum  Ist 

Auflösung. 

Die  gesuchten  Verbesserungen  seien  ar| »  f| ,  ^ ,  so  mnd  die 
▼erbessertea  Werthe  a-f  jr|.»  6-f  jfi>  ^-¥^1  i^Im  nach  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe 

(a+«i)  +  (6+yi)+(c+i,)a=# 
oder 

*i+yi +«!=»—(« +  *  +  <?)• 
Die  Summe 

seil  ein  Minimum  werden.    Weil  nach  dem  Vorhergehenden 

ist»  so  ist 

also : 

Hieraus  ergiebt  sich: 

^  =  4j?i  +  2yi-2U-(a+«  +  c))!, 


Wi 


=  4fi  +  art-2{f-(a  +  6  +  c)); 


also  wegen  der  bekannten  gemeinschaftlichen  Bediogungen  des 
Maximums  und  Minimums: 

2yi  +^i  —  l«-(a+6+c))  =  0. 
wotans  mam  sogleich: 
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aUo,   iodem  man  zugleich  beachtet»   dass  nach  dem  Obigen 

ii=f  — (a+6+c)— jTi— yj 
ist, 

erhält. 

Um  zu  prüfen,  ob  wirklich  ein  Minimum  Statt  findet«  mvms 
man  die  zweiten  partiellen  Differeotialquotieoten  von  u  entwickeln, 
wodurch  man  erhält: 

Also  ist,   ünabbSngig  von  bestimmten   Wertfaen  von  Xi   und  y^, 
folglich  auch  ftir  die  obigen  Werthe  dieser  Grossen : 

diese  GrSsse  aUo  negatir,  und  die  Differentialquotienten 

^  """^  W 
sind  beide  positiv,    woraus  sich  ergiebt,    dass  die  Bedingungen 
des  Minimums  vollstSndig  erfüllt  sind. 


Ueber  die   InhaltsbestimmuDg   einer    gewissen    Blasse  voti 

Körpern. 
Von  dem  Heransgeber. 

In  den  Probl^mes  pour  les  arp^nteurs.  Traciuit  de 
i' Italien.  Paris.  1803.  bat  Mascherooi  Inhaltsbestimmungen 
gewisser  Korper  ohne  Beweis  mitgetheilt,  welche  nicht  so  bel^annt 
zu  aeio  scheinen,  wie  sie  verdienen.  Der  französische  Üeber- 
setzer  sagt  in  der  Vorrede  von  denselben:  „Enfin,  le  cinquieme 
livre,  apr^s  quelques  propositioos  simples,  en  ren forme  quelques 
autres  plus  difficiies,  dont  les  dämonstratlons  poorraient  ^tre 
longues  et  penibles,  si  Ton  s'en  tenait  aiix  prineipes  de  la  G^o- 
m^trie  ordinaires,  mais  se  trouveront  faciiement  au  mayen  de» 
formules  que  fournit  le  caicul  integral  pour  la  cubatore  des  soll- 

TheU  XXXI.  m 
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des.*^  In  der  That  bedarf  mau  aber  der  allgemeineD  Cubator- 
Formeln  der  lotegralrechnung  nicbt,  um  £U  den  betreffeoden 
Sätzeu  zu  gelangen  9  sondern  reicht  mit  einigen  leichten  elemen- 
taren Gräiizenbetrachtungen  vollkommen  aus,  welche  ich  in  die- 
sem Aufsätze  im  Interesse  des  stereometrischen  Elementar-Unter- 
richtSy  in  welchen  die  im  Folgenden  entwickelten,  auch  praktisch 
wichtigen  Formeln  aufgenommen  zu  werden  verdienen»  mitthei- 
len  werde. 

In  Taf.VI.Fig.9.  sei  ABCA'B'C*  ein  Körper,  welcher  von 
den  beiden  parallelen  ebenen  Dreiecken  ABC  und  A'B'C  als 
Grundflächen,  den  beiden  ebenen  Seitenflächen  ABA'B'  und 
ACA'Cy  und  der  windschiefen  Seitenfläche  BCB C\  welche 
entstanden  gedacht  wird  durch  Bewegung  einer  Geraden,  die 
parallel  mit  den  beiden  einander  parallelen  Grundflächen  fortwäh- 
rend auf  den  beiden  Geraden  BB*  und  CC  hingleitet,  so  dass 
also  diese  windschiefe  Seitenfläche  von  jeder  den  beiden  Grund- 
flächen parallelen  Ebene  in  einer  den  Grundflächen  parallelen 
Geraden  geschnitten  wird,  eingeschlossen  wird.  Die  Entfernung 
der  beiden  parallelen  Grundflächen  von  einander  soll  die  Hube 
des  Körpers  ABCA'B'C  genannt  und  durch  A  bezeichnet  werden. 

Um  den  Inhalt  J  dieses  Körpers  zu  bestimmen  erinnern  wir 
uns  zuerst  an  den  folgenden  Satz  *) :  Wenn  in  dem  Trapczio 
ABCD  (Taf.  VI.  Fig.  10.)  mit  den  parallelen  Seiten  AB  and  CD 
die  Linie  £F  parallel  gezogen  ist,  so  Ist  immer: 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Hohe  des  KVnpevaABCA'B'C 
(Taf.VI.Fig.9.),  dessen  Entfernungen  von  den  beiden  Gruod- 
flächen  ABC  und  A'B'C  sich  wie  m:m'  verhalten  mögen,  den- 
ken wir  uns  eine  den  beiden  parallelen  Grundflächen  parallele 
Ebene  gelegt,  welche  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  den 
in  Rede  stehenden  Körper  in  einem  Dreieck  schneidet,  dessen 
in  den  ebenen  Seiteuflächen  ABA'B'  und  ACA'C  liegende  Sei- 
ten nach  dem  vorhergehenden  Satze  vom  Trapezio  offenbar 

oder 

m.A'B'  +  m'.AB  m.A'C  +  m'.AC 


•)  Theil  \\\.  S.  400.  Note. 
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sind.    Abo  ist»  weno  wir  den  Winicel  BAC  oder  B'A'C   durch 
A  beseichnen,  der  Inhalt  des  in  Rede  stehenden  Dreiecks  offenbar: 

,   m.A'B'  +  m'.AB  m.A'C  +  m'.AC    .     . 

Theilen  wir  nun  die  H5he  h  ansers  Körpers  in  n  gleiche 
Tbeile,  wo  n  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  erhellet  mittelst 
einer  ganz  einfachen  Betrachtung  auf  der  Stelle«  dass,  wenn  im 
Folgenden  die  Gränze  sich  auf  ein  in's  Unendliche  wachsendes 
ft  bezieht,  der  Inhalt  Jauf  folgende  Art  ausgedruckt  werden  kann: 

J=iBioALim'''  {     ^ • ^-^^ \ 

n  f  ft  n  \ 

.  l.A'B'Mn-l).AB  l.A'C+(n-l).AC 
'  n  n 

2.A'B'+(n^2).AB  2.A'C'+(n'-2).AC 
n  '  n  ' 

.  Z.A'^B'  +  (n-3).AB  3.A'C  +  (n^3).AC 
• ^ • z 

n  n 

u.  s.  w. 

(n  — l)..4^i?^-Kit— (tt~l)).^iB 
"*"  n 

^  (n'^l).A'C+(n-(n'^l)).AC 


Alle  Glieder  zwischen  den  Klammern  in  diesem  Ausdrucke  sind 
▼on  der  Form: 

*a'  +  («-*)a  kb'  +  (n--k)b 
n  n 

also  von  der  Form: 

1 

^  { ifo'6' +  Ä(n  -  A)  (a6' +  6a')  +  (n — A)»«ft  1 ; 

folgiieb  ist  offenbar: 

[l>+2«+3»+....+(n— l)«].^'fi'.il'C' 
. +p  1.(1+2+3+....  + (n-1))  -II 

J=ihe\nAL\m.^\     L         -(l«+2»+3«+....  +  (n-l)»)  Jl 

XiAB.A'C'+AC.A'B') 
+  [l«  +  2«  +  3»+....+n«].><Ä./<C  / 
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NoB  ist  aber: 


Lim  l[l« +  2«  f  3«+....  +  (n-l)«]  =  Llni.^^5-^^^— ^ 


=  Uin.i(l-^)(2-^)=i. 


=Lim .  -,  L 2 6 J 

=Llm[i(l-i)-i(l-l)(2-^)]=4-l  =  J. 

=Lini.i(l  +  ^)(2  +  i)  =  l; 
abo  nach  dem  Obigen  offenbar: 

oder 

Jzs\hüÄA{AB,AC-^\{AB.A!C'-\^AC,A'B')^A'B.A'C'\, 
oder 

J=khB\aA\AB.{AC-V\A'0-k^A'ß'.{A'C-\^lAC)\, 

I 

welche  Formel  maii   auch  ooch .  auf  ▼^recbiedene  aodere  Arten  ^ 
ausdrOcken  kann* 

WeDD  in  Tar.TI.Fig.1].  der  Kdrper  ABCDA'BC'U  von 
deo  zwei  parallelen  ebenen  Vierecken  ^ßCD  und  A'B'C'iy  als 
GrnndflSchen,  und  den  vier  ebeoen  Seitenfläcben  ABÄ'Jffy  BCB'C, 
CDC'iy,  DAD^A*  begränzt  wird;  so  kann  man  sich  Torstellen, 
dass  eine  Gerade  parallel  mit  den  beiden  Graadflichea  skb  M 
bewege»  daas  sie  immer  auf  den  beideo  Geraden  BB*  und  DD^ 
hingleitet,  wodurch  eine  durch  diese  beiden  Geraden  gehende 
wiedschiefe  Fttehe  entsteht,  welche  den  Kuirper  AB  CDA' B' CD' 
in  zwei  K5rper  von  der  vorher  betrachteten  Art  tbeilt  Beseicb- 
nen  wir  also  den  Inhalt  des  Körpers  ABCDA'BC'D'  durch  J 
u»d  die  Eotfemung  seiner  beiden  parallelen  Grundflächen  von  ein- 
ander  durch  A,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 
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J=lh%mA\ÄB.{AD\\A'D*H  A'B'  .{A'iy  \\ÄD)\ 
+  \hA^C\BC.{CD  +  iC'/>0  +  B'C*.(C'D'  +  \CD)\. 

Wir  wollen  jetzt  eioen  Körper  ABCDA'B^C'D'  betrachten, 
welcher  gaoz  dieseH>eD  Eigenschaften  hat»  wie  der  vorher  eben 
so  bezeichnete  Korper,  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dass  die 
Seitenfifiche  CDC'D'  Iceine  Ebene,  sondern  eine  windschiefe  Fläche 
ist,  welche  darch  eine  sich  stets  parallel  mit  den  beiden  Grund- 
flächen ABCD  und  A*B*C'D'  bewegende  und  dabei  immer  auf 
den  beiden  Geraden  CC*  und  Dl>  hingleitende  Gerade  erzeugt 
worden  ist. 

Wenn  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  H8he  dieses 
Kurpets»  dessen  Entfernungen  von  den  beiden  Grundflächen  ABCD 
und  A'B'C'D'  %\ch  zu  einander  wie  mim*  verhalten  mögen,  eine 
den  beiden  Grundflächen  parallele  Ebene  legen,  so  sind  deren 
Durchschnittslinien  mit  den  Seitenflächen 

AtiA'iy^    ABA'B',    BCB'C* 

nach  dem  Obigen  respective; 

m.A^D*-{^wf.AD      m.A*B'  +  m\Aß      m.B^C  ^m'.BC  ^ 

und  bezeichnen  wir  nun  die  beiden  Winkel  DAB  und  ABC  oder 
lyA'B'  und  A'B'C  respective  durch  A  und  Ä,  so  ist  nach  einer 
sehr  bekannten  Formel  der  Inhalt  des  Vierecks,  in  welchem  un- 
ser Körper  von  der  in  Rede  stehenden,  den  beiden  Grundflächen 
parallelen  Ebene  geschnitten  wird: 

j  m.A^I>^mf.AD    m.A^B^  +  m^.AB    . 

,  \  m.A*B*+m^.Aß  m.B*C*^m'.BC   .    „ 

'     +••     ^ar^' — — ;iHM? — :«'°* 

-i- ^ar^* ü^r^' .6in(J+Ä)*)- 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  Inhalt  nnsers  Körpers  wieder  durch 
J  und  theilen  die  Höhe  A  in  n  gleiche  Theile,  so  ist  offenbar: 

*)  Die«e  Formel  läset  sich  etwa  auf  folgende  Art  beweisen.  lo  dem 
Viereift  ABCD  (Tal  Tl.  FJg.  12.)  fälle  man  von  C  und  D  aaf  die  ndthi- 
genfallt  gehörig  verlängerte  Seite  AB  die  Perpendikel  CC  nnd  DB' i 
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W     I 

+ 
+ 
+ 


tt  I  n  R  , 

\.A'b'\(n—\).AD  \.A*Bi\{n—V).AB 
n  n 

'i.A'iy\{n—^).AD  1.A*B*\{jt—%.AB 
n  *      ■  n 

Z.A>D'\{n—^.AD  Z.A>B'^{n-Z).AB 


U.   S.  VI. 

(n-V).A'D»\(:ii—{n-\)).AD 
n 


_{ft-V).A'B*\{n-(n-\y).AB    \ 
^  ~n  / 


.    „,.     A  i    O.A'B'+(n-0).AB  O.B'C'+(»-0)ÄC  ^ 
+  i8inBLim.-| \ 

.  l.A'B'+(n—l).AB  l.B'C'Mn-l).BC 


+ 
+ 


n  » 

2.A'B'+(,n-2).AB  i.B'C'Mn-'^.BC 
n  n 

3.A'B'Hn-S).AB  ^.B'C'-jn-^.BC 


n  R 

V.  8.  w. 

{n-l).A'B*-\-{n-{n—\)).ÄB 

'*"  R 

..  An-\).B'C'^{n-{n-\)).BC 
^  n 


Viereck  ABCb\=  if^C ^Dn^),C'D' _BC^_AD' .DD' 

j^C^.sin^cot/?      i4Z^*.  sin^  coBi 
+ 2 + 2 ' 

also,    wie   man   auf  d^r  Stelle  findet,    wenn  man  das  Prodacl  in  dem 
Z&hler  des  ersten  Theils  gehörig  entwickelt: 

Viereck  kBCDT=i\\AD .kB.%\vLA'^kB.BC.%\nB'-kD.BC.%\nik\B)V 

Bedeuteten  A  und  B  die  äusseren  Winkel  des  Vierecks  |  wie  es  be- 
kanntlich eigentlich  in  der  Polygonometrie  gewöhnlich  ist,  so  wäret 

Viereck  ABCD^\\AD.AB.%mk\AB.BC.%\uB\AD.BC.%inik\W)\. 
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^.rf.i(JfÄ)L.ni.-| . , 

'^  n  '  n  \ 

T ~ '• — 

n  n 

U.    S.    IV. 

n 
woraas  man  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  oben  erhält: 

-lhs\n(A+B){AD,BC+l(AÜ.B'0+BC.A'D'HA'D\B'C\ 
oder 

+iÄsin  ÄMß.  (ßC+  iJB'CO  +  A'B'.(B'a  +  J^QI 
-iÄ8in(^  +  Ä)IJ5C.(^Z>+  i^'/J')  +  B'C'.iA'D'  +  IAD)\. 
Bedeuteten    A    und  £   die    äusseren    Winkel   des   Vierecks 
ABCD,   80  vf&rei 

Jz=     Ikaln  A\AD.(AB+lA'B')  +  A'D'.(:A'B'+lAB)\ 

'Hh8inB\AB.(ßC+  Iß'CO  +  A'B'-  {B'C  +  IBC)\ 

+  JÄsinC^ +Z0 1 ÄC.  {AD^\A*D')^B*C'.  (A'D'+IAD)  l 

MatQrlich  gilt  diese  Formel  aach  dann  noch,  wenn  die  Sei- 
tenfläche CDÖiy  eben  ist. 

In  Taf.  VI.  Fig.  13.  sei  ABCDA'B'C'D*  ein  Körper,  dessen 
Grundfläche  ABÄ*B*  ein  Trapezium  mit  den  parallelen  Seiten 
AB  und  A*B*  ist.  Die  Seitenflächen  ABCD,  BCWO ,  A'B*C'D', 
ADA'D'  seien  Ebenen,  welche  auf  ABA*B'  senkrecht  stehen. 
Dagegen  sei  die  Fläche  CDC'D^  eine  windschiefe  Fläche»  welche 
entstanden  ist,  indem  eine  Gerade  sich  stets  parallel  mit  den 
beiden  parallelen  Seitenflächen  AB  CD  und  A'BC'D* ,  und  dabei 
immer  auf  den  Geraden  CC  und  DD^  bewegte.  Will  man  das 
Volumen  J  dieses  Korpers  mittelst  der  vorher  entwickelten  For- 
mel bestimmen^  so  muss  man  die  parallelen  Ebenen  ABCD  und 
A'B'C'D'  als  Grundflächen  betrachten,  und  in  Folge  der  gemach- 
ten Voraussetzungen  ^^  =  90o,  ^^=90^  setzen;  dann  erhält 
man  ans  der  obigen  Formel: 
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oder 


oder 


J=     \k.AB.\AD^BC^lA'D'i^\B'C'\ 
+\h.A*».\A*D'^B*C'^\AD^\BCU 


also  offenbar: 

J=    iA^BÄM2.^Z>  +  2.ÄC+^'/>'+B'CM 

+  JA^.4'ß'.{2.^'Z)'  +  2.Ä'C'+ J/>+ÄC|, 

weiche  Formel  bekanntlich  in  der  Praxis  bei  Berechnung  des  Erd* 
abtraes  nnd  Erdauftra&s  vielfache  Anwendung  findet 

Wenn  die  Grundfläche  ABA'B*  ein  Parallelogramm  ist,  so 
ist  ^ABB*  =  ^AA^B,  und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  in 
diesem  Falle  offenbar: 

4 

Wenn  der  Körper  ABCDEA'B^OD^E'  in  Taf.  VI.  Flg.  U.  voo 
den  beiden  parallelen  ebenen  Grundflächen  ilß  CZ>£  und  A^B^OD'E* 
und  fünf  enenen  Seitenflächen  eingeschlossen  wird ,  so  kann  man 
sich  eine  Fläche  denken,  welche  durch  Bewegung  einer  den  bei- 
den parallelen  Grundflächen  stets  parallel  bleibende  und  immer 
auf  Jen  beiden  Geraden  AA*  und  DIV  hingleitende  Gerade  er- 
zeugt wird,  durch  welche  Fläche  unser  Körper  in  zwei  Korper 
von  der  im  Vorhergehenden  betrachteten  Beschaffenheit  «erlegt 
wird»  deren  Volumina,  also  auch  das  Volumen  des  ganzen  Kcir- 
pers,  sich  mittelst  der  im  Obigen  entwickelten  Formeln  bestimmen 
lasisen.  Bezeichnen  wir  nämlich  das  Volumen  dcv«  ganzen  Kör- 
pers durch  J  und  seine  £l5he  durch  A,  so  ist  nach  dem  Vorher- 
gebenden : 

J=     \h%\jiB\AB,{ßC\\B^C*)  +  ^'iS'.(Ä'C'  +  \BO\ 

+  lhBmC{BC.(CÜ  +  l&D')  +  B'C'.(OI)'+lCD)\ 

•i^lh8mE{AE.(DE+iD'E')  +  A'E'.(iyE'  +  lDE)) 

^lkB\n(ß^C)\CD,(AB+lA^B^HC'D'.(A'B'+lAB% 

wo  ß,  C,  E  innere  Winkel  des  Fünfecks  ABCDE  bezeichnen. 

Wie  man  diese  Betrachtungen  weiter  fuhren .  und  nach  der 
obigen  Methode  mittelst  der  allgemeinen  Formeln  der  Polygon<>* 
metrie  auch  leicht  ganz  allgemeine  Inhaltsbestimmungen  von  Kur- 
pern  der  obigen  Art  erhalten  konnte,  fnllt  sogleich  *in  die  Augen« 
Es  iftt  abet  hier  gar  nicht  meine  Abisicht,  diesen  Gegenstand  za 
erschöpfen y  indem  das  Obige  hauptsächlich  zu  weiteren  und  all* 
gemeineren  Untersuchungen  über  denselben  anregen  sollte i  die 
Ich  gern  in  das  Archiv  aufnehmen  würde. 


Berlelltli^ltBK«    In  der  Pignr  anf  Taf.  111.  in  diesem  Theile  muM  ooch 
der  DurchmeMer  FQ  dea  K|*oi8es    gezogen   werden. 
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Literarischer  Bericht 

CXXL 


Am  268ten  März  dieses  Jahres  (1868)  wurde  von  einem  un- 
erwartet schnellen  Tode  betroffen  der  Professor 

Carl  Theodor  An^er 

in  Dansig.  Vor  ungefähr  zöho  JAren  hatte  bei  einem  yierwOchent- 
lichen  Aufenthalte  in  Danzig  der  Herausgeber  des  ArcblTS  das 
Gläcic^  den  so  früh  der  Wbsensehaft  und  den  Seinigen  Entrisse- 
nen,  so  wie  seinen  trefflichen  Collegen  8trehlke»  perstolich 
kennen  su  lernen ,  und  genussreiche  und  lehrreiche  Stunden  in 
seiner  und  seiner  Uebenswfirdigen  Gattin  Gesellschaft  zu  verleben. 
Der  Eindruck»  welchen  der  so  überaus  ehrenwerthe  Charakter 
Anger's  und  seine  ungemein  gründlichen  und  vielseitigen  Katnt- 
Disse  auf  den  Herausgeber  gemacht  haben»  ist  ein  bleibender  und 
unauslöschlicher  gewesen ;  er  wird  dem  damals  gewonnenen  Freunde 
stets  das  danl^barste  Andenken  bewahren,  und  es  macht  ihm  daher 
besondere  Freude»  den  Lesern  seiner  Zeitschrift  den  folgenden 
Mecrolog  des-  Verstorbenen  aus  einem  Danziger  Localblatte*) 
nuttheUen  zu  kOnnen,  woraus  dieselben  zugleich  ersehe  werden, 
wie  sehr  in  dem  norddeutschen  Venedig »  wie  man  die  dne  der 
beiden  Zierden  des  östlichen  Preussenlandes».  wegen  Ihrer  mng^ 
mein  anmuthlgen  Lage  unmittelbar  am  Strande  der  Ostsee»  wohl 
genannt  hat»  von  jeher  mathematische  und  astronomi^cbe  Studien 
gepflegt  worden  sind  und  noch  gepflegt  werden»  und  seit  Heve* 
lins  stets  wfirdigß  Vertreter  gefunden  haben.  6. 


*)  Daniiger  Dampf  boot.     1858.    Nr.  74. 
Thl.XXXLHft.4. 
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Nekrolog. 

Der  Mann,  dessen  sterbliche  Hülle  heote  fHIh  unter  den  alten 
Linden  des  H.  Leichnams -Kirchhofs  ihre  letzte  Ruhestätte  Tand, 
war  ein  Biedermann  und  Christ  im  vollen  Sinne  des  Wortes,  trea 
und  werth  erprobt  in  so  vielfachen  menschlichen  Beziehungen. 
Er  war  ferner  nicht  nur  ein  ausgezeichneter  Lehrer,  sondern  ein 
ächter  Förderer  der  Wissenschaft»  eine  wahrhafte  Zierde  unserer 
Stadt,  welche  nach  ausdrücklichem  Urtheile  der  Sachkundigen 
seit  Ueveiitts  Zeit  keinen  bedeutenderen  Mathematiker 
und  Astronomen  gehabt  hat.  Nicht  um  den  Männern  seines 
Faches  vorzugreifen,  nicht  um  treffliche  biographische  Leistungen 
auf  diesem  tieViete  irgend  oachzuahnien,  hat  der  Doteraeicboete 
den  folgenden  kurzen  Lebensabriss  verfasst,  sondern  um,  dem 
Wunsche  des  Verewigten  gemäss,  ohne  lobende  Phrasen  die  ein- 
fachen, schmucklosen  Thatsachen  reden  zu  lassen,  und  so  zegleich 
eine  Blume  freundlicher ,  Erinnerung  auf  sein  vielbeweintes  Grab 
niederzulegen. 

Cfirl  T|ie^<;r  .#Ji«er 

wurde  hier  in  Danzig  ^m  31.  Juli  1803  gi^boren.  Sein  Vater  war 
Ober- Steuer -Controlleur,  seine  Mutter  eine  Tochter  des  Adrai- 
laUtäts-^Geridits-Directors  Pauli.  In  seine  Knabenzett  fiel  die 
«grimmige  Oioth  der: Belagerung  Danzigs  durch  Lefeb  vre,  dann  das 
4iiinte,  den  3  .BrOdern  sehr  interessante  Treiben  unter  fraaaoai- 
Mdkmt  Herrschaft,  neben  vielen  schweren  Sorgen  der  Eltern,  dann 
neue  Belagerung  und  die  Rflckkebr  unter  Preussens  Scepter. 
.Ff Oh  erwachte  in  Ihm  die  Neigung  zum  Zeichnen,  erhielt  aber 'bei 
der  :Mangelliaftigkelt  des  Unterrichts  nicht  die  gewünschte  Nah- 
mog.  .  Mit  11  Jahren  kapi  der  Knabe  in  die  Kirchen -Schule  n 
iSt  Marien,  gegen  deren  Rector,  Dr.  Kniewel,  auch  noch  der 
Mann  bis  ia  die  gereiftesten  Jahre  stets  eine  lebhafte  Dankbarkeit 
jbewahrte.  Nachdem  er  sieh  hier  unter  Job.  Bapt.  Breysig  ia 
•Zeichnea  vervollkommnet, 'kam  et  seinem  innigsten  'Wuneehe  ge* 
misa  (nicht  ohne  grosse  und  stets  von  ihm  sehr  dankbar  gerAhmte 
.Anfopferaag  seiner  Eltern),  1816  in  die  Kunst«  und  Gewerbe-Sdinie. 
ihr  Vorsteher«  der  ainnige,  eriginelle  und  verdiente  Job.  Adam 
-Bf.eysig,  der,  ohne  eigentlich  Mathematiker  zu  sein  oder  eeia 
.zu  wollen,  doch  lOehtige  Kenatnisse  in  diesem  Fache  beaaaa, 
wirkte  anf  Anger. nach  seinem  eigenen  Creständnisse  vielfach  an- 
regend ein»  and  wie  aich  in  Apg  er 's  Schriften  die  Spuren  davon 
finden,  so  kann  man  aie  auch  wohl  In  der  Art,  wie  er  den  ma- 
thematischen Unterricht  betrieb,  wiedererkennen.  Nachdem  er 
das  hiesige  G]rmnasium  bis  Secunda  besucht,  giqg  er^  am  «Ick 
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mit  volbttii  Btfer  dem  «nter  Ev^rb^eck  begonneMn  Studimn 
4»er  ttüliMiiatik  bo  wirinen,  Wieb.  Ift»  auf  die  UnWetvItftt  Kft- 
nigsberg»  *wo  er  unter  den  allergrOeaten  fifttbebrangei»,  -wie  «Ble 
heute  baam  nach  vwkmnmen,  dem  Studifum  derselben  ebiag.  ITer- 
ber  halte  <ar  unter  gfinatigen  Verbältoia^n  •  eiae  Seereiae  nadi 
Kopenhagen  »unternommeD,  deren  erfireuiicbe  Eiad^aohe  IhVi  noch 
nach  (?ielen.iMiren  au  lebhaften  Aeuaaerungen  ▼eraniaaaten.  Ab 
Besäe ra.Gehdlfe  bei  derSternvrarte  (Roseniierger)  aibging,  wählte 
der  »hefÜfaHle  Astronom  unter  selneD  Anhängern  Anger  au 
dessen  Naabbiger.  Diese  Stellung,  in  der  er  bis  Ostern  18dl 
Mrob,  loafam  seine  Tollste  Tlifttigkeit  in  Anspvaeb;  Besehet  theAte 
eidh  mit  ihm  in  die  Zonen  «Beobaobtungen,  und  Anfife^r  leistete 
-hiebei»  wie  bei  de«  Meisters  Pendel  ^Beobachtungen  In  (aelbststUn* 
di^  Welse  «mgeseiichnete  Beibfiire,  vrordber  wir  Binaelnes  hier 
iiamlihreli  uns  veraagen  müssen.  Schütte  Stunden»  vrelche  spftfer 
m  Stele  lebhafter  rreudiger  Erinneruilg  neu  erblübten,  verlebte  er 
in  dem  kleinen  >Haosohen  neben  der  Sternwarte  im  •traüli<^hen 
Beisamlneasein  mit  Jacob i,  Erman,  Dove,  Neumann  und 
BattboiM.  Ostern  1831  aetaten  es  bochverdlente 'noch 'lebende 
Aiftaaer  der  Wissenschaft  in  Danzig  durch,  dass  hier  dle^ berühmte 
riatavforschende  Gesellschaft  *),  nach  Vernichtung  der  filteren 
Steniwaile  durch  den  Krieg  und  die  neuen  Befbatigilngen,  eine 
neue  aorläufig  auf  der  Apotheke  auf  Neugarten  evrichtele,  und 
daas  .Ainiger,  dem  inawieohen  eine  Terftnderung  sdner  SteUong 
wäoaehenswetth  geworden  war»  als  Astronom  der  Gesellschaft  ia 
seine  TaleiBtadt  berufen  ward.  Eine  Anaabi  neuer  Werthrvoller 
Inatruaaeote  wurden  ffir  seine  Beobachtungen  angekauft**)»  und 
diese  (hffachten  bald  erfreuliehe  Resultate.  Sehr  wichtig  wurden 
apSter  'besonders  die  auf  seinen  Antrag  und  nach  seiner  Wahl 
TOB  der  'Geeellaehaft  gestellten  astronomischen  'Preisadfgaben, 
welehe  Öfters  höchst  bedeutsame  Beantwortungen  Teranlassten» 
wie  s»5B.4Bansen's  Theorie  der  Pendelbewegungen  m9t  ftlickslcbt 
auf  die  iGaatalt  und  Bewegung  der  Erde.  Bald  übernahm  «r  a«ch 
AB  »diBilfIttidgiMloosachule»  damals  unter  Adm.  v.  Bille,  deto  aatro* 
notoiscben  Hieil  des  UntenricM»,  und  1832  neben  den  bisberl|Ken 
Amntetiikioch  die  aMbtheniatiseheB  Lectionen  In  der  iirfib^ren  „HaMd<- 
ff«ilc«r-9iimmehrlgen  Gewerbe  «>  Schule^*,  in  weteher'er  au8geaeieiy> 


'*)  <2tifidge  ^tnes  iUteren  Legates  det  Dr.  Nath.  Math.  ▼.'  Wolf, 

*  4?8#  Btff  ttcM  BIsdhofsberge  ein  'Ob^erratOriam  e^aut  oad  e«  1Y84 

wwfllirollia  fasftnimentea  der  •Gea^lllehaft  gtavibealrt  hirtt«. 

*^  Bern«  ll;>efai  ^aaaagMi-ItatlrameBf,  ehi  ^laaMliget  iNraaerfhofbr- 

woii^  ParttfohBy'eim  9Siaia%ihe  iPeoddahr.  dn  OhrwiemVter  tini  KeMel* 

in  AI|aB%  to«  A.- 

1* 
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nete  Scbfiter  bildele.  O^ero  1834  (nach  Nabels  Abgungc)  er 
bidter  da«  Directorat  der  ;,KCnigl.  ProviDzial -Gewerbe -Seiiole^ 
ifelcbes  .er  bie  1865 '  verwaltete.  Wie  er  nach  aoeeeo  bin  der 
AnjBtalt  Achtung  zu  gewiDoen  bemfiht  war,  so,  etrebteer  mit  Glück, 
trotz  manchem  Widerspruche,  unter  B  e  u  t  h  's  Genehmhaltaag  wich- 
tige Reformen  an.  1836  kam  er  zugleich  (nach  F.vretemann« 
Xede)  als  Professor  der  Mathematik  an  das  Gymnasium,  and  gab 
%0B  seiner  sonstigen  Tbätigkeit  die  bei  der  Na vigations  -  Schule 
nunmehr  auf. .  Die  hohe  Achtung  und  Liebe,  welche  die  eetnen 
Unterricht  geniessenden  jSchüler  der  Ober-Classen  des  Gymna- 
sitiroe  ihm  bereit«*iMig  zollten,  bewies  sich  ausser  anderen  Gele* 
genbeiten  namentlich  durch  einen  glänzenden  Fackelzug  1844  bei 
seiner  Vemiäblung  mit  FrSnlein  Eniilie  Z  ad  dach,  mit  der  er 
bis  an  seinen  Tod  in  glücklichster,  obwohl  kinderloser  Ehe  lebte. 
Als  bei  der  Sonnenfinsterniss  i8&l  Se.  Maj.  der  Konig  dieselbe 
iip  Schloss  .Rutzau  am  Putziger  Wiek  zu  beobachten  wfinschte, 
schlug  Alex.  V.  Humboldt  entschieden  unter  den  zum  Theil  so 
bedeutenden  Astronomen  Prenssens  ihn  allein  zum  Ordner  der 
Instrumente  vor,  und  seine  Leistung  bei. dieser  Gelegenheit  be- 
friedigte so  sehr,  dass  er  bald  nachher  durch  besondere  Gabinets- 
Ordre  den  Rothen  Adler -Orden  erhielt.  Sein  reges  Interesse 
für  «eine  Wissenschaften  suchte  er  auf  jeden  ScbGler  sn  übertra- 
gen, und  sichtlich  grosse  Freude  machte  es  ihm,  wenn  auch  ge- 
reifte Männer  aus  andefn  Fächern  sich  för  seine  Ezperlmeete, 
z.B.  den  Foucaolt'schen  Pendel •  Versuch  1852  (zum  Bewwe 
der  Achsendrehung  der  Erde)  lebhaft  interessirten.  Der  Literari- 
schen Gesellechaft  gehörte  er  seit  1835  als  Mitglied  und  cugieidi 
als  Vice  »Präses  an,  und  wie  er  dort  einerseits  durch -wohl  ge* 
wählte,  gediegene  Vorträge  die  Ucihe  der  Wissenschaft  wenigstees 
ahnen  liess,  worauf  er  stand,  erfreute  er,  wie  überhaupt  in  sahl- 
reichen  geselligen  Kreisen,  so  auch  dort  Alle  durch  geistreichen 
Witz  und  muntere  Laune.  Er  gehurte  ganii  besonders  zu  den 
Mathematikern,  denen  als  heilsames  Gegengewicht  gegen  den  Ernst 
ihrer  strengen  Wissenschaft  eine  leiche  Gabe  beweglichen  Geistes, 
Witzes,  ja  Humors  beigegeben  ward.  Seine  ungewöhnliche,  nichts 
weniger  als  oberflächliche  Kenntniss  der  dentschen  Literatw, 
welcher  er  apch  wohl  zumeist  die  Eleganz  und  Kbtrlieit  «eines 
Periodenbaues  verdankte,  lieh  ihm  in  Verbindung  mit  einem  glück, 
li^en  Gedächtnisse  reiche  Waffen,  um  durch  scherzende,  dgch 
niemals  unedle  Parodien  und  Anspielungen  unwiderstehltcbe  Hei* 
-terkeit  zu  erregen,  den  geringfügigsten  Dingen  immer  neue  geiat* 
reiche  Seiten  abzugewinnen,  oder  auch  im  Scherz  •Turnier  den 
(segner  niederzuwerfen.  In  der  Naturforsehenden  Gesellscaft,  tm 
deren  Milgliede  er  1831  gewähll,  und  deren  Vorsitzender  er  seit 
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1847  war»  wirkfe  er  durch  Voriesungen ,  antlieke  Berichte  q|ld 
fJorreBpondenxen  bici  nacbi  Amerika   bin  sehr  fSrderKch;'  nur  «ie 
CeberxeuguQg,  die  ihm   seioe  grosse  Gewisseoballtigkeit  eingab, 
dass  diese  wichtige  Tbätigkeit  neben  dem  Lebramte  nicht  völlig 
f&r  ihn  befriedigend  erfdllt  werden  kunne,  beweg  ihn  Ende  1855  zum 
Rflcktritte  vom  Präsidium,  nicht  aber  von  der  thätigen  Tbeihiahiüe 
an  den  Beatrebongen  der  Gesellschaft.    Der  berühmte  LeVerrier 
wollte  1852  in   Bessel's  Fnndamentis   astronomiae  gewisse  Irr- 
tbfimelr  entdeckt  haben,    und  sogleich  gab  auf  Anger 's  Betrieb 
die  Naturforschende  GeseJIscfaaft  185^  als  Pireis" Thema  ».die  Un- 
tersvcbung  der  Differenzen  zwischen  Bessel's  und  Le  Verrier's 
Rednctianen  der  B  r  ad  ley  sehen  Beobachtungen''.    Als  nun  Prof. 
Peters  (früher  in  Königsberg,  dann  in  Altena),  den  Preis  gewann, 
iiod  nach  wies,,  dass  die  sogenannten  Irrthumer  nur  anfeine  nacli 
B es 8 eis  Zeit  gewonnene  genauere  Bestimmung  der  Constauteii 
hinauslief,  wurde  Anger  im  Auftrage  der  Gesellschaft  nach  Altena 
gesendet,  um  mit  Jenem  Ober  die  Fortsetzung  der  wichtigen  Dn- 
tersQchongen  miindlich  zu  verhandeln;    eine  Reise,  von  welcher 
er  gestärkt  und  mit  angenehmen  Erinnerungen  bereichert  zurück- 
kehrte.    Für  wohlthätige    Zwecke,    z.  B.  für  die   Klein-Kinder- 
Bewahr •  Anstalten ,  hat  Anger  so   manche  Vorlesung  gehalten; 
wichtiger  aber  waren  seine  systematischen   Vorträge  über  Astro- 
nomie,  die  er  in  einer  früheren  Periode,  und  dann  zweimal   in 
den  letztverflossenen  Jahren  vor  einem  zahlreichen  gebildeten  Pu- 
blikum hielt.    Diese  mit  besonderem  Fleisse  ansgearbeiteten,  licht- 
voll gewählten  und  geordneten  Vorträge,  In  seiner  klaren  und  doch 
von  innerer  Begeisterung  durchwärmten  Sprache  abgefasst,  sind 
nach  dem  Zeugnisse  der  Sachkenner  musterhaft  zu  nennen  und 
verdienen    durch   den   Druck   bekannt  zu  werden.     Wichtig  und 
erfolgreich    waren   seine    Untersuchungen   über    die   sogenannten 
StDrungeiv  der  Planeten  (die  Abweichungen  ihres  wirklicheii  Lau- 
fes von  dem  elliptischen,  durch  die  Theorie  berechneten  und  gleich- 
sam vorgezeichneten).    Die  für  das  Jubelprogramm  des  hiesigen 
Gymnasiums  gedruckte  Abhandlung  über  Integrale  ist  die  4Ü8te 
seiner   wissenschaftlichen  Arbeiten;  ausserdem  befindet   sich  im 
Dmcke ,  ein  f&r  Schulen  berechneter  Lehrgang  der   Perspective. 
Dieve  sänimtlieb  anzuführen,  fehlt  hier  der  Raam;  sie  bezieben 
sich  theils  auf  die  Astronomie  (Polarstern,  Meridianmessung,  Stern- 
bedeckungen,  Komet  von  1830,  Rectaseension,  Mond-Ephemeriden, 
geographische  Breite ,  neuere  astronomische.  Beobachtungs- Kunst, 
das  Keplersche  Problem,  Eitleres  planetari3che  Störungen),  theils 
auf  die  Physik    (Pendel ,'  Barometer),   theils  auf  die  Geometrie 
(Basrelief*  Perspective   für    krumme  Bildflächeu   und  Panoramen, 
plagiograpbiacha  Projecttoo,  Veffzermng;  Gegenstände  der  neuer» 
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eeometriei  Elnl^taB  ctw  ProjectioiMlelira»  Ellipse,  T^igoop».  Th—^ 
rett^TraiMfemutionder  Figuren),  öden  anC  die>  Anthmelib  (Ivte- 

gral-R^chnuDg,  Gau8s'«che  Gleichungen,  Funktion'*!^}.  Allgeiteeiir 
geachtet,  von. Vielen  geliebt,  von  Keinem  gehasst,  fand>r  fast 
in  Ausübung  seines  Berufes  einen  unerwartet  schnellen  vGllig. 
schmerzloseo  Tod,  Heiter  und  ungetrübt  hatte  er  bei'deir.oletit- 
licben  Prüfung  am  25sten  im  Krei.<te  der  Primaner  examiuirend 
recht  befriedigende  Eindrucke  empfangen,  und  war. in  Begleitang 
seiner  Frau  nach  Hause  gegangen.  Eben  wollte  er  sich  bei  freund- 
lichem GesprSche  zu  Tische  setzen,  —  da  sank  er  todt  von  fBineni 
Lungenschlage  getroffen,  zu  Boden,  und  jeder  Versuch  zar 
Wiederbelebung  zeigte  sich  entschieden  fruchtlos.  In  die  aus- 
serordentliche Ueberraschung ,  die  die  schnell  verbreitete  Kunde 
iö  den  weitesten  Kreisen  hervorrief,  mischte  sich .  überalT'  nut- 
richtiges,  Bedauern,  obwohl  von  der  eigentlichen  Bedeutsam- 
keil;  des  Mannes  wohl  nur  Wenige  einen  rechten  Begriff  haben 
mochten.  Jeder  ahnte  wenigstens,  dass  der  Verstorbene  eine 
Zierde  Danzigs  war,  um  welche  uns  so  mancher  Ort  beneiden 
konnte.  Seiue  Coilegen  riefen  ihm  ein  ehrenvolles  und  .herzliches 
Lebewohr  nach ,  und  begleiteten  ihn  sammt  den  SchGlero  zur 
Grabesruhe:  ein  sehr  zahlreiches  Gefolge  schloss  sich  ausser- 
dem au.  Sein  Leben,  wenn. auch  nicht  bis  zur  muglicheij  äusser- 
sten  Gräuze  gelangt,  war  ein  reiches,  nützliches,  gesegnetes; 
auch  sein  GedSchtniss  wird. lange  bei  d^n  Erwachsenen  wie  bei 
der  Jugend  im  Segen  bleiben!  „Er  fasste  (um  mich  seiner 
eignen  Worte  aus  der  Vorrede  zu  seinen  astronomischen  Vor- 
lesungen zu  bedienen)  nicht  engherzig  nur  den  nächsten  Nutzen 
ins  Auge,  sondern  war  bemüht  den  gottlichen  Funken  wissen- 
schaftlicher Begeisterung  zu  beleben,  wohl  erkennend,. dass  die 
.Wissenschaft,  wenn  auch  för  diese  Welt  mit  Nutzen  verwendbar, 
doch  nicht  von  dieser  Welt  herstammt."  — 

Dr.  Brandstäter. 


Gesebichte   und  Iiiteratur  der  Mathematik  oiidi 

Physik» 

Almanach  der  kaiserlichem  Akademie,  der  WiKaen- 
Schäften  In  Wien.    Achter  Jahrgang.    1858.    Wien. 

AnC  die  Wkhti^Eait  dieaes  Almanachs  rimsr  derersleo  Aka* 
demien.  der  Wissenschaften  in  literarischer  Besleinwg  ist  sefcoD 
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Vk^UMklB  in «un^el^M'bhel'ariJBdlilBhBeridbtdh'  liiiiJK^iMMI ' wbfdeil, 
iilia''8Mii«f!Biiii1cMiiil^  M  im  Wefläntlielien  gänifi  dibs^lM  gebKe- 
Mtf;  il(r>da88  Wir'v^tf  at«6  in  di^^sef  Rfif^lcMchtaiif  uhticfre'fnaberi^ii 
Bel4ditfe  (io  Nr.  CXV.  AliüHikaeh  ßf  18^)  bi^kielr^ti  hfS^en.  In 
dM  B«ficlif^  d^  G«h^äl^S^1irf^tAti>6'  übe^  d?e  EMbttiiTgeh  der 
iiilitfi»illälfecb^-natttrtvf«deki4cb«fllh^bcfHi^ClAäbe^ist  eitt'T^i^olog'  des  < 
tr^iAidi^';  d^r  WidsensJthäft  Mm  zn' rriih"ekifrib^^ii^n^ai6'm'on 
iDitgetbeilt,  welchem  der  in  dem  Arclilv  Tbl.  XXVlirTÖto  Herfii'' 
ProfeMor  Rogner  in  Gratz  mitgetheilte  Necrolog.  diesem  irelT- 
licben  Gelehrten  zum  Grunde  gelegt  worden  ist,  worauf  wir  also 
hier. verweisen  können.  Ausserdem  enthält  der  vorliegende  Jahr- 
gang des  Almanacbs  die  beiden  folgenden,  auch  fflr  die  Leser 
des  Archivs  viel  IntereSsaoteHr  darbietenden  Reden : 

II.  DiA«  edlen  Metalle  und*  IhTe  natürliche*  B!ftn|^* 
Ordnung  als  Geldstoffe.  Ein  Vortrag»  g'ebäiten'  In'delr 
feierlichen  Sitzung  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissen- 
schaften am  30.  Hai  1867  vom  Pcfisidenten  der  Akade. 
Biie  Dr.  Andreas  Freiherrn  v.  Banmgartner.   S.O. — S. 39. 

T.  l^ieMatheinatik'  in  ihre'rBeziehüng  zu  den  Matur- 
«rissenschaften.  Ein  Vottrag,  gehalten  in  der  feierli- 
chen Sitzung  der  kaiserl.  Ak&demie  der  Wissenschaften 
am  SaMai  1857  voii  Dr.  J.Fetäfcval,  wirktlöhem  Mitgliede 
der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften. 

'Vt^iir"  hoffen  auf  diese  interessanten  Vorträge  spSterhm  aus- 
fabriieher  zurückzukommen. 


Geamtetrle. 

So^ra  alcuh'e'curve  algebriche,  delle  quali  ii^  lem- 
niscäta  h  un  'caso  particolare*  Nota  del  Prof.  Barnaba 
l^ortolioi.    Roma.    1^58.    4P. 

Diese  Abhandlung  des  scharfsinnigen  Heransgebers  der  treff- 
lichen 9, Annali  di  Mätetnätica  püra-ed'applicata*'  findet 
sich  in  dem  weiter  unten  angezeigten  neuesten  IdiJ^  und  Jnnibefte' 
dieses  ausgezeichneten  Jonmals  und  enthält  mehrere  interessante 
Bemerkungen  Herrn  Toftolini's  Ober  die  Curven,  deren  altge- 
mdine  Polargleichnng 

r2iis=a*"cos2ii» 
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tat,  mit  denen  sich  anch  der  Conte  di  FagoaDo,  iLegendr«, 
Serret  n.  A.  beschäftigt  haben.  Wir  machen  auf  diesen  AvGsats 
des  Herrn  Tortolini  im  Interesse  der  besonderen  Zwecke^  ^e 
unsere  Zeitschrift  verfolgt,  aufmerksam,  weil  wir  glauben,  dass 
die  weitere  Beschäftigung  mit  diesen  Curren  namentlich  aadi  für 
jflngere  Mathematiker  ein)  treffliches  Uebungsmittel  abangeben 
geeignet  Ist,  und  wollen  daher  einige  Worte  über  den  Inhalt  die- 
ses schonen  Aufsatzes  sagen. 

Herr  Tortolini  gelangt  zunächst  zu  der  Gleichung  dieser 
Curven  durch  die  folgenden  allgemeinen  Betrachtungen.'  lo  Be- 
zug auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xy  setze  man: 

a=LrcoBUy    ^ssr^inti. 

Bezeichnet  nun  tp  die  Neigung  der  Cnr?e  in  dem  Punkte  (^) 
gegen  die  Abscissenaxe,  so  l^t 


und  folglich,  wenn  man  die  vorhergehenden  Ausdrücke  von  o:,  y 
differentiirt: 

.  sin«8r-f  rcosttdu 

^  **"8^  =  cosiia.^-rsiSi55' 

also,  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  mit  costi  und  9r  dividirt: 

r8tt      tangy  tangtt  _,     ^.  . 

ar-  l  +  teng(ptaogu-**"«<^-"''> 

oder 

cot(y-.tt)=^, 

wo  9— M  der  Winkel  ist,  welchen  im  Punlcte  {sey)  die  BerOhrende 
mit  dem  Radius  Vector  r  einschliesst.  Ist  jetzt  ipi  die  Neigung 
der  Normale  gegen  die  Abscissenaxe,  so  ist  9|  =  I9K-I-9,  also 
9)x— ti=:i»4-(g)— u),  und  folglich 

taog  {q>i  — 1<)  =  — cot(9— ») , 
also  nach  dem  Obigen: 


teng(9i--.ti)i=— j:g^. 


oder 
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~  =  — dtitang  (vi  — ii) . 

Das  erste  Glied  dieser  Gleichung  ISsst  sieh  oime  Weiteres  inte- 
grireo,  nod  das  sweite  ist  auf  Quadraturen  znrfidcflibrbar,  wffan 
fpi  als  Fnnctioo  von  »  gegeben  ist 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  tpx  ein  ungerades  Vielfaches  von 
M,  also 

9i  =  (2«  + 1)» 

ist,  so  ist 

dfr  «  .       «  flcosSfiii 

also 

3iilr=slco8aiitf-|-C,  « 

ond  folglich,  wenn  man  die  Constante  so  bestimmt,  dass  r^a 
wird  f&r  fc=0,  woraus  sich  C=s2itla  ergiebt:  ! 

12nl-=Icos2iiii 
a 

also  .    .,t 

{—j    =cos2ii«    oder    r^^ss'^cosSni«. 

Ffir  n=:l  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Lemniscate: 

r*  =  ii*co82ti. 
Weil 

rcosiissa;,    rsinti=y 
ist  so  ist 

r»=a:*+y«,    co82ii  =  cos  ««  —  sin  !<•=:— ^^-^  =  ^q^*\» 


Den  Fall  n  =  2,  also  die  Curve,  deren  Gleichung 
r*=ca4cos4ii 
ist». hat  schon  der  Conte  di  Fagnano  betrachtet. 
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Herr  Tortolini  setzt,  um  die  allgemeiiie  Gleicbung 
r^  =  a^  cos  2fiii 
l^  fechtwinkligen  Coordinaten  au^eiicIrOckefi : 

Icoslnu  =  (cos  II  +  isiAii)««iKeoÄ=tt^f  Arnh)^; 
wo  1  =  V^^  ist.    Dann  iit,  vi»eil ' 

cosfi=-»    siau»=7^»    r=V"ar*  +  v* 

ist; 

also  nach  dem  Obigen: 

(a:  +3f>;  -  .^  (:r«  +  y«)« 

oder 

1d  dem  von  Fagnano  betrachteten  Falle  ist  fir=2«  also 

woraus  sich' sd^el^h' 

ergiebt« 

Fdr  fi  =  3  erhält  m«  die^Gleiehnng*' 

(:p« +,«)•  =  a\x^  -  l&rV«  +  15xV-»*)  • 

Eften  sd-  leicht  lassen  -sich  nach  der  von  Herrn  Tortolini  an- 
gegebenen Methode  die  Polargleiehungen  In  allen  flbrigen  Fällen 
in  rechtwinkligen  Coordinaten  ausdrücken. 

Herr  Tortolini  zeigt  noch  die  allgemeine  Rectification  der 
hier  betrachteten  Curven.    Bekanntlich"*)' ist  allgemein 


*)  IL  ••  meine  „ABaljtItAh«-6«oi*«t|rle  der  Ebene  nnd  dos 
Baumes  für  polare  Coordlnatentyeteme«  Orelfewald  nni 
Leifsig.    1867.   sisafeUJtBi»;  «.«• 
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and  aus  der^lileidittng 

ergrabt,  sich  .am  oknerall«  Selivrierigkeit: 


I|4n 


Selten  vfir  aber 

nnd  inCegriren  i wischen  den  Grftnzen  ^=:0,  z  =  l;  so  erbalten 
wir  für  den  vierten  TbeU  des  gaoatn;  Perimeters: 


iro  nun  der  Zusanimenhaog  mit  den  elliptischen  Functionen  und  i^er. 
Pifnctlon  P  klär  ist,  worüber  des  Weiteren  wegea  die  Arbeiteot 
von  SerreC,  Legendre,  Fagnano  uachzosehen  sind«' 

Wir  wiederholen,  dass  wir  die  Bescb&ftiguog.  niitj^den  Cor- 
ven  der  obigen  Gattung  jüngeren  Mktbematikero  als  ein  treff- 
liches ÜebuDgshiittel  empfehlen ,  wobei  ihoen  die  obigen  in- 
teressanten Bemerkungen  von  Herrn.  Tbrtolini  sehr  zur  Unter- 
stützung dienen  werden,  well  dieselben^  wie  alle  Arbeite^ , dieses 
ausgezeichneten  Mathematikers  überaus  geeignet  sind,  zu  weiteres. 
Forschungen  und  Untersuchungen  in  trefflichster  Weise  anzuregen. 

Groner.t. 


Optik. 

In  LitMar.  Br.  No.  CXVIL  S.  2.-S;  5.  ist  ein  Veszeiehnissi 
ofrtiscker  lastniineBte,' die^von  Btorm  A.  Lampr ee h t  in B i m^b^e? gt 
Saiden  beigeseMe»  Preisen  angefertigt: werden,  von  mU  niitg^>> 
tbelll  .W4>rden.  JSin  Urtfaeil  über  diese  Insti nnente  lutbelch'daniiilei 
ndhttansgCNqptoolien,  daMcb  keins  dsrseUleO'geseheft*  hatte;)  •  vsifli 
audb  I S.' 2^1  .von -mir  aasdrüchlioli  bemetht  worden:  Ist  Naehdea^^ 
jeftafei  aber  ein.Paai  dieseD  Inntinmenld*  rafimigiin^nisineiHfede«. 
gelangt,  sind  nndrieh  ^ont^enselbeninähera.KennloisS'gcnoinaiei»! 
habe,  kann  ieb%  um  der  Wnhkheit  dier&iireMsn  gnfcieik»'^ 
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naeli  diesen Prolben»  meinen Le«erii  keineswegs  ratben, 
sieb  an  die  genannte  Quelle  zu  wenden.  Gm  so  dringender 
und  mit  um  so  grosserer  Freude  erneuere  ich  meine  frfiheren Em- 
pfehlungen der  Arbeiten  der  Werlc^tatte  des  Herrn  Ministerial-  Raths 
Tön  Steinheil  in  Mflnchen,  wenn  auch  dessen  berühmter  Name 
schon  fOr  sich  die  vaillcommenste  BOrgscbaft  leistet,  dass  jeder 
Aboehmer  nur  etwas  ganz  Vorzflgliches  erhalten  wird»  zu  so  nie- 
drigen Preisen,  wie  sie  nur  irgend  gestellt  werden  h:vnaen.  H.  s. 
die  Preisverzeichnisse  dieser  trefflichen  Werkstätte  im  Literar.  Ber. 
Nr.  XCVII.  S.  8.  und  Nr.  CXI.  S.  7.  Gronert. 


-   Astronomie.  •  * 

Annaien  der  k.  k.  Sternwarte  In  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Sr.  1^  k.  apost., Majestät  auf  Sffentliche  Kosten 
herausgegeben  von  Karl  von  Littrow,  Di^ector  der 
Sternwarte.  Dritter  Folge  Siebenter  Band.  Jahrgang 
1^7.    Wien  1858.    8. 

Der  vorhergehende  Band  der  Annaku  der  k.  k.  Sternwarte 
in  Wien  ist  im  Litterar.  Ber..  Nr.  CXI  V.  S.S.  augezeigt  worden. 
Der  vorliegende  so  eben  erschienene  neueste  Band  liefert  von 
Neuem  den  sehr  erfreulichen  Beweis  von  dem  regelmässigen  Er- 
scheinen und  demzufolge  auch  von  den  regelmässig,  nach  einem 
bestimmten  Plane  fortgesetzten  Arbeiten  der  k.  k.  Sternwarte  in 
Wien,  was  von  uns  schon  oft  riibmeiid  hervo.rgehoben  worden 
ist,  wodurch  diese  Sternwarte  sich  so  sehr  auszeichnet  und  unter 
der  nrosicbtigen  Leitung  ihres  schon  so  vielfach  verdienten  direc- 
tors  der  Wissenschaft  wahrhaften  Nutzen  bringt.  —  In  der  Eio- 
leitong  ist  zunächst  über  einige  Aenderungen,  welche  die  Reduc- 
tionsweise  der  Beobachtungen  am  Meridiankreise  erfahren  hat, 
gewissenhaft  Nachricht  gegeben,  und  über  einen  anderen  Gegen- 
stand berichtet  worden,  den  wir  bei  Gelegenheit  der  gleich  nach- 
iier  angezeigten  Abhandlung  etwas  näher  besprechen  werden. 
Hierauf,  folgen  die  Beobachtungen  am  MertdianicreiBe  aus '  den 
Jahnen  1861,  1852,  1853;  dann  Beobachtungen  von  Cometen'am 
Refraetor  in  den  Jahren.  1853  bis  1867  von  Dr.  K.  Hornsteini 
Adjancten  der  Sternwarte;  hierauf  die  24>nenbeobaditnDgen  a» 
Mittagsrohre,  und  dann  die  meteorologischen  Beobachtungen  des 
Jahres  1866»  welche,,  von  dem  voiliegenden  Jahrgange  der  Amia- 
lenran^  regelmässig  mitgetheilt' werden  sollen,  indem  den  wfsaeii- 
schafUiehen  Pttblibim   am'  ScUtiss   der  Einleitimg  .zugleich.  ^Be* 
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gewiss  ^br  erfVeulicbe  Nacbrkbt  ertbeilt  viird,  da«8  die 'Lib^rsli- 
Vkt  des  hohen  kaiserlichen  Unterricbts^Ministepionis  Air  eine  AäeK- 
frägliclie  Pjablication  der-  Siteren  meteorologischen  Beebaebtimgvn 
der  Sternwarte  bereits  Torgesorgt  habe,  und  da#s  der  0rvek 
derselben  nächstens  beginnen  werde ,  wodurch  die  Wissenschaft 
i;ewiss  so  grossem  Danke  verpflichtet  werden  wird.  Muge  dem 
Herrn  Herausgeber  der  Annalen  die  Vorsehung  noch  lange  Jahre 
Kraft  und  Gesundheit  zu  seinen  verdienstlichen  Arbeiten  verleiben! 

l>er  Zonen-Apparat  am  Mittagsrohre  der  Wiener 
Sternwarte.  Von  Karl  v.  Littro  w,  wirklichem  Mitgllede 
6ef  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften.  (Aus  dem 
Movemberhefte  des  Jahrgangs  1857  der  Sitzungsberichte 
der  mathem.-naturw.  Classe  der  kaiserl.  Akademie  der 
Wissenschaften.  XXVII.  Bd.  S.  443.  besonders  «bge- 
dmckt).    Wien.    1858.    & 

In  diesem  filr  jeden  praktischen  Astronomen  sehr  interes« 
santen  Aufsätze  ist  ausfiibrlich  Nachricht  gegeben  von  den  bei 
dem  Mittagsrobre  der  Wiener  Sternwarte,  welches  im  Jahre  1838 
dem  Observatorium  des  k«  k.  Marine -Collegiums  in  Venedig  zur  » 
einstweiligen  Benutzung  überlassen^  im  Jahre  1852  aber  der  Wie* 
ner  Sternwarte  zurückgegeben  worden  war,  angebrachten  Einrich- 
tungen» um  dassjelbe  in  einen  Zonen- Apparat  umzugestalten.    Bei 

^  der  ursprünglichen  Einrichtung  dieses  Apparats  war  Herr  Director 
Lamont  in  MGnchen  in  sehr  dankenswerther  Weise  behflflicb 
gewesen ;  .später  aber  wurden  mehrere  Veränderungen  damit  vor- 

•  genommen ,  und  namentlich  die  Beeinträchtigung  der  optischen 
Kraft  des  Fernrohrs  durch  die  fibliche  Beleuchtung  des  Gesichts- 
feldes dadurch  vermieden,  dass  ein  völlig  angemessenes  System 
von  lichten  Fäden  im  dunkeln  Felde  eingerichtet,  wurde.  Alle 
diese  Einrichtungen  sind  in  der  vorliegenden  Abhandlung  in  sehr 
lehrreicher  Weise  beschrieben  worden^  mit  näherer  Erläuterung  d|er 
Beobachtnngsmethode  und  Mittheilung  von  Beobachtungen,  dutch 
welche  die  Zweckmässigkeit  der  getroffenen  Einrichtungen  voll- 
kommen coustatirt  wird.  Wir  empfehlen  die  Schrift  daher  noch- 
nials  jedem  praktischen  Astronomen  zu  sorgfültiger  Beachtung. 


Physik. 


'Untersuchungen    Ober    die    Leistungen    der   Bour- 
don^schen   Metallbsrometer    mit    Hinweisnng  auf' den 
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Nitcep  fliesßrr  lostrameote  fAr  die  Mmriiie.  Voa  i..F. 
Jaliiu/i.&cb'iixi,d,t,  Astronomen  der  Sternwarte  des  PrS- 
Ute^n 'E.  Riitter  von  Cnfcrechteberg  zu  Olmfl«.  WImi 
nad  QUO«.  B&izel'e  Verlane -fixpediitioiu  18B&  i^. 
90  Sg;r. 

Diese  überaas  gründliche  und   umsiebtige  Untersnö&ang  der 
Metallbarometer  oder  An^roTde  hat  uns  eine  sehr  grosse  Freode 
gemacht,  da  wir  längst  eine  solche  Prflfung  der  fraglichen  Insrtro- 
mente  ffir  ein  wahres   Bedürfniss  gehalten  haben,  um  fiber   die 
gewiss  häufig  aberscbätzten  Leistungen  dieser  instrumeDte,    mit 
den«n  -nmn  wohl  Hohen  der  Tische  über  dem  Fnssboden  der  Zin* 
inet  messen  zu  kennen  behauptet  oder  vorgegebeu  hat,  eodlidi 
tu-jB^ehOHger  Klarheit  zu  kommen.    Diesem  Bedarfniss  tn^genfi^eii» 
\^  d\b  -vorliegende  ausgezeichnete  Schrift  votlkomsMUi  geeigiiet, 
uhd  ^r  zollen  Air  dieselbe,  sowohl  dem  Herrn  Verfasser«  als  ancfc 
dem  hochwfirdigen  Herrn  Prälaten  von  Unkrechlsberg,  weidier 
sich  den  mühevollsten  und  andauerndsten  Untersuchungen  dieser 
In^trumentei  namentlich  in  Bezug  auf  den  so  wichtigen  Einfluss 
der,^ärme,  .mit  .seltener  Beharrlichkeit  und  grossem  Geschick, 
insbesondere  auch    der    Berechnung   der  S.  29.   mitgetheilten  so 
wichtigen  Wäcm&tafel  durch  Interpolation,  unterzogen  hat,  im 
riamen  der  Wissenschaft  unseren  wärmsten  Dank.    Aus  dem  föl- 
g^oden  Inbaltsverzeichniss  werden  die  Leser  sehen,  mit  welcher 
Vollständigkeit  und  SorgfaH  der  betreffende  Gegenstand  nach  allen 
Seiten  hin  beleuchtet  worden  ist:    „Einleitende  Bemerkungen  und 
Anempfehlung  der  Metallbarometer  zum  Gebrauch  auf  dem  Meere.*" 
(per  Nutzen  bei  dem  letzteren  ist  so  von  selbst  einleuchtend,  dasses 
dieser  ausföhrlichen  Empfehlung  kaum  bedurft  hätte ;  aber  diese  Ein-  * 
leitnng  enthält  ausserdem  flir  alle  Besitzer  von  An^roTden  so  lehr- 
reiche Bemerkungen,  dass  wir  ganz  besonders  auf  dieselbe. hinwei- 
sen müssen.    Wir  heben  u.  A.  nur  folgende  Stelle  heraus:  „Jeder 
AnöroYd,  cfo  wie  er  aus  der  Hand  des  besten  Künstlers  hervorgebt 
ist^  wenn  ihm  keine  Instruction  beigegeben   wird,  und  wenn  er 
keinen  Thermometer  enthält,  für  genaue  Beolacbtungen  ganz  un- 
brauchtiar^j).     .Unterzieht  man  ihn    aber  einer  sor^ftUHgen  Prü- 
fung^*), so  kann  man  ihn  selbst  dann  mit  Mutzen  zu  Huheobe- 
stimmungen  anwenden,  wenn  er  auch  sehr  grob  gearbeitet,  und 
gegen  die  Aendernug  des  Lnftdrurks  sehr  unempfindlich  sein  sollte, 
wie  dies  s.  B.  bei  meinem  ersten  AntfroTde  der  Fall  war.    EndUch 


*)  Die  Richtigkeit  dieser  Bemerkiuig  snCerachfeibe  Ich  voUstiadig» 

a 

**)  ;VMa  die  «orlimgenfe  Schrat  eise  ^ffliche  Aaleitiuig  eothfilt. .    a 
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•kfr  kt  .es  .iM«Iit  als  ^n  giosser  Cebel^itiMid.iwibiifitfMbtii,  iifenp 
der  An^roTd  .^rJHicIi  /b«i  ilvg«>d.TO9r.<j«lagQ0beit  Minen  SMbuhI 
▼er&ndern  Rollte;  es  Ist  sodann  ganz  einfach  mit  dem  Sblilssel  die 
Torige'Lage  des  Zeigers  wiederherzustellen «  qnd  jedenfalls  ein* 
fach^r,  aifs,  wenn  Luft 'in  das  'Vacunm  öder  in  das  Qoecksttber 
des  geWobblleben  Barometers  eingedrnngen  ist,  diese 'beranszd:- 
schafen.  ;Der  A^n^roTd  ist  aber  nicht  im  Stande  (wenig- 
stens Jetz^t  nicht)  die  Quecksilberbarometer  zo  ver- 
drängen. Atff  diese  stützt  sich  vorläufig  seine  ganze 
Braucrhbarkeity  und  auf  sie  roflssen  jille  Correctionen 
bezogen  werden*^)).  —  Von  der  Construction  des  An^roldba- 
roroeters.  —  Von  der  Anwendung  der  Curvenconstruction.  —  Un- 
tersuchungen Gber  die ' Eigenschaften  des  AnärpTds  il^  —  Dessen 
V^ltrinecoTrection.  —  Experimente  mit  der  Luftpumpe.  -^  Daraus 
abgeleitete  Correctionstafel.  —  Prüfung  des  AnäroTds  A\  —  Metf» 
sQog  von  Höhenunterschieden.  —  Bildung  der  Normalwerthe  IBr 
die  defiaitive  Coryi».  -^..Qj^aoitlve  CorsectivBUlufflt  iplr  ^^  --^  Bri- 
#piel  |i9d  :Dars:^lloag  der  jQbng  ibleiben.d^n  iFehler.  ^  Veriiadie 
ober  .4m  VerhÖtajss  .4es  i^Lp^rpY.da  4*  .unt^r  der  {^«(IpuiDpe,  — 
Wecthe  Cur  .^ie  .ei»tP;<Jori;€Jcti^Wf^fe|.  ^  W^TOßcpnfectioq.  —  Ptfl- 
-^g  des  Ant^ntfds  4^  ,w$bi;€ll\4  iler  .B>eobaiPbMng^P  ^oi  ;Sqhiiee^ 
berge.  —  Bilduqg  vop  IVoriPA(w?rtbQQifur  di^  id^finitiTe.Cpiiy^  f^ 
Definitive  Correctionstafel  f&r  A\  —  Beispiele  und  Anwendung 
der  Tafel  und  CNkrig  bleibende  Fehler.'' 

Der  Herr  Verf.  weiset  mit  Recht  darauf  hin»  dass  jeder  An<$- 
roTd  ein  Individuum  sei»  welches  einer  besonderen  Präfuog  und 
sorgfältigen  Vergleichung  mit  genauen  Quecksilber  -  Barometern  be- 
dfirfe»  und  giebt  schliesslich  fiber  seinen  AntfroYd  J^  das  Urtheil 
ab:  «»dass  dieser  An^rold  zur  Messung  aller  Berge  bis  zur  Höhe 
von  1100  Toisen  vollständig  ausreichen  und  zu  genauen  Resulta- 
ten ilahren  werde.''  Wir  empfehlen  die  ausgezeichnete  Schrift 
nochmals  allen  Physikern,  Astronomen  und  Seeleuten  recht  sehr 
aur  Beachtung. 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applie'ata  pnkblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E«  Betti  a  Pisa, 


•)  Aach  hleria  ttlmmen  wir  dem  Herrn  Verf.  ao«  voütter«  Uelier- 
aesgoBg  bcL  G. 
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«P.'Brioscki  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.Tortoiiiii 
a  Roma.    4«     (S.  Literar.  Beriebt  Nr. CXX.  S. 5.). 

No.  3.  (Maggio  e  Giugoo  1858).  Sopra  i  Covarianti  delle  forme 
binarie.  Nota  del  Prof.  Enrico  Betti.  p.  129.  —  Sui  differenziali 
a  indice  qualunque.  Nota  del  Prof.  Plaqido  Tardy.  p.  135.  — 
Mf^moire  aur  la  probabilittf  des  erreura  dand  la  somme,  ou  dans 
la  nioyenne  de  pluaieur/i  observations  par  le  P.  M.  JailieD'S. 
J.  (Continuazione).  p.  149.  —  Note  Bxa  une  forinuie  d*Abel  par 
Joseph  Bertrand.  p.  156. —"SalCovariaDti  delle  forme  piü  varia- 
bili.  Nuta  del  Prof.  Fraoeesco  Brioschi.  p.  158.  — -  Solle  Ud«6 
del  terzo  ordine  a  doppia  curvatura.  Nota  del  Prof.  Lnigi  Cre- 
roona«  p.  164.  -—  Sülle  eqaazioni  del  moltiplicatore  per  la  tra«- 
forroasione  delle  fuoziooi  elüticbe.  Nota  del  Prof.  F.  Brioachi. 
p,  175.  —7  Sopra  aicune  curve  algebridie»  delle  quali  la  lemniscata 
h  .0 n  caso particolare.    Nota  del  Prof.  BarDabaTortolioi.  p.  178. 

ItiTiflta  bmioffraplilea.  Intorno  ad  una  formola  d*ioterpo- 
latioiie.  Articolo  del  Prof.  F.  Brioschi.  p.  18-2.  (Betrifft  eine  For- 
mel ^n  Herrn  Tchebiehef  in  Crelle's  Journal  T.53.p.280u> 
—  Sopra  una  Memoria  del  Prof.  Ottaviano  Fabrizio  Mossottl  aotto 
Sl  tttoto  oNuova  teoria  degli  stromenti  ottici'*  Osservay  ni  del 
Prof.  Francesco  Gattaneo.  (Continuazione  e  fine).  p.lB 

Pobblicazionl  recenti.  p.l9L 
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Literarischer  Berieht 
cxxn. 


Prdsaufgabe  der  Kunigiichen  Akademie  der  Vi^iSBeii^ 

Schäften  zu  Berlin. 

t  ■  .1 

„Die  Theorie  der  Krünunungs-Linien  der  FlXchen  iq 
irgend  einem  wesentlichen  Punkte  zn  vervoilstSndigen/* 

Es  wird  sich  hierbei  nicht  sowohl  darum  handeln,  das«  die 
Ansahl  der  speziellen  Flächen,  deren  Krflromungs-Linien  sich  finden 
lassen,  vermehrt  werde,  sondern  nm  allgemeinere  und  Wichtigere 
Gesichtspunkte»  Wie  z.  B.  die  Beantwortung  der  Frage,  unter  'wel- 
chen Bedingungen  die  Krüromungslinlen  algebraischer  FiSchen 
selbst  algebraische  Kurven  sind,  oder  um  die  Bestimmung  der- 
selben fflr  Fl&chen  der  dritten  oder  einer  höheren  Ordnung. 

Die  ausschiiessende  Frist  tOx  die  Einsendung  der  Beantwor* 
tung,  welche  nach  ^er  Wahl  der  Bewerber  in  deutscher,  lateini* 
scher  oder  französischer  Sprache  abgefasst  sein  kann,  ist  der 
erste  März  1861.  Jede  Bewerbungsscbrift  ist  mit  einem  Motto  an 
▼ersehen,  und  dieses  auf  dem  Aeussern  des  versiegelten  Zetteis« 
welcher  den  Namen  des  Verfassers  enthält,  zu  wiederholen. 

Die  Entsdheidung  Mier  die  Zuetkennung  d^s  Preises  von 
100 Dukaten  geschieht  in  der  Sfentlieben  Sitzung  am  Leibnizischen 
Jahrestage  htt  Monate  Juli  des  Jahres  1861. 


Arithmetik. 

Die  Differential-  und  Integralrechnung,  umfaissend 
und  ralt^steter  Berücksichtigung  der  Aawendelig  dar. 
gestellt  von  Dr^  J.  Dienger,  Professor  der  Mathematik 
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an  der  polytechnischen  Schale  su  Karlsruhe.  Mit  5U 
in  den  Text  eingedruckten  Figuren.  Stuttgart.  Metz- 
ler.   1857.    8. 

Dieses  Buch  dfirRe  wohl  gegenw&rtig  die  vollstlndigste  Dar- 
stellung der  Differential-  und  Integralrechnung  in  deutscher  Sprache 
enthalten,  so  weit  bei  ^nem  Werke,  i^^elches  di^  Grlnzen  eine« 
grosseren  Band«  oder  Lehrbuchs  nicht  zu  fiberschreiten  beabsich- 
tigt, billigerweise  überhaupt  von  VollstSndigkeit  die  Rede  sein 
kann.  Auch  glauben  wir,  dass  der  Herr  Verfasser  in  dieser  Be- 
siehung eine  richtige  Mitte  gehalten  hat,  wobei  er  zugleich  seinem 
Werke  durch  die  Tielfachen  Anwendungen  auf  Geometrie,  Mecha- 
nik, mathematisehe  Physik  und  Astronomie,  natürlich  auch  aof 
die  reine  Analysis,  welche  dasselbe  enthalt,  einen  besondere« 
Werth  verliehen,  und  dasselbe  zu  einem  lehrreichen  Handbuche, 
Damentlich  auch  ffir  AnAnger,  gemacht  hat,  welche  letzteren  da- 
rin vielfachen  Stoff  zu  zweckmässigen  Uebungen  finden  werden. 
Leider  verbietet  uns  hier  der  Raum,  den  reichen  Inhalt  vollstin- 
dig  anzugeben,  so  dass  wir  uns  mit  der  folgenden  Angabe  der 
Hiuiptabscbnitte  begnOgen  mOssen : 

i.  Vo*  dea  Ftmclionen.  Grfihswerth^i  DifferenttalquotieBt 
flTir  Functionen  einet  einsigen  unabhängig  Variablen.  11«  iMffemi- 
ttal^QOtienteb  h5ber^r  Ordnungen.  Vertausohung  der  nnabhSagl« 
VeränderKebeo.  Bedeutang  gewisser  Differentlalqiiotlenten.  ID.  Die 
Theoreme  t^n  Taylor,  Maclaorin,  Bdrmttnn  and  Li^gran^e. 
IV.  Untersuchung  der  scheinbar  unbestimmten  Formen.  V,  Von 
den  grÖSStcfn  unj  kleinsten  Werthen  für  Functionen  einer  unab- 
hän^g  Varhibien.  Vi.  ReihenbilduDg  und  'Reihensumroirung  mit- 
fehit  der  DMfef^nttallrecbnung.  VH.  Differentialquotienten  für  Func- 
flonen  Meht^^t  unabhängig  Veränderlichen.  Veriauschnng  dieser 
letzteren.  Analytische  Anwendungen.  VIII.  Das  unbestimmte  In- 
tegral. IX.  Das  bestimmte  Integral.  X  Quadratur  der  Gurveo 
und  Oberflächen.  Rectificstioo  der  Cucv«n  und  Cubater  der  Kor- 
per»  XL  Weitere  Untersuehtngen  Mer  besHmarte  hleft^nle« 
XII.  Die  Differentialgleiehungeil  erster  Ordnniig«  XJiL  Die  Diffe« 
rentialgleichungen  höherer  Ordnung.  XIV.  Von  den  besonderen 
Auflosungen  der  Differentialgleichungen.  XV.  Integration  der  gleich- 
zeitigen Differentialgleichungen.  XVI.  Die  periodischen  Reihen 
von  Fourier  und  Lagras ge.  XVII.  Die  elliptischen  Int^rale.' 
XVIII.  Die  Eul  er 'sehen  Integrale  und  die  Gamma- Functionen. 
Reductil  n^MMtet  Integra  näcfc  -^etstbledteneti  MethMen. 
XiX.  Näfv^tmfcsweiseAeredmtingbestlWMtet'lAtegi^le.  Art  hang. 
iunoMlne  AeeMlMiivg^n  tind  Uebungen  \%bx  sehr  feidriiälAget  ond 
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l^brreMtor  AlMBchDiU«  409460  UiMt  lOUi^r  «m^g«|)eiy  vmß  Ui4«f 
^Lmf  BmMp  nicht  g^irtattet). 

Wir  b»bM  aoM  su  dieaer  lohaJtoaiif^be  vorpflicbtet  .gpb^l- 
^«o,  weil  wir  gUmben,  iIam  ebep  im  i^r  dftfajis  «icb  /erge- 
benden Reicbbalttgkeit  das  Haoptverdiensf  des  Werkes  liegt, 
indem  ein  gleich  vollstftiidiges  Werk  tber  die  bObere  Analysis 
€lie  deittsehe  Literator  gegenwartig  nicht  aafsnweisen  im  Stande 
iist.  Aach  sieht  man  ans  dieser  Inhaltsangabe,  wie  sehr  der  Herr 
ATerfasser  bemüht  gewcfif^n  ist»  allen  neueren  analytischen  Arbei- 
ten  eine  mSgliohsf  gl^dbrafissige  BerOcksiditignng  zu  Theil  wer- 
den zu  lassen»  so  weit  es  der  beabsichtigte  Umfang  seines  Wer- 
kes irgend  geetalteCe,  «nd  wie  sehr  er  seihst  «tt  den  neueren 
Fortschritten  der  Analysis  vertraut  ist»  welches  Letztere  übrigens 
«eben  aus  seinen  Tieleo  früheren  TerdienstHchen  Arbeiten  hinrei- 
chend bekannt  ist.        x 

Was  die  Darstellung  und  Begrfinduog.  insbesond/Bre  der  Diffe- 
rentialrechniaiig  betrifft,  so  braueben  \y\r  nach  deq  allgeroeio  be- 
kaoDteo  früheren  Arbeiten  ^es  Herrp  Ter/assers  iuisern  Lesern 
wohl  nicht  erst  zu  versichern»  dass  er  ^ach  in  dieser  Beziehong 
sii:h  ganz  den  neueren  strengen  Ansichten  aftzuscbliessen  gesucht 
bat,    welche  in  dem  leider  zu  früh  den  mathematischen  Wissen- 
schaften entrissenen  unübertreffbarep  Auj^ustinCauchy,  ; —  dem 
eigentlichen  Begründer  der  ganzen  neueren  ^strengen  Analysis ^  — , 
ihren  nächsten  und  ersten  Vertreter  finden.    So  sehr  aber  dieses 
buchst  verdienstliche  Streben   des  Herrn  Terfassers  nach    voll- 
kommener Strenge»    wie  wir  so  eben  gesagt  haben»   überall  im 
Allgemeinen  deutlich  hervortritt  und  sich  kund  giebt:    so  dür- 
fen fvir  doch  auch  auf  der  anderen  Seite  zur  Steuer  der  Wahrheit 
.  nicht  ganz  unbemerkt  lassen»  dass  einige  Ausftlhni^geD  allerdings 
weniger  Anspruch  auf  die  der  neueren  Analysis  eigene  vollstän- 
dige Strenge  haben»  und  sich  einige  Behauptungen  finden»!  die 
wir  nicht  unbedingt  unterschreiben  muchlep»   bez5|slich  welcher 
also  aiich  namentlich  Anfängern  einige  Vorsicht  bei  dem  Gebrauche 
d#s  Buchs  zu  empfehlen  sein  dürfte.    tJnsere  )iterarischeii  Be- 
richte  beabsichtigen  nicht  ausfährliche  Kritiken,  sondern  nur  eine 
allgemeine  Charakterisirung   der   betreffenden  Werke  zu    liefern» 
halten  sich  naroentlich  aufh,  bei  im  Allgemeinen  verdienst- 
lichen  Schriften»   wie   die  vorliegende  jpbne    Zweifel 
es  Ist,  gern' fem  von  solcher  unangenehm  berührender  Schärfe^  .^iß 
sie  uns  namentlich  in  neuester  Zeit  Jn  einigen  von  jüngeren  (ile- 
lehrten  herrührenden  hritisehen  Beurtbeilungen  in  nicht  eben  sehr 
erfreulicher  Weise  en^^en  getreten   ist.    Daher  kann   es  hier 
nicht  unsere  Absicht  sein»   das  vorliegende»    wie  schon  gesagl, 
jedenfalls  mehrfach  verdienstliche   und    empfeUeos^vertJbe   Werk 
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rflcksichtKch  der  oben  angedeuteten    wenigen   »chwlcbereo  Pv- 
tieen  eine  ybil^tändige  Mastening  passiren  zu  lassen.    Um  jedod  I 
unser  obiges  Urtheil  nicht  ohne  alle  Begründung  su  lassen«  wolle«  { 
wir  wenigstens  über  eine  Stelle  Folgendes  bemerken. 

Auf  den  Seiten  65.  und  66.  bespricbt  der  Herr  Verfasser  des 
bekanntlich  vieifacb»  —  und,  wie  wir  glauben,  mit  Tollem  Rechte» 
T-  angefochtenen  Sats,  dass,   wenn  die  Reibe 

s wischen  gewissen  Gränzen  convergirt,  zwischen  denselben  Grin- 
zen  allgemein 

/(a:)=/i:o) +fr(0)+oAO)+i^nP)+.  .- 

sein  soll^  und  sagt:  «»Dieser  wichtige  Satz  ist  vielfach 
bestritten,  dennoch  aber  unzweifelhaft  «richtig. '^  Nun 
mfissen  wir  aber  gesteben,  dass  das  Raisoonement,  —  einen  an- 
deren, grossere  Strenge  ffir  sich  in  Anspruch  nehmenden  Namen 
können  wir  der  Darstellung  des  Herrn  Verfjässers  in  diesem  Punkte 
nicht  wohl  einräumen,  —  uns  keineswegs  von  der  Richtigkeit 
dieses  Satzes  überzeugt  hat,  dass  wir  vielmehr,  wie  früher,  auch 
jetzt  noch  an  dessen  Unrichtigkeit  im  Allgemeinen  vollkommen 
festhalten.  Zugleich  sind,  wir  der  Meinung,  dass  solche  an  eine 
ältere  Zeit  erinnernde  allgemeine  Raison neroents,  wie  das  hier 
angewandte,  bei  der  Begründung  solcher  Sätze  nicht  mehr  am 
Orte  sind,  sondern  dass  ganz  strenge  Restbetrachtungen  hier  mehr 
als  irgendwo  nur  allein  zur  Wahrheit  fuhren  können.  Ond  wo 
man  diese  nicht  geben  kann,  sollte  man  dergleichen  Sätze  lieber 
gar  nicht  aufstellen,  viel  weniger  namentlich  Anfängern  zur  An- 
wendung empfehlen.  Ueber  das  von  dem  Herrn  Verfasser  znr 
Begründung  des  fraglichen  Satzes  in  Anwendung  gebrachte  Rai- 
sonmement  uns  weiter  zu  verbreiten,  fehlt  uns  hier  der  Raum, 
was  aber  auch  nicht  weiter  nGtbig  sein  wird,  wenn  wir  über  die 
folgende  Bemerkung  des  Herrn  Verfassers  noch  einige  Worte 
beigebracht  haben  werden.  Derselbe  sagt  nämlich:  „Caachy 
namentlich  glaubt  ihn  ^)  thatsächlich  dadurch  zu  widerlegen,  dass 

er  fix)  =  s    V*/    setzt.    Alsdann  wäre  (§.  6.) 


*)  d.  h.  den  obigeu  Satz. 
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und  für  ^^0  werden  diese  GrSssen  dann,   wegen  e^^==0»  die 

Form  n  annehmen,   die  swar,   wie  wir  $.  22.  sehen  werden,   so 

lang«  Nnll  ist,  als  in  f^^x)  die  Zahl  ii.es  ist  *),  aber  nicht  mehr, 
wenn  n  unendlich  gross  wird.  Man  Icann  also  in  diesem  Falle 
die  Reibe  (30)**)  gar  nicht  anwenden^'  und  es  folgt  bieraas  bei- 

neswegs,  wie  Canchy  meint,  das  anrichtige  Resnltat  e    '*=Q.'^ 

Wir  gesteben  gera,  dass  wir  im  ietsteren  Tb^iie  dieser  Be- 
merkong  den  Herrn  .'Verfasser  nicht  recht  verstehen,  namentlich 
nicht einzasdie«  vermSgen,  was  hier  die  Unterscheidung  zwischen 
einem  endlichen  and  anendiich  grossen  n  fSr  euie  Bedeutung 
haben,  was  daraus  in  Bezug  auf  die  fraglidie  Behauptung  Gau« 
chy's  feigen  und  geschlossen 'werden  seil,  die  wir  vielmehr  in 
Uebereinstimmnng  mit  Moigno,  Duhamel,  u.  s.  w,  f&r  völlig  ge- 
rechtfertigt halten. 

'.'*  tFar./(^>2ss(e,   '*  eibUt  man  duDcb  succes|uve  Differentiation 
UMkk  «aeh  «ad  naphdie  folgenden  *4Q9driicke: 

•      ^1  "'*■'"' 

fix)  =(— 6ar-*  +  4r-«)e    *■,     • 

1 

rix)  =(24ar-»— 3fe-^+&r-«)r^, 

/•i^(ar)=.(— 120ar-«+  aOOar-«--  144ar-W4, 16ar-M)c"^, 
u.  s.  w.    u.  s*  w. 

und  schiiesst  hieraus  auf  der  Stelle,  dass  allgemein  in  leicht  ver* 
stindlicher  Bezeichnung: 

/t»)  (or)  =  1  Q  jr-(»+«) + A4r-(«+*)  +  Q;r-(«+  •)  + .,..  +  C»ar-5«  |<j""  '^ 

ist,   wo 

^f    ^»    Cji»    v^>»»-«Gi 
endliche  völlig  bestimmte  numerische  Goelficienten.  sind.    Also  ist: 


*)  Soll  voTkl  hbiMenf    „aU  hi^f^ix)  die  Kahl  n  endlich  Ut." 
**)  £hen  dfo  obfg«  Gleidfihnip,  «weiehe  hier  l^pftfoheu  wird..  . 
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«nd  folglick,  weil  beintiMitllck  £Qr  jedes  reelle  jr  ehiie  Aesnabae: 


Ut: 


/^«^(a^) « 1  1  .  1    i  .    1    j; 


oder 

Weil  man  dod  in  dieser  Formel  offenbar  die  positive  ganie  Zahl 
k  beliebig  gross  atidebmen  kattn,  wogegen  n  imoier  ehen  eed- 
licben  völlig  bestimmten  Werth  behllt  «n4  hter  als  etnsa  ■•hfcea 
behaltend  aufgefasst  werden  mass,  so  wird  Sn— 2ifc  jedeoblls  eed» 
lieb  negativ  werden,  and  daher  in  Folge  der  ehigeo  Formel  oCm- 
bar  Tür  jedes  positive  ganze  n  immer 

/(•)(q).aO 

sein,  wobei  kaum  noch  besenders  Jbemerkt  sq  werden  braucht, 
dass  auch 

Ao;=o 

ist.  Alles  dieses  heisstnur  so  viel,  dass  für  jedes  ganze  posi- 
tive it  der  Werth  des  Differentialquotienten  f^^){x)  verschwindet 
Von  einer  eigentlichen  Veränderlichkeit  des  n»  wie  diese  bei 
einer  eigentlichen  unabhängigen  Variablen  znt  Bekachtnog  kommt, 
ferner  von  einer  dadurch  etwa  bedingten  Annäherung  einer  anderee 
Grosse  an  eine  gewisse  Gränze  oder  etwa  ein  Wachseo  dieser 
Grosse  in*s  tJnendllche,  Ist  Mer  gar  keiniB  Rede.  Man  weiss, 
wie  schon  gesagt,  ganz  einfach  nichts  weiter,  will  gar  nichts  wei- 
ter wissen  und  braucht  aach  gar  nichts  weiter  zu  wissen,  als  dmss 
fflr  jedes  positive  ganze  91^  d.h.  allgemeie,  /'(**)(0)  verschwin- 
det, was  ich  oben  mit  jeder  mir  möglichen  Deutlichkeit  dargetban 
zu  fiaben  glaube.  Kommen  wir  nun  sebliessifcb  auf  den  Safs,  am 
,  welchen  es  sich  hier  handelt,  zurück,  dass  nämlich  zwischen  4en 
Gränzen,  zwischen  welchen  die  Reibe  auf  der  rechten  i8eite  des 
Gleichbeitaceifibeiis  in  folgeoder  GJeiehniig  ceavergM«  «Kgemeie 
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Bia  «oU»  «o  muMitß  «acl^  für  /(7)  =  e^'*  in  jedem' solchen  Falle 

alM»  weil  jetzt  aUgemeiB7tti)(0)=0  ist»  allgemeiQ  für  jedes  ;r 

1^ 
e"*"  =  0 

sein,  WM  doeft  gewte  ebeo  se  «lirielltig  ist«  al«  es  umweifelbaft 
ist,  dass  die  Reihe  auf  der  rediten  Seite  des  OMehbeitsaeiehens 
im  TorliegendeD  Falle  convergirt.  Hält  man  sich  oar  an  den  Sinti» 
welcher  dem  fraglichen  Satze  beigelegt  und  in  welchem  dessen 
Richti^eit  behauptet,  auch  an  die  Art  und  Weise,  wie 
derselbe  von  Jedem,  der  ihn  braucht,  jedenfalls  an« 
gewandt  werben  wird,  so  scheint  es  mir  gar  nicht  zweifelhaft 
Au  seio,  dass  durch  das  obige  tob  Cauchy  und  Anderen  ge- 
brauchte Beispiel  die  F.alficbheit  dieses  &itzes  (im  Allgemeinen) 
voUsliodig  nachgewiesen  wird,  jEin  anderes  von  Cauchy  gege- 
lieees,  znm  Nachweis  der  Falschheit  des  fraglichen  Satzes  lu  der 
Allgemeinheit,  in.  welcher  er  behauptet  wird,  geeignetes  Beispief 
s.  m.  in  den  i.Le^ous  sur  le  calcul  differentiel.  P/ifls 
1829.  p.  lOS.  und  bei  Moigno  p.72.,  so  wie  bei  Duhamel  (1841) 

p,  89o   welcher  tietztere,    im  Anschluss.  an  das  obige  Beispiet 

1 
/(ar)  =  «***'^,    hoch  allgemeiner  wie  Caüchy  sagt:    „II  suft  dv 
lä,   que  si  F{x)  t^i  une  fbnction  d^teloppable  pat  la  si^rie  d^ 

—  JL 
Maelaurtn,  f\ßy^e   «'',  4ev4lepp^e  par  ia  mdaieformuie,  doi^- 

aeva  Uea  ä  aae  idrie  eoavergente»   mais  ^i  n^pfdsentcda  Fiß^),, 

et  9^r%  par  cönsdqaent  inexacte/* 

MSge  der  Herr  Verfliaacv  in  diei^i^tt  Beaierkungea  iiichts  wei* 

ler  ab  daa  rtsinef  Strebt  nach  Wahitelt  eAemreii,    Aer  i«  «mIh 

rerea  Bezieimngetf  reicht' in  Abrede  zu  stellenden  VeirdienstKcfa- 

fcelt  i^irteri  Buchet,  die  wir  innerhalb  d<n-eCMf»iither  bezeiebneteit 

6rlü|ki«ft  bereitwitngst  and  freadt^at  atierkeÄMa,  seil  dadureii  kviin 

Abbrti^h  geachehtfA.  6^ 


Geomettie.        • 

Uel^er  die  Kegetaeh^nltte;    Von  6.  Fr«  Tk  K^ch,  Ma- 
theiaatikas  am  iS^ymnAeiiira  j^a  Bvdissin.    Programm  d»a 
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Gymnasiums    zu    Budissin   FQn  Ostern  185L    Badlssin 
1851.    4. 

Dieses  schon  im  Jahre  1851  erschienene  Programm  ist  uns 
leider  erst  jettt  bekannt  gevrorden.«  Da  bn  aber  im  den  Terdieoat- 
lichen  Schriften  gebdrt,  welche  die  HauptsStze  der  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  aus  einem  allen  diesen  Curvea  gemeinschaftlichen 
allgemeinen  Princip  absuleiten  suchen,  und  sich  leicht  der  verdieBten 
Beachtung  entziehen  machte»  so  scheint  die  fblgetide»  freiUcii  rerspl* 
tete  Anzeige  wohl  gerechtfertigt  zu  sein.  Um  eine  deutliche  Ein- 
sicht in  das  Wesen  der  vom  Hdrm  Verfasser  angewandten 
Methode  zu  gewinnen,  ist  es.  nOtiMg»  die  Jolgend/^  Erklftrongeo 
und-  weiteren  Bestimmungen  mit  :i»6inen  eigeofen  Witten  Toraussu- 
•schicken  s 

,,Eine  Linie ^   die  aus  an  einander  grftnzenden  Seh'tten  einer 
krummen  Linie  besteht,  heisse  eine  Sehnenlinie  dieser  krum- 
men Linie»  und,  wenn  diese  Sehnen  alle  gleich  sind,  eine  gteich* 
seitige  Sehnenlinie;    der  Winkel»  welchen  zwei  an  einander 
gränzende  Sehnen  einer  solchen  Sehnenllnie  mit  einander  büden, 
heisse   ein   Sehnenwinkel.      Die   gewöhnliche   Erklärung    der 
Kreislinie  mag,  der  später  davon  zu  machenden  Anwendung  wegen, 
mit  folgender  vertauscht  werden:    Eine  Linie,   die  so  gestalte 
ist,  dass  alle  Winkel  einer  gleichseitigen  Sehnenlinie  derselbe!, 
welche  aus  unendlich  vielen  gleichen  Sehnen  besteht,  immer  ein- 
ander  gleich  sind,  welche  Länge  isiuch  die  gleicheh  Sehnen  haben 
mögen,  ist  eine  Kreislinie.    Ist  jeder  der  gleichen  Winkel  die* 
ser  Sehnenlinie   kleiner  als  2  R.,   so  schneiden  sich  alle  diese 
gleichen  WInIcel  halbirenden  Geraden  in  einem  Punkte»  welcher 
von  allen  Punkten  der  Kreislinie  gleich  weit  entfernt  ist  und  Hit- 
telpunkt der  Kreislinie  heisst,  nnd  die  KreisKnie  ist  Ji^  die- 
sem Falle  geschlosseD,  wie  sich  sais  der  gegebenen  £rkljlrumi 
der  Kreislinie  leicht  nachweisen .  lässt«  ,,RMiu«  .  und  .Da^ch- 
messer  haben   die  ge^uhnliphe  B^df^pfapg.   ,K^ne  solcbsir  ge- 
sehlessene  Kreislinie  heiskse  eine  poi^itiyefCrelslinie,  eile  von 
ihr  begräozte  Ebene  heisse  der  positive  Kreis  oder  die  ppsi- 
tive  Seite  der  Kreislinie,  die  auf  .der  andern  Seite  der. Kreis- 
linie liegende  unendliche  Ebene  heisse  der  negative   Kreis» 
oder  die  negative  Seite  der  Kreisimie.    Die  Gerade»  wdche 
einen  der  gleichen  Winkel  einer  gleichseitigen  Sehnenllnie  einer 
Kreislinie  halbirt»  heisse  die  Axe  der  Kreislinie  od<»r  des  Krei- 
ses und  der  Scheitelpnnlct  des  halbirten  Winkels   der  Anfang 
der  Axe.    Denkt  man  sich'  nun  die  gleichen  Winkel  einer  gege- 
benian  gleichseitigen  Sdinenllnie  einer,  gegebenen  Kreislinie  alle 
stetig  und  gleichmAsaig  suBehmei^d^  so  dass  sie  also  immer  eu* 
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«n^^r  iJlclMi  bleSbeit,  tind  zvrar  so,  dass  dabei  der  Anfang  der  .\xe 
An  sekicT  iiapre  Meibt»  und  dass  die  Ase,  weiche  einen  der  Win- 
4eel  6ei  gegebeven  Sebnenlinie  fialbirt,    diesen  Winkel,  t«rShrond 
^r  ziNitmtnt,  auch  immer  baibirt,  so  entsteht  dadmrcb  fortwährMd 
«ein«  f^elclMi«it^e^hoenlitiie,  weich«  #iiier  aicb  >  immer  ändern  desn 
KreisKnie  angebOit,  deven  lladiiia  immer  Bunimmiy  wie  lelebt  «v 
beweiffiB.    Werden  die  ISehnenwinIcel  dareb  dieee  Zunahme  end- 
lich ^esiredile  WInIcel»  ^90  wM  die  KrelBlittie,  -weicher  dann  di<» 
gflaicheeitige  ^MbnenMiiie  an^h^rt,    eine  eoendlfobe  €l^ade,    mM 
weiciMr  die  gleieben  Sehnen  aelbst  zusammenlellenv  unddi^  die 
gl^idben  Winfael  der  gteicbaeitii^»  S«bneoli»ie  baibirenden  Gera- 
den vimdeii..aUe  m  einander  paraüel»   ^  Krejsiinie  batlieilieo 
JUUieipvolKt.mebr,   eder  ihr  Mitlelpiinkt  liegt  in  Unendlicher  Ent- 
feiMMing*  ikr  Radiue  wird  mendlicb  gross.    Eine  solche  Kreislinie 
beisse  eine  unendliche  Kreislinie.    Die  positive  Seite,  dieser  un- 
endlichen Kreislinie  i^t  immer  die  Seite  derselben,  welche  die 
positive. Seite  der  Kreislinie  war,  ehe  die  letztere  unendlich  wurde. 
Denkt  man  sich  das  eben  angenommene  Wacbsen  der  gleichen 
Sebnenwiplcel  noch  weiter  fortgesetzt,   so  werden  diese  Winkel 
gleiebe  conveze  Winkel,  und  die  so  gebildete  Sebnenlinie  gehurt 
wieder  einer  geschlossenen  Kreislinie  an,  welche  sich  al>er,  rück* 
eichtlich-der  ersten  Kreislinie,   aus  der  sie   entstanden  ist,    auf 
der  entgegengesetzten  Seite  dos  Anfangs  der  Axe  schliesst,  gleich« 
sam  umgebogen  ist,  60  dass  sie  nun  ihre  negative  Seite  einschliesst, 
nnd  ihre  positive   Seite,   die  unbegränzte  Ebene  ausserhalb  der 
Kreislinie,   ausschliesst.     Die  die   convexen   Sehnen  winket  balbi* 
renden  Geraden  schneiden  sich  wieder  in  einem  Punkte,    wenn 
sie  rückwärts   verlängert  werden.     Die  Radien  einer  solchen 
Kreislfnie  sind  also,  verglichen  mit  cfeo  Radien  der  ersten  posi- 
tiven Kreislinie,   negativ,  denn  sie  entstehen,  wenn  die  die  glei- 
chen Sebnenwinkel  halbirenden  Geraden  Ober  die  Scheitelpunkte 
dieser  Winkel   hinaus   verlüngert  werden,    während   die   Radien 
einer  positiven  Kreiirflnie  entstehen,    wenn   diese  Geraden  nach 
der  entgegengesetzten  Richtung  verlängert  werden.    Diese  Erwei- 
termig  des  gewöhnitchen  Begriffs  vom  Kreise,    welche  nach  i)cm 
Gesetze  der  Stetigkeit  in  der  Constfuction  von  Ramnbegriffen  sich 
aus  dem   obigen  Bildungsgesetze  der  Kreislinie  erglebt,    ist  es 
hauptsächlich ,    worauf  die  AUgemeinlieft  der  Eigenschaften  allet 
Ketselscbnitle  beruht,  tind  dieser  weitere  Begriff  vom  Kreise  kann 
aüeh  tSfitinX  itiit  Vortbeil   angewendcit  werden,   wie  Z.  B.'  in   den 
ft^ormehi  der  Brechnngsgesetze  der  Linsen. 

Ü*»ter  der  Etitfemting  eines  PiiiikteR  von  einer  Ki^islihle  ist,' 
cnfcsprecbeiid   der  Entfernung  eines  Putiktes  Von  einer  Geraden, 

2* 
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die  kürzeste  Gerade *«u  verstehen,  welche  sich  iroA  dem  gegebe- 
nen Pankte  an  die  Kreisiluie  ziehen  läset,  welche  Gerade  be- 
kanntlich immer,  vor  wir  ts  oder  rückwärts  verlängert,  durch  das 
Centrum  der  gegebenen  Kreislinie  geht 

Auf  diese  Erklärungen  gründet  sich  nun  die  Erfclftnnig  eines 
sogenannten  Kegelschnitts.  Ein  Kreisch nitt  ist  nehmlicb 
^eine  Linie,  in  welcher  jeder  Punkt  van  einer  gegebe- 
nen Kreislinie  und  einem  gegebenen  Punkte»  welcher 
auf  der  positiven  Seite  dieser  Kreislinie  liegt,  gleich- 
weit  entfernt  ist 

Ist  die  gegebene  Kreislinie  ^ine  positive,  so  belsst  der  Ke- 
gelschnitt eine  Ellip«^;  Ist  die  gegebene  Kreislinie  eine  un- 
endliche, so  helssl  der  Kegelschnitt  eine  Parabel;  iet  die  g^e- 
bene  Kreislinie  eine  negative,  so  beisst  der  Kegelschnitt  eine 
Hyperbel/'    ' 

Auf  die  vorhergehende  allgemeine  Erklärung  gründet  der  Herr 
Verfasser  nun  die  Theorie  der  Kegelschnitte«  wöbet  er  sich,  da 
seine  Schrift  zugleich  einen  pädagogischen '  Zweck  hat,  ganz 
richtig  einer  gemischten  geometrischen  und  algebraischen  Sfetbode 
bedient,  indem  er  die  algebraische  Rechnung  stets  an  eine  Figsr 
anschüesst 

Möge  die  Schrift  hierdurch  der  Beachtung  unserer  Leser 
empfohlen  sein. 


Mechanik. 

Ueber  Seiicurven.  Von  Dr.  T.  Spieker,  Oberlehrer 
an  der  Realschule  zu  Potsdam.  (Vierter  Jahresbericht 
der  Städtischen    Realschule   zu   Potsdam.)     Potsdaob 

1858.    4«  : 

Der  Herr  Verfasser  hat  schon  in  einem  früheren  Progranm 
des  Gymnasiums  zu  Bernburg  (1852)  eine  verdienstliche  Arbeit 
über  Seilpolygone  und  die  Kettenlinie  geliefert,  welches  im  Lite- 
rarischen Berichte  Nr.  LXXVIII.  S.  971,  mit  verdientem  Lobe  an- 
gezeigt, und  namentlich  der  bei  dieser  Untersuchung  angewandten 
elementaren  Methode  das  Wort  geredet  worden  ist  An  jene 
frühere  Arbelt  scbliesst  sich  die  vorliegend^  zwar  in  gewieser 
Weise  an,  ist  aber  dessenungeachtet  von  derselben  iioabhängig 
und  als  eine  ganz  seibstständige  Untersuchung  zu  betrachten,  weH 
der  Herr  Verfasser,  ohne  auf  seine  frohere  Arbeit  zurfieksogehen, 
die  Differentialgleichungen  der  Seiicurven  hier  in  selbststtndiger 
Weise  ans  den  leicht   zu  gewinnenden  Gmndeigenscbaften   der 
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Seilpolygene  eahvickeit  hat  Deen  «las«  bei  dem  voriiegendeo 
Gegeeetande  mit  btoaeea  elemeetaren  Metbodeo  ohpe  die  grOeete 
WeiCiSiifigkeit  eicht  mehr  aosiukommeD  war,  versteht  eich  vonfelbst. 

Die  TOD  dem  Herrn  Verfaeeer  bei  seiner  Untereaohiing  be- 
folgten allgemeinen  Gesicbtsponkte  giebt  derselbe  auf  folgende 
Art  an:  »^Ein  In  swei  Pnfikten  befestigtes,  vollkommen  biegsa-« 
mes  nnd  nnansdehnbares  Seil  bildet,  wenn  nur  parallele  Schwer- 
kräfte auf  dasselbe  wirken,  eine  Seil-  oder  Kettencurve« 
$iiid  die  Schwerkräfte  ausserdem  gleich,  Ist  s.  B.  das  Seil  flberall 
von  gleicher  Dicke  und  Dichtigkeit,  so  ist  diese  Cnrve  die  ge- 
Aoeine  Kettenlinie.  Sind  dagegen  die  Schwerkräfte  verschie- 
den, ändert  sich  z.B.  die  Dichtigkeit  des  Seils,  so  entstehen, 
so  bald  diese  Aendening  eine  cootlnoirliche  ist,  Seilcnrven  von 
verschiedener  Gestalt.  Ist  nun  eine  Seiicurve  ihrer  Gestalt  nach 
bekannt,  so  ist  die  erste  Frage  nach  dem  Gesetze,  welches  die 
an  ihr  wirkenden  Schwerkräfte  und  die  Spannungen  inneilirib  des 
Seils  bei  ihrer  Aendemng  befolgen.  Nicht  minder  interessant  ist 
das  umgekehrte  Problem,  för  ein  vorgeschriebenes  Aendenings*«^. 
gesetz  der  Kräfte  oder  Spannungen  die  Gestalt  der  Kettencurve 
zu  finden.  Auch  die  Krümmung  und  der  Schwerpunkt  dieser  Ge- 
bilde sind  in  Untersuchung  zu  ziehen,  nnd  zeigen  gerade  sehr 
allgemeine  und  einfache  Resultate." 

Geleitet  von  diesen  allgemeinen  Grundansichten  hat  der  Herr 
Verfasser  nun  nach  nnd  nach  zum  Gegenstände  seiner  Unter- 
suchung gemacht:  I.  Die  Grundrelationen.  IL  Kräfte  und 
Spannungen'  gegebener  Seilcnrven.     1.   Der  Kettenkreis. 

2.  Die  KettenparabeL  3.  Die  gleichseitige  Hyperbel  als  Seiicurve. 
4.  Die  Kettencycloide.  Ul.  Seilcurvea  gegebener  Kräfte 
oder  Spannungen.  (Ein  lehrreiches  Kapitel,  in  welchem  der 
Herr  Verfasser  jeden  der  drei  Fälle,  Jenachdem  die  Schwerkräfte 
1.  von  dem  Bogen  %\    öder  %  von  den  Coordinaten  x^  y\    oder 

3.  von  dem  Neigungswinkel  ^  der  Berührenden  gegen  den  Hori- 
zont abhängen,  besonders  betrachtet  hat,  was  Alles  wieder  dtirch 
zweckmässig  gewählte  und  manche  interessante  Beziehungen  dar- 
bietende Beispiele  erläutert  wird.)  IV.  Krümmung  der  Ket- 
tencurven  im  Scheitel.  V.  Schwerpunkt  der  Ketten- 
curven. 

Indem  wir  uns  mit  dieser  allgemeinen  Inhaltsangabe  dieses' 
sehr  lesenswerthen  Programms  begnfigen  mOssen,  können  wir  liur 
noch  im  Allgemeinen  hinzufiigen,  dass  wir  dasselbe  ftir  einen  sehr 
dankenswertiran  Beitrag  zur  höheren  Geometrie  und  Mechanik  hal- 
ten, wodurch  der  Herr  Verfasser,  wie  durch  seine  oben  erwähnte, 
mehr  elementar  •  gehaltene  Arbeit,    einen  neuen  Beweis   seines 
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sctiSneii  Talents  fifr  die  sweökniiesige,  roOglidisf  einfache  Be- 
handlttfig  solcher  GegensÜnd^'  gelHrfert  hat,  frotn  wir  ihm  vnd 
der  Lfehranstalt»  welcher  er  seine  Kräfte  vridmef,  tob  Hersen 
GMck.wAniwAeii.:  -.       -.  i.-  .<».... 


Krystallogpftphie.  t 

Ergäqisailgen  cor  Krystallometrie  des  regulären 
Systems.  Von  Dr.  J.  0.  T.  Muller,  Oberschulrath  ond 
Oirector  des  Herzoglichen  ßeaigyronasiuros  zu  Wies* 
baden.    Wiesbaden,   Ohne  JahresziE^hl.    4. 

Diese  ^chrift  enthält  in  ihrer  eratee  Hälfte  ein  abgescblosse- 
pieA  Gaozea^  i»äniUch  eine  Tafel  der  Cosinus  aller  Flächenirinkel 
des  allgeDiQiDsteQ  Körpers  des  regulären  Systems,  in  einer  dem 
BedQrfoiase  der  Theorie  entsprechenden  Beseichnungsweise.  Der 
2(.w4^ite^  ^&\\t^f,  welchj^  ein  Bruchstfiqk  einer  ausfuhrlichereo  Ar- 
beit ists  kam  ea  lediglich  darauf  an^  den  Weg  zu  geigen,  wie 
man  ^uf  ein.  Paar  Keilen  ^efi  .Achtundvierzigflächners  dessen 
Axen  bestimmen  könne,,  während. die  Krystailpgraphep  nqr  den 
umgekehrten  Weg  zu  zeigen  pflegen,  der  den  Mineralogen  über 
die  Art  zu  den  Axencoe/Bcienten  durch  Bleaaiung  zu  gelangen  im 
Dunkeln  lässt.  Das  den  kleinen  Aufsatz  beschüeasende  AbhSo- 
gigkeitsgesets  der  drei  Achtundvierzigflächnerkeile  dOrfte  bisher 
itoch  nicht  bekannt  gewesen  se7o,  und  verdient  den'  filr  Krystal- 
lographie  stdli  intefessirenden  Lesern ,  so  wfe  d?e  ganze  verdfensl* 
liehe  Scbrfft,  zot  Beachtung  empfohlen  zu  werden. 


C  m  r  I  0  S  i  t  ä  ti 
In  eine^i  den  ^o  eben  eTachienenen  Crundlehren  der  höhe- 
ren Analysis  von  Dr,  C.  H.  Schnuse/   Tbl.  IL   Integral- 
rechnung.     Braunachweig  .1858.    beigegebeneu    „Offenen 
Sendschreiben*'^  findet  sich  am  Ende  folgende 

„Literarische    Anzeige.** 

„Ich  halte  es  f3r  noibwendig:  $lätter  för  mathematische 
Antikritik  in  zwanglosen  Heften  herauszugeben ,  damit  die  man- 
cherlei schiefen  Ansichten  und  grundlosen  Urtheile,  welche  nament- 
lich in  den  secundären  mathematischen  Zeitschriften  verbreitet 
werden^  in  das  gehörige  Licht  gestellt  werden! 

Beiddberg;  den  28.  Jan.  185S.  Dr.  Schnose.'- 


Herr  Schimae  und  Kritik!  Sf 
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,  ,  imd  j»liy3iksilis0lie:  piiograplde». 

.    ,  Sirftteme«   Iielur-  nnd  ITdrterlili/eli^er, 

Arithmetik.  '' 

J.  Heger,  Ceber  die  AiittowtM^  eines  Systemfi  von  mehreren 
uabesllaihiten.  AMMiittgMl:  Heffxttt^slQii  «rtile^  i  üi-  r«m^A  Zlihlen. 

.  :   JuMmMy  ah  ii»kC9NM«ir  d4^.  (iMamf fSffettfMkl^Neidktilgeli 
mit  eonstanten  and  verftnderlicben  Coellficieoteo.    5.  Lief.  .-giL^il 

'*■"  ^  '  ''\  ^  '-V     ••  ••  ;«eoittetrle.    •     .  ■  ^  *  •  •  -  »'     '  • ;  -'»J» 

Yll'^ainödie.  traiiif^  de  rappUcatron  de  Talg^We  &'  h  ^oi- 
meiner a  deu:|^  et  a  troie  din^nsione»  däotf  lequel,  par  les  eecöutis 
de  lan^iyse.aige()riqüe^  onf.VeU  re$oijus  plasieiHrs  prpbl^ef  im- 
Dortäiits  (le  la  g^omi^tne.  (jesc^iptive,  et  oiit  ete  trouvees  leis  ex- 
presmqna  'Aek  ra^^ob«.  de  courbur'e  et  1^ '^quatiobs  ße$  ^^felo|> 
p^eci  des^courbes  dulaeconddegr^l'Parig.  4^    Mit  26Taf.' Vthlr. 


H.'  t(eilerma'nD'i''lSan>mfuDg'^eopetriscber  A1]fgabfBrt^  S.  Tbl. 
M  .geh.'    Cp)>lenz;    y^  Thir;  j  .  .  /  " 

^ '     j.  f'r.  L'ey,LeiirDuckl  <^er  ^Geometrie,    1:'  Thl.\  Ä.  m.'J.  TS 


k)ie  Planl^^rie.  'Mit  eingcdr.  Horzscbnit^eri.   .Bonn.  '18  Ngr.'  '*' 
J.  ^Sclineider»    Anfangsgrilnde  der  PläniihetrieJ    8^.     K^* 
Wien.    16  Ngr.  -  ;? -er  ^.    .'.•   .-./      ,/ 

G//Spör9f ^  Die  ebeee  Geqmetrie  und  Tri^fnoQ^jt^.e  (üf  den 
Scbjilf ebr- bjp}^pbeitef .  l,Hft.  2. Aufl.  gK.8?>,  geb^  A^^li^io. , Vltblj- 
•......•     •  //y.:  V..  ••'■-TrlgoiiojtoeiHe.-^.'Ao.    i'  ..-./iM 

^'"  X  B;  &bJke/i,^Tr^{mometrie.*  tt^nr^ual  '  at.  SP.   geb.'  MClifi- 

Prakttselie   Metihmntk. 

J.  B.  Belaoger,    Theorie  de  ia  rMetance  et  de  la  flexioa 
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pfaiie  des  soliJes  doot  les  dimeniiioiiii  trannvemaleii  sout  petftos 
relativeiuent  a  leur  ionfivff/ :gf|j|4;|8^J.''Mit  1  Taf.    1  Thlr. 

..      '        •  OpHk..      i      ,^.  ^     ,   ., 
F.  K'  Hilla^,  Pa^pectiV^^eber  Üekhen^  Api^ateiU  welcher 
es  einem  Jeden  m5gUch  machte  ^ie  Theorie  der  PerspecÜTe  aus 
leicht  aiizu^if eilenden  Beobadiltinigeir  abzuleiten  etc.    gr.  8^«    geh. 
Wien.     "A  Thlr. 

Annale«  de  rObeervatoire .  inip^ria)  de  Pi^ris  |iar  Urb.  J.  Le 
tefrier.    Tottielll.    Paris.    4^.    Mit  1  TaE;  flUMr, 

M.  Riesig,  Himmekatiaa  in  20  ißUtt/ iiac|i  den  grou«tt 
Bode'schen  Sternkarten  gezeichnet  2.  Aofl. '4^.  16.  geb.  Leip- 
slg.     V^Tblr.  ,         .      .      . 

;.   .  .  WUjtOM»    "' 

A^  Ahrm^nfkl,  Vorträge  «her  hGhera  MrjFtik,.  gehaMM  aa 
der  k.  fc.  Leroberger  Hochechole  in.4ei  Jabna»  IBBl/Bt.  U  Bdk 
h  LM:  <1.  iAMi;9i4Pbl8mM4nfd«  NaMtaMHienf-)  iitalm^  ^• 
ITWr.  .'         '■'    ..'^  ••■.'.;.  '^.'  .    •. 

P.  Böroh,  Origine  des  scIences  phyaiqMbiet  natnudfea^el 
des  Sciences  m^tapbysiques  et  morale«»  coustatee  suivant  lern  lois 
physiqpies  dans  .Ferij^ne  commune  des  fluide  Impond^ra^le«,  de 
la  pond^rf^ilSt^,  ne  la  pesaniedf,.  du  mouvemebt  et  des.trois  Mits 
des  Corps,  av^c  ptüsieurs  gravures  dans  fe  texte,    th  41    Paris. 

C'«  E.  J.  €rilg.er.  Schule  der  Physik,'  auf  einfacbe  Ezperi- 
ipeittf^.gcgi^'i^®^  und  in  populärer  barstelfiin^  fiir  Schule  und  Haus 
ni^tftoydisqb  beacbeftet    4.'  Aufl.    br.  8.    geh.    t!rt\jrC  2  XÜr. 

A*  MtMyotjk  T^Bles,  Meteorological  anäiJPJiysical,  prepared  fo^ 
t^p  ^mitb^onian  Ihstitgtioii.  Royal  8.  Loocfon  and  t'^a^liinglön.  14  8. 
^.  ;  Lp.  Jenyns,  Oosfirvations  in  SteteoroUc^y  refating.  to  Tenh 
P^ffature,  the  Winds,  Atinospheric  Pressure,  tfae  Aqqeou«  Pbenih 
niena  of  the  Atniosphere,  Weatber' Changyes , ,  etci. ;  belüg  cliiely 
ty  H^9uit^.  of  a.  Meteorologicdl  Journal  ktpt  fpr  Nin^teea  Years 
atSVaifiMim  ^ulhecfc,  loXambcidgesl^ire,  and'Vening  as  a.  Guide 
tf. the  llimu^of  thatf^artof  England.  London.   6P.  4T}dr.ÖNgr. 

TermlacM«  Selirfften. 

'  Mätftemlitfscfte;  Abhandrlflhg^^  d^r  k.  AKademte  dWf  l/nbsen- 

Schäften  Vu  Betiin.    AuA  df.  J;  1^7.   ^r.>.   geh.   Bei^tii.    1  Thlr. 

Physikalische  Abha94|i|mjn«dcr  kiUkkademie  der  Wissenschaf- 

tftnr.zu  Iferlin.    Aus  dem  Jahre  1857,  jp.  40.  «e^   Beifinn  iiTUr. 

,  J.  Sti'ehl,  Aufgaben  zur  Berechnung  der  Flkcben.n.Acr  gcfe* 
metrischen  Krirper,  pebst  Aufgaben  aus  der  Ftsik  und  ftfeiehanik. 
3,  Aufl.    geh.    Wien.     1«  TCgr.    /'  ' 
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Literarischer  Bericht 

CXXIII- 


Am  15.  August  (1858)  starb  in  Gi essen  der  als  Lehrer  sehr 
geschätzte  ausserordentliche  Professor  Dr,  Friedrich  ZammU 
ner,  erst  41  Jahr  alt  Derselbe  hat  sich  auch  durch  mehrere 
verdienstliche  schriftstellerische  Leistungen  auf  dem  Gebiete  der 
Mathematik  und  Physik  vortheilhaft  bekannt  gemacht  und  einen 
geachteten  Namen  erworben.  Dem  Herausgeber  des  Archivs  hat 
er ,  so  lange  dieser  mit  ihm  in  Briefwechsel  su  stehen  das  Glück 
batte,  sehr  viele  Freundlichkeit  erwiesen,  was  ihm  stets  ein  dank- 
bares Andenken  in  dessen  Herzen  sichern  wird«  um  so  mehr« 
weil  die  höchst  ehrenhafte  Gesinnung  und  Lebensanschauung»  die 
in  allen  seinen  Briefen  sich  aussprach ,  die  grösste  Achtung  vor 
•einem  treffliehen  Charakter  erwecken  nusste»  und  seinen  frühen 
Verlust  IBr  sein  Vaterland  und  die  Wissenschaft  nur  als  einen 
um  so  grosseren  erscheinen  und  bedauern  Iftsst  Wir  unterlassen 
jetst  mehr  über  den  Verstorbenen  za  sagen,  wünschen  aber  sehr» 
«Uss  uns  recht  bald  aus  kundiger  Feder  ein  zugleich  seine  wis« 
sensehaftlichen  Leistungen  würdigender  Necrelog  eingesandt  wer« 
den  möge»  den  In  den  Literar.  Ben  unserer  Zeltschrift  anfzuneh« 

uns  SU  wahrer  Freude  gereichen  wird.  G. 


Geschichte   und  Literatur   der  Mathematik  und 

Physik. 

Annnaire  de  TAcad^mie  Royale  des  sciences»  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgiqne.  1858.  Vingt- 
quatri^me  ann^e.    Brnxelles.    18fi8. 

1  iil.XXXI.  Hft.  3.  3 
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Ausser  seiuem  allen  Jahrgängen  gemeinschaftlichen  Inhalte  filier 
die  Einrichtung  der  Akademie  und  die  Vorgänge  in  derselben,  est- 
hält  dieser  Jahrgang  eine  von  Herrn  D'Omalius  d'Halloy  ver- 
fasste  Notice  (biographique)  sur  Andre  Dumont,  Membre 
de  l'Acadämie,  n^  ä  Liöge  le  15  F^vrier  1809,  di^c^dä  k 
Mons  le  28.  Fävrier  1857,  welcher  als  Mineralog  und  Geolog 
dem  Kreise  des  Archivs  ferner  steht  Aber  in  literarischer  Riick- 
sieht  ist  dieser  Jahrgang  sehr  wichtig,  und  fordert  eine  Anzeige 
In  diesen  Literarischen  Berichten.  Denn  derselbe  entbftit  auf 
114  Seiten  ein  vollständiges  Inhaltsverzeicbniss  der  in  wissea- 
schafUicher  Rucksicht  so  wichtigen  Memoiren  der  Belgischen 
Akademie»  welches  fflr  jeden  Mathematiker,  Physiker  u.  s.  w.  ein 
sehr  wichtiges  literarisches  Hiilfsmittel  sein  wird,  wenn  er  bei 
seinen  eigenen  Arbeiten  auf  die  Arbeiten  Belgischer  Gelehrten 
Eurfickzugehen  Veranlassung  finden  sollte,  weshalb  wir  unsere 
Leser  auf  dieses  höchst  verdienstliche  Inhal  tverzeichniss  dringend 
aufmerksam  machen.  Dasselbe  besteht  aus  den  folgenden  Ab- 
theilungen: I.  Table  gc^nörale  par  volumes.  p.  102 — p.  132. 
Mouveaux  mtfmoires  de  TAcad^mie  royale  des  sciences  et  des 
helles -lettres  de  Bruxelles.  M^moires  des  membres.  Tome  L 
1820.  —  Tome  XXX.  1857.  —  p.  133.  —  p.  147.  MiSmoires  coa- 
ronn^s  par  TAcad^mie  royale  des  sciences  et  des  helles -lettres 
de  Bruxelles.  Tome  I.  1847.  -  Tome  XXVllI.  1856.  4«.  — 
p.  148.— 149.  Mömoires  couronn^s  publi^s  dans  le  format  in  9^. 
Tome  1.  1840.  —  Tome  VL  1855.  —  H.  Tatle  des  noms  d'au- 
teurs  p.  151.— p.  182.  —  111.  Table  des  matii^res  p.  183.— 214 

Mochten  doch  auch  andere  Akademien  solche  voilstindige 
Verzeichnisse  ihrer  Schriften  veröffentlichen,  die  fthr  alle,  denen 
keine  grossen  Öffentlichen  Bibliotheken  zn  Gebote  stehen,  eins  ehr 
wichtiges  Hfilfsmittel  darbieten  und  gewiss  mit  grossem  Danke  aaf- 
genommen  werden  wurden«  Auch  mochte  —  beiläufig  gesagt  —  eine 
Fortftihrung  des  ftir  seine  Zeit  sehr  verdienstlichen :  Repert orinm 
commentationujn  a  societatibus  litterariis  editarnm. 
Secundnm  discipliparum  ordinem  digessit  J.  D.Reuss. 
(Mathesis  etc.  etc.  Tom.  Vll.  Gottingae.  1808.)  bis  auf  die 
jetzige  Zeit  ein  sehr  anzurathendes  literarisches  Unternehmen  sein, 
und  gewiss  von  allen  Gelehrten  mit  Dank  aufgenommen  werden. 


Trigonometrie. 

Logarithmisch- trigonometrische  Dreiecksberech- 
nung.   Eine  Sammlung  berechneter  Beispiele  fflr  den 
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Schalgebranch,'  Vob  C.  Powalky.  Ebefr«  Trig«neine- 
trie.    Berlin.    Dflmmier.    1858.    8». 

i- 
"  Diese  Schrift  enthält  eine  grosse  Anzahl  berechneter  numerj8<4ier 

Beispiele  sur  ebenen  Trigonometrie » and  scheint,  so  weit  sich  ohqe 
längeren  Gebrauch  darüber  ortbeilen  lässt,  mit  grossem  Fleisse  und 
grosser  Sorgralt  bearbeitet  zu  sein.  Für  die  ebene  Trigonometrie 
ha^  sich  der  Herr  Verfasser  darauf  beschränict,  eine  grosse  Aus- 
wahl Ton  jeder  Art  der  einfachen  Dreiecks -Berechnungen  zu  ge- 
ben und  ausserdem  einige  einfache  und  Zusammengesetze  Bei- 
spiele der  Aufgabe :  Wenn  4  Punkte  gegeben  sind,  die  Entfernung 
von  zweien  derselben  und  die  Winkel  an  jedem  von  2  Punkten 
nach  den  anderen  3  Punkten,  die  Entfernung  der  anderen  Punkte 
von  einander  und  Im  Allgemeinen  die  Seiten,  Diagonalen  und 
Winkel  des  durch  die  4  Punkte  bezeichneten  Vierecks  zu  be- 
stimmen  (mit  Einscbluss  des  nach  Pothenot  benannten  Problems). 
Die  uns  noch  nicht  vorliegenden  Aufgaben  aus  der  sphärischen 
Trigonometrie  sollen  häufig  eine  astronomische  Einkleidung  er« 
halten,  wobei  ßir  die  zu  Grunde  zu  legenden  Zahlen -Angaben  das 
Berliner  Jahrbuch  fflr  1860  benutzt  worden  ist,  wobei  wir 
Im  Interesse  preussischer  Schulen  bemerken,  dass  wir  lieber  ge* 
sehen  hätten,  wenn  der  Herr  Verfasser  das  nautische  Jahr- 
buch von  Bremiker  zu  Grunde  gelegt  hätte,  welches  viel 
wohlfeiler  ist  als  das  Berliner  Jahrbuch  (es  kostet  nur  15  Sgr.) 
nnd  schon  deshalb  den  Schulen  weit  näher  liegt,  ganz  abge- 
sehen von  seinem  Gär  iSchulen  sich  auch  mehr  eignenden  In- 
halte. In  einer  Einleitung  sind  die  allgemeinen  Rechnnngsvor- 
Schriften  in  geeigneter  Weise  erläutert  Wir  glauben  auf  diese 
Schrift  als  ein  zweckmässiges  Bulfsmittel  für  den  Unterricht  In 
der  Trigonometrie  aufmerksam  machen  zu  müssen,  namentlich 
auch  wegen  der  grossen  Reichhaltigkeit  seines  Inhalts. 


Mechanik. 

Lehrbuch  der  höherenMechanik  von  Lbnis  Navier. 
Deutsch  herausgegeben  von  Ludewig  Mejer,  Lehrer 
am  Lyceum  zu  Hannover«  Navier's  Lehrbuch  der  Dif- 
ferential- und  Integralrechnung«  Supplementband. 
Hannover.    Hahn.    18S8.    8.    I  Thlr. 

Diese  Debersetzung  des  Räsum^  des  le^ons  de  m^ea- 
nique  donn^es  a  l'^cole  polytecbnlque  par  M.  Navier. 
Paris.  1841.  ist  mit  Fleiss  und  Sachkenntniss  gearbeitet,  und  wird 
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iMnchen  praktiacbeD  Lebrcmstalten,  auf  itex^en  das  Buch  sIs  l^efcr- 
bach  gebraucht  wird,  willkominen  sein.  I^ui  Bach  bietot  nandie 
EigenthSmlichkeiten  dar,  namentlich  in  der  Entwickelung  der 
Grundelemente  der  Statik»  die  freilich  sich  schwerlich  allg^eiiid- 
nen  Beifalls  erfreuen  diirfte,  was  auch  der  Vorredner,  Herr  Pro- 
fessor Wittstein  In  Hannover,  ganz  richtig  andeutet.  Wir  ha- 
ben aber  darüber  hier  nm  so  weniger  weiter  etwas  zu  bemerken, 
weil  der  Inhalt  des  schon  im  Jahre  1^1  erschienenen  und  sehr 
▼erbreiteten  Buchs  allgemein  bekannt  ist,  und  es  hier  zunSchst 
nur  darauf  ankam »  die  Existenz  der  Toriiegenden  recht  gateo 
Uebersetzung  anzuzeigen. 


Geodäsie. 

Studien  Qber  die  Hethoden  und  die  Benütsoag  hyp- 
sometriseher  Arbeiten,  nachgewiesen  au  den  Ni- 
▼eauverhältliissen  der  Umgebungen  von  Prag.  Ein 
neuer  Beitrag  aur  Geod&sie  und  zur  Urographie  von 
Carl  Koristka,  Professor  der  Geodäsie  am  polyte^b- 
iiiscbed  Institute  so  Prag,  der  Konigl.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  daselbst  und  mehrerer  anderen 
gelehrten  Gesellschaften  Mitgliede.  Mit  swei  Niveau- 
karten  und  mehreren  Holzschnitten.  Gotha.  Jastos 
Perthes.    1868.    40.    2  Thir.  10  Sgr. 

Der  Herr  Verfasser  des  vorliegenden^  verdienstlichen  and  in 
vielen  Beziehungen  wichtigen  Werks  hat  seit  einer  längeren  Reihe 
von  Jahren,  theils  auf  Veranlassung  der  k.  k.  geologischen  Reichs- 
anstalt in  Wien,  theils  auf  Veranlassung  der  naturwissenschaft- 
lichen Section  des  böhmischen  Landes -Museuros,  sich  mit  hyp- 
sometrischen und  orographtschen  Arbeiten  in  den  nordosttichen 
Alpen  und  in  der  Stadt  Prag  und  deren  Umgebungen  eifrig  be- 
schäftigt, und  diesen,  je  mehr  es  an  dergleichen  Arbeiten  leider 
noch  fehlt,  desto  verdienstlichern  Arbeiten  einen  grossen  Theil 
seiner  Zeit  und  Kräfte  gewidmet.  Als  eine  Frucht  dieser  Arbei- 
ten, namentlich  der  letzteren,  kann  dieses  Werk  betrachtet  wer- 
den. Um  aber  den  Leser  sogleich  auf  den  richtigen  Standpunkt 
SU  stellen,  aus  weichem  er  dasselbe  an  beurtbeilen  hat,  und  Ihn 
den  richtigen  Maassstab  für  dessen  Wichtigkeit  an  die  Hand  zu 
geben,  müssen  wir  gleich  von  vom  herein  bemerken,  dass  dasselbe 
keineswegs  bloss  die  Resultate  der  in  Prag  «nd  dessen  ümge- 
biittgen  ausgiafMirten  hypsometrischen  Arbeiten,  sondern  vielnebr 
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gMz  besonders  eine  mnA  «nserer  Meimnig  ▼AraOgitehe  Anleitang 
fto  <i«r  AnsAhrang  und  Anordnung  soteher  Arbeiten  Qberheitpt, 
welche  durch  jene  epeclellen  Arbeiten  in  Pmg'  und  seinen  Um- 
gebungen wie  durch  ein  vollalSiidig  ausgefilhrtes  Beigpiel  treff- 
lich erlüuteft  wird,  enthält,  so  d*ea  wir  diis  vorliegende  Werk 
für  Jeden,  der  mit  der  AusfObrung  ftbniicber  Arbeiten  sieb  s« 
beechäftigen  beabsicbtiirt,  unentbehrlich  halten.  Und  eben  wegen 
seines  trefilchea  Gebalts  in  allgemein  wissenschaAlieher  oder 
theoretischer  Beziehung  —  neben  den  *  sehr  verdieiistlioheti  prak« 
fischen  Resultaten  — *  'muss  dieses  Werk  als  ein  sehr  werlhvolle^ 
Beitrag  xur  Oeodisie  Oberhaupt  betrachtet  werden. 

Von  den  verschiedenen  Methoden,  iach  denen  HObeobeetlm« 
iMNigen  sich  ausführen  lassen,'  hat  der  Herr  Verfasse  ditf  «frei 
wichtigsten  und  In  der  Prazb  bei  Weitem  am  Häufigsten  uml 
nif  der  grOssten  Aussicht  auf  hinreichende  Genauigkeit  In  Afi^ 
Wendung  kommenden,  nämlich  die  trigonometrische  .Methode^ 
das  Nivellement  im  eigentlichen  Sinne  und  die  barometrische 
Methode,  deren  Kenntniss  natSrlicb  im  Allgemeinen  bei  dem  Leser 
vorausgesetzt  wird,  einer  sorgfliltigen  Untersuchung  unterworfen^ 
rOcksicbtlich  der  von  ihnen  zu  erwartenden  Genauigkeit  gegen 
einander  abgewogen,  und,  was  wir  überhaupt  für  ein  wesentliches 
Verdienst  dieses  Werks  halten,  die  niugiichen  Fehler  vollständig 
nachgewiesen,  so  wie  deren  Einfluss  auf  die  Resultate  genau 
untersucht  und  dadurch  überall  einen  Maassstab  für  die  zu  errei- 
chende Genauigkeit  oder  eine  Gränze  fSr  die  zu  befürchtenden 
Fehler  zu  gewinnen  gesucht,  wobei  durchgängig  die  bekannten 
neueren  theoretischen  Methoden,  welche  man  dergleichen  Bestim« 
^mungen  zu  Grunde  zu  legen  hat,  mit  grosser  Umsicht  in  Anwen* 
düng  gebracht  worden  sind.  Der  trigonometrischen  Methode  Ist 
mit  Recht  die  meiste  Aufmerksamkeit  geschenkt,  und  dieselbe 
Ist  bei  den  Messungen*  In  den  Umgebungen  Prags  veraugswewe 
oder  fiist  durchgängig  in  Anwendung  gebracht  worden.  Die  nur 
Berechnung  der  Höhen  in  Bezug  auf  einen  gewissen  Horitont 
erforderlichen  Distanzen  hat  der  Qerr  Verfasser  aus  guten  Karten 
entnommen,  was  Immer  nothwendig  und  zweckmässig  sein  wird, 
wenn  die  Messungen  vorzugsweise  hypsometrischen  Zwecken 
dienen,  und  nicht  zu  viele  Zeit  für  sich  in  Anspruch  nehmen  sollen. 
Zur  Messung  der  Höbenwinkel  ist  aber  auf  S.  6.  ein  zweckmässi- 
ges, namentlich  sehr  leicht  transportables  Instrument  beschrieben 
worden,  bei  welchem  eigentlich  das  den  bekannten  trefflichen 
Staiii|»f  er 'sehen  Nlvellir- Instrumenten,  die  in  dem  polytechni- 
•ehen  Institute  im  Wien  in  so  ausgezeichDeter  Welse  verfertigt 
werden,  au  Grunde  liegende  Prlaclp  der  Whikebneseong  durch  die 
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8«hrattbe  an  einem  kleioen  lefcht  trau^i^poHaUeo  TheodoliteD  in  Ao- 
wendong  gebracht  worden  ist,  eo  daea  sich  mit  dieaem.lnstrwBeiit« 
Winkel  bis  ß^sehr  sebarC  bis  (MM'  noch  mit  der  Genauigkeit  tmat 
Minote  messen  lassen.    Nimmt  man  das  umlegbare  Fernrohr  jaus 
den  Trägern,  so  kann  das  Instrameut  in  ein  kleines  leichtes  £*e- 
derfotteral  gepackt  und  bei  den  grCssten  Gebirgsreisen  an  eineiii 
Uangeriemen   ohne  besondere  Beschwerlichkeit  getragen  werdan« 
Als  Stativ  dient  ein  Zapfenstativ,  dessen  drei  Fiisse  sich  aar  der 
Reise  gut  in  einen   einzigen  starken  susammen   legen  laseee^. 
Das   eigentliche  Nivellement  Ist,  wie  sn  erwarten    war»   io   der 
Stadt  Prag  selbst  und  ihren  nächsten  Umgebungen  angewandt 
worden,  wobei  der  Assistent  bei'm  Lehrfache  der  GeodSsie  am 
Präger  polytechnischen  Institute,  Herr  M. Sluka,  die  Verdienst- 
liebste  Hälfe  leistete  *'');  und  die  barometrische  Methode,  hat  «iher- 
all»  wo   ihr  Gebrauch   zweckmässig  schien   und  namentlich  eise 
T^gldchung  mit  früheren  derartigen  MeiBSungen  gestattetet  An- 
wendung gefunden. 

In  dem  zweiten,  „die  orographischen  Resultate '^  über- 
schriebenen  Abschnitte  beschäftigt  sich  der  Herr  Verfasser  in  sehr 
lehrreicher  Weise  zunächst  mit  den  verschiedenen  graphischen 
Darstellungsmethoden  der  Hohenverhäitnisse.  In  Deutschland  war, 
und  ist  wohl  auch  theilweise  noch,  in  dieser  Beziehung  vielfach 
die  Lehmann 'sehe  Methode  "***)  io  Gebrauch.  Wer  aber  aus 
Erfahrung  weinst),  welcher  Aufwand  von  Zeit  und  Mühe  in  An- 
spruch genommen  wird,  und  welche  Anstrengungen  dem  so 
kostbaren  Auge  zngerouthet  werden  müssen,  wenn  man  sich  eine 
hinreichende  Uebong  in  der  Ausfiibrung  eine  schone  Ansicht  ge- 
währender derartiger  Zeichnungen  erwerben  will,  <^  (wenn  man 


^)  Da  wir  hoffen  oiUI  wuntchea,  data  da«  Torliegmide  vecdImMÜidie 
Werk  das  lotere^ae  fnr  hyptometriteho  Arbeiten  neu  beleiien  nad  an 
deaeelbea  VeranlaaeDog  geben  wird ,  to  ertochen  wir  deo  Herrn  Ter- 
faetor,  nnt  aar  MiUheilong  im  ArchiT  die  Werkstätten,  aae  deaea  das 
fragliche  LMtrument  in  ▼orsöglicher  Gate  bezogen  werden  kaan,  aebet 
den  Preieen  für  die  Tertchiedenen  Arten  und  Dinientionen  dettelben  ge- 
falliget ansngeben.  G. 

**)  Aach  deo  Herren  Krejci  und  W.  Jirtak  bekennt  eich  der 
Herr  Terfateer  für  mannigfaltige  Hiilfeleistungen  an  Dank  verpflicbtet 

^*)  Antser  weleber  der  Herr  Verfasser  aach  die  alt*frans5sische 
oder  Italienische  Methode  ansführlich  bespricht. 

f)  Auch  der  Heraasgeber  des  Archivs  darf  sieh  anmaaaten  hierbei 
sin  Wort  mitanreden,  da  In  seiner  Absieht  nraprfingllch  die  VerMgaag 
eÜMr  praktisdien  madiematf sehen  Laalbahii  lag,  und  er  algenaieh  aar 
durch  Zufall  der  reinen  Theorie  angefahrt  worden  ist. 
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dabei  namentlich  noch  in  Anschlag  bringt,  da^s  dieselben  doch  gewiss 
keineswegs  den  beabsichtigten  Zweck  anch  nur  in  annähernder 
Vollständigkeit  erfüllen)  —  wird  gewiss  mit  ans  wünschen,  dass  diese 
Methode  bald  gänzlich  aufgegeben  und  verlassen  werde  ^).  Wir 
billigen  es  daher  ganz,  dass  der  Herr  Verfasser  bei  Eutwerfung 
der  beiden  dem  Werke  beigegebenen  schonen  Niveaukarten  der 
Stadt  Prag  und  ihrer  Umgebung  eine  Methode  in  Anwendung  ge* 
bracht  hat,  welche  wir  die  reine  Methode  der  Schichten-  oder 
Niveaulinien,  oder  am  kürzesten  die  Methode  der  Horizontalen» 
nennen  mochten,  die,  in  ihrem  Princip  sehr  einfach,  gewiss  allen 
billigen  Anforderungen  genügt.  Man  denkt  sich  nämlich,  von  der 
Oberfläche  des  Meeres  angefangen,  durch  das  Terrain  in  gleich 
grossen  Vertikalabständen  horizontale  Ebenen  gelegt,  weiche  die 
Oberfläche  des  Terrains  in  gewissen  Linien,  den  Niveaulinien, 
Schichtenlinien  oder  Horizontalen  schneiden ;  diese  Curven  werden 
auf  den  Horizont  projicirt,  die  Projectionen  in  die  Karten  ein- 
getragen, und  denselben  ihre  Seehoben  beigeschrieben.  Auf  der 
Niveaukarte  der  Stadt  Prkg  ist  die  Hohe  der  Schichten  =  1  Wie- 
ner Klafter  =6  Wiener  Fuss,  auf  der  Niveaukarte  der  Umge- 
bungen von  Prag  dagegen  =  10  Wiener  Klafte/n  s  60  Fuss  an- 
genommen; der  Maassstab  der  letzteren  ist  1  Zoll  =200  Klaftern« 
der  Maassstab  der  letzteren  dagegen  1  Zoll  =2000  Klaftern.  Nach 
den  verschiedenen  Hohen  der  Schichten  sind  dieselben  in  ver- 
schiedenen Farbentonen  illuminirt,  natürlich  nicht  jede  einzelne 
Schicht,  sondern  mehrere  zusammen  mit  gleicher  Farbe  nach  einer 
einfachen  Gruppirung.  Die  niedrigsten  Schichten  sind  weiss,  die 
höchsten  am  dunkelsten  gehalten.  Häufig  wird  umgekehrt  verfah- 
ren; f&r  das  Verfahren  des  Herrn  Verfassers  spricht  aber  schon 
^der  Umstand,  dass  das  niedrigste  Terrain  gewöhnlich  das -am  mei- 
sten bevölkerte  ist,  also  auch  das  meiste  Detail  enthält.  Ueber- 
haupt  sollte  man  bei  allen  diesen  Dingen  das  Schunheitsprincip 
immer  dem  Nützlicbkeitsprincip  unterordnen,  was  auch  der  Herr 
Verfasser  in  sehr  einsichtsvoller,  ein  richtiges  Maass  haltender 
Welse  gethan  hat.  Beide  Karten  sind  mit  der  grüssten  SorgfaK, 
Genauigkeit  und  Sauberkeit  ausgeführt  und  kCnnen  als  Master 
gelten.  Auf  eine  Menge  lehrreicher  Bemerkungen  im  zweiteii 
Abschnitte  Aber  die  vertikale  Erhebung  des  Bodens,  Neigungs* 
Winkel  desselben«  Wasserlanf  (hierbei  auch  die  Lignes  de  la  plus 


*)  Bei*m  prenMiachen  Heere  hat  bekanntlich  der  kfirslich  in  hohem 
Alter  verstorbene  hochverdiente  General  v.  Meffling,  «ehon  vor  siem- 
lich  langer  Zeit,  einer  gegen  die  Lehraann'ache  sehr  vereinfiichten 
Melhode  Eingang  nnd  GeltoBg  in  verschaffen  geencht 
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graode  penfe)»  Termioelogie  u.  0.  w.    kOnnen  ti'ir  hier  n«r  noch 
ganz  im  Allgemeinen  aofmerkeem  machen. 

Wir  wiederholen  zum  Schlasa,  dass  wir  dieses  Werk  Boirobl 
in  theoretischer  als  praktischer  Rucksicht  fUr  sehr  wichtig  halten, 
80  dass  Niemand,  wer  sich  mit  hypsometrischen  Arbeiten  zu  be- 
schäftigen denkt«  dasselbe  wird  entbehren  können.  Es  ist  ein 
sehr  verdienstlicher  Heitrag  zur  wissenschaftlichen  Geodäsie  und 
liefert  in  praktischer  ROcksicht  ein  sehr  anschauliches  Bild  der 
Configuration  einer  in  geologischer  und  orographischer  Rücksicht 
sehr  merkwürdigen  Gegend,  so  dass  wir  dem  Herrn  Verfasser  zu 
der  Tollendung  dieser  verdienstlichen  hypsometrischen  Arbeiten, 
so  weit  sie  bis  jetzt  gefuhrt  worden  sind,  ohne  dass  derselbe  sie, 
wie  wir  annehmen  zu  dürfen  glauben,  als  abgeschlossen  betrach- 
tet,  nur  Gluck  wünschen  können. 


Vermischte  Scliilften. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pnbblicata 
da  Barnaba  Tortollni  e  eompilatl  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genoecbi  a  Torino,  B.  Torte- 
liBi  a  Roma.    40.    (S.  Literar.  Br.  No.CXXL  S.16). 

No.  4.  (Luglio  e  Agosto  1858.)  Sopra  le  funzioni  simmetriche 
delle  soluzionl  comuni  a  piü  equazioni  algebriche.  Memoria  del 
Prof.  Enrico  Betti.  p.  193.  —  Teorica  de'  moti  piccioli  d*an 
geileggiante  omogeueo.  Memoria  del  Prof.  Delfino  Codazzi. 
p.205.  —  Memoire  sur  Ja  probabilit^  des  erreurs  dans  la  sorame, 
ou  dans  la  moyenne  de  plusleurs  observations  par  le  P.  M.  Jnl-^ 
lien  S.  J.  (Continuazione  e  fine).  p.227.  —  Sulla  determinazione 
de  ooeilficienti  della  trasformata  di  Tschirnaus:  applicazione  alla 
ridotta  di  Jerrard  dell'  Equazione  generale  di  quinto  grado«  Nota 
del  Prof.  Giov.  Lavagna.  p.^238. 

litTlsta  MMIoi^apUe».  Sulla  simultanea  trasformaiione 
di  doe  forme  quadratiche.  Articolo  del  Prof.  Francesco  Brie* 
seht.  p.250.  --  Solls  risolozione  dell'  Equazioni  di  quinto  grado. 
Articolo  del  Prof.  F.  Brioschi.  p.266.  —  SuUe  fonaioni  Ber- 
noulliaoe  ed  Euleriane.  Articolo  del  Prof.  F.  Brioschi.  q.2M. 
Pubblicazioni  reeenti.  p.2d4. 
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Literarischer  Bericht 
cxxiv. 


'   Geodäsie. 

AbbildoDg  krumnier  OberflSchen  aufeinander  und 
Anwendung  derselben  auf  höhere  Geodäsie  Ton  Dr. 
J.  Dienger,  Professor  der  Watbematik  an  der  poly- 
tecb.iiiscben  Scbnle  zu  Carlsrube.  Mit  in  den  Text 
eingedruckten  Holzsobnitten.  Braunscbweig.  Vieweg. 
1858.    8. 

Bei  ider  grossen  Ausd^nung,  welebe  gegenwärtig  die  Mathe« 
matlk  gewonnen  hat»  balten  wir  Monographien,  wie  die  vorliegende» 
welel«  Gegenstände  von  grosser  wissensehaftlidier  Bedeutung  in 
einer  auch  weniger  Gsilbten  mligliebst  leicht  augänglicben  Weise 
bebandeln  und»  namentlich  mit  Rücksicht  auf  die  Anwendungen» 
welche  sich  oft  tou  denselben  maebeo  lassen»  weiter  auslfibren« 
Zu    dieser   Klaase   nach  unserer  Meinung    sehr   terdienstlMber 
Schriften  gebort  auch  die  Yorliegende  des  den  Lesern  des  Archivs 
als  grtndllcfaBer  und  gewandter  Mathematiker  längst  liekannten  Herrn 
Verfassers.     Dieselbe   bescl4ftigt  sich  im  Allgemeinen  mit  der 
Au^be:  „Die  Tbeile  einer  gegebenen  Fläche  auf  einer  anderen 
gegeiieneo  Fläche  so  abtubilden,  ifass  die  Afibildung  dem  Abge* 
bildeten  in  den  kleinsten  Theilen  ähnllcb  wird^»  in  einer,  an  die 
in  verschiedenen  S^rifteo  publicirten  bekannten  berähmten  Ar- 
beiten vpn  Gauss  im  Wesentlichen  xwar  sidi  anschliessenden» 
aber,  doch  vielCacb  ^igentbfimlichen»  überaus  fasslichen  Weise»  so 
dass  wir  diese  Schrift  allen»  die  sich  mit  hSberen  geodätischen  Ar- 
beiten zu  beschäftigen  haben,  dringend  empfehlen,  so  wie  wir 
selbst  dieselbe  mit  VergoOgen   gelesen   halten.     Die  allgemeine 
Theorie  ist,  wie  gesagt,  zuerst  sehr  fassltch  entwickelt  und  dann 
auf  verschiedene   besondere  Rarten  -  Projectionen  in   lehrreicher 
Weise  angewandt  worden.    Der  Inhalt  ist  im  Allgemeinen  folgen- 
der:   „Theorie  der  Abbildung  krummer  Oberflächen  auf  eioan* 
der.  —  Anwendung  auf  die  Kugel  und  das  Rotationsellipsoid.  — 
Anwendung  auf  Kartenprojectionen  (Seekarten.    Stereographische 
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Polarprojection.  Stereographische  Aequatorealprojection).  —  Ab- 
bildung des  Eliipsoids  auf  einer  Kugel.  —  Bestimmung  der  geo* 
graphischen  Lage  der  Eckpunkte,  eines  geodätischen  Netzes.  — 
Correctiooen,  welghe  an  die  Resultate  anzubringen  sind.  —  Auf- 
zug aus  dei  Ga  6«  »'sehen  Tafel/' 

Möge  der  Herr  Verfasser  die   mathematische  Literatur  noch 
öfter  mit  solchen  lehrreichen  Monographien  beschenken. 


Praktische  Mechanik. 

Theorie  und  Baa  der  Wasser-Räder  Von  J.  Redten- 
baeher,  [>irector  der  polytechnischen  Schute  sa  Caris- 
ruke  und  Professor  den  Maschinenbaues.  Mit  6  klei* 
nen  Tafeln  und  einem  Atlas  ?on  25  lithographirten  Ta- 
fein.  Zweite  Aaflage«  Mannheim.  Bassermann.  1858. 
4.    10  Thlr. 

Wegen  der  grossen  Wichtigkeit  de»  i^orllegenden  Wevkes, 
in  welchem  die  Theorie  der  Wasserräder  Ten  ganz  eigeatbin* 
Imhen  Standpunkten  ans  behandelt  fsi^  fSr  den  Maschine^ban, 
aeigen  wir*  das  Ersehelneri  dieser  zweiten  Aoflage  hier  an,  ohne 
ans  weiter  über  das  seinem  Inhalte  nach  liinrelchend  bekannte 
Werk  an  verbreiten,  Indem  der  geehrte  Herr  Verfasser  in  der 
Vetrede  selbst  sagt»  dass  die  zweite  Auflage  stell  von  der  ernte« 
nur  durch  die  ävssere  Form  und  nicht  dnrcb  den  Inhalt  anter- 
scheide.  Hervetheben  woRen  wir  nur  die  grosse  Dedtticbkett,  mit 
welcher  in  allen  Fällen  die  allgemeinen  Bedingungen,  anf  deren 
roatbematisehen  Ansdmck  ee  anlconimt,  hingestellt  worden  sind, 
was  wir  namentlich  in,  der  praktischen  Medianik  angehörenden 
Werken  nicht  selten  vermisnt  haben.  Die  eigentliche  matbematiacbe 
fintwickelang,  welche  io  diesem  Werke  tlberaU  streng  und  et^ant 
isl^  schliesst  sieh  dann  immer  von  selbst  an.  Möge  aneh  diese 
nnne  Anflage  die  so  sehr  verdiente  Beaelitung  hn  weitesten  Brase 
finden/ 


Physik. 

Lehrbuch  der  Experimental-Physik  zum  Gehrauche 
in  Gymnasien  und  Realschulen,  so  wie  zum  Selbstuo- 
unterrichte.  Leichtfasslich  dargestellt  und  mit  vielen 
in's  praktische  Leben  einschlagenden  Beispielen  er- 
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läutert  von  Dr.  Aqgust  Kunzek»  \l  k.  Professor  der 
Physik  an  der  Universität  zu  Wien  u.  s.  w.  Mit  220  in 
4len  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Sechste,  gänz- 
lich umgearbeitete  Auflage.  Wien.   Braumüiler.  1858.  8. 

Dl«s«»  Lehribneh  der  BxpeitoMital-Phpik  fUr  Sehden  4st 
tffiir  leider  erat  {efit  in  seiMr  so  eben  ersobienenen  sechsten' 
Auflage-  bekamit  genrordea»  welches  all««  der  Grund  ist,  dass 
dasselbe  in  diese«  literarischen  Berkhien  nooh  keine  Anaeige 
i^efutiden  hat,  die  es  gar  sehr  verdient» 

Zunächst  mQssen  wir  auf  den  Zusammenhang  hinweisen,  in 
welchem  wenigstens  In  gewisser  Weise  dieses  Lehrbuch  mit  zwei 
anderen  trefflichen  physikalischen  Werken  desselben  Herrn  Ver- 
fassers steht.  Dasselbe  bildet  nämlich  mit  dem  Lehr  buche 
der  Physik  mit  mathematischer  Begrfindung.  Wien« 
1853.  und  den  Studien  aus  der  höheren  Physik.  Wien. 
1856.,  welche  zwei  Werke  in  unseren  Literarischen  Berichten 
Nr.LXXXVL  S.U.  und  Nr.  CV.  S.  7.  mit  verdientem  Lobe  an- 
gezeigt worden  sind,  einen  fOr  die  verschiedenen  Unterrichts- 
stufen methodisch  vom  Leichteren  zum  Schwereren,  vom  Ein* 
fachereD  zam  Zusammengesetzteren  fortschreitenden  Corsus  der 
c;esaromten  Physik,  welchem  wir,  was  namentlich  vollständige 
GrOndlichkeit,  in  den  von  dem  Herrn  Verfasser  in  jedem  Falle 
sich  selbst  gesetzten  Schranken,  betriffst,  kaum  einen  ähnlichen 
an  die  Seite  zu  setzen  wiissten.  In  dem  Literarischen  Be* 
richte  Nr.  LXXXVI.  haben  wir  schon  gezeigt ,  wie  trefflich  dem 
Herrn  Verfasser  in  dem  ersten  der  beiden  genannten  Bücher  eine 
Darstellung  des  betreffenden  Lehrstoffes  bloss  mit  Hülfe  der  Ele« 
mentar- Mathematik  gelungen  ist,  und  wie  sehr  er  dabei  seine 
eigene  Kenntniss  dessen  documentirt  hat,  was  man  eigentlich 
mathematische  Strenge  zu  nennen  berechtigt  ist,  die  sich,  was 
naaientlich  die  Elemente  betrifft,  nur  aus  dem  sorgfältigen  Studium 
der  unübertreSharen  Muster  schupfen  und  gewinnen  lässt,  welche 
auf  geometrischem  Gebiete  die  griechischen  Geometer  uns  hinter- 
lassen haben.  Dass  bei  einer  solchen  elementar -mathematischen 
Darstellung  nicht  jede  Lehre  bis  zu  ihrer  äussersten  Gränze  ge- 
fuhrt werden  kann,  versteht  sich  von  selbst  Nehmen  wir  etwa 
die  Theorie  des  einfachen  Pendels  als  Beispiel,  so  wird  man  auf 
elementarem  Wege  nicht  die  unendliche  Reihe  vollständig  ge- 
winnen können  und  wollen,  durch  welche  bekanntlich  die  Zeit 
einer  Pendelschwingung  dargestellt  wird ;  vielmehr  wird  man  sich 
mit  der  Entwickelung  einiger  wenigen  Anfangsglieder  dieser  Reihe 
begnügen  müssen,  was  auch  fürs  Erste  völlig  hinreicht,  dem 
Schüler  vielfache  Belehrung  gewährt  und   seinen   Geist  kräftigt 
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ond  bildet»  wenn  jede  solche  Entwickelung,  vrie  fiberall  io  dem 
genanoteo  Werke,  Dur  —  aach  in  ihrer  beschränkteren  Gestalt  —  mit 
völliger  mathematischer  Strenge  und  Schärfe  gegeben  wird.  — 
Die  Weiterfahrung  der  physikalischen  Lebren  bis  zu  ihrer  Kosaer- 
ston  Gränse,  also  die  völlig  genaoe  Darstetlaiig  der  N^Unrgasetze 
in  der  Sprache  der  Mathematik»  wobei  natürlich  die  doreh  die 
hShere  Analysis  gebotenen  kräftigen  HOlfsmittel  in  weitaster  Aus- 
dehuung  in  Anspruch  genommen  werden  mfissen»  ist  die  AnfgalM 
des  zweiten  der  beiden  oben  genannten  Werke  des  Herrn  Ver- 
fassers» welches  wir  allen  denen,  die  mit  den  erforderlichen  ma* 
thematischen  Kenntnissen  ausgerüstet  sind»  von  Neuem  nicht  genug 
empfehlen  kennen. 

Diesen  beiden  Werken  von  ejner  höheren  Tendenz  scfitiesst 
sich  nun  das  vorliegende  Elementarbuch  in  wOrdIger  Welse  an» 
und  vollendet  gewissermaassen  in  methodischer  Rücksicht  den 
physikalischen  Cursus»  da  natürlich  im  Allgemeinen  der  Inhalt 
in  allen  drei  Werken  eben  so  unverändert  derselbe  ist,  wie  die 
ewige  Wahrheit  selbst  Dasselbe»  —  bestimmt  für  die  ersten 
Anfänger  und  eben  deshalb  auch  besonders  bestimmt»  das  In- 
teresse an  der  herrlichen  Wissenschaft,  welcher  diese  drei  Werke 
gewidmet  sind,  in  dem  jugendlichen  Geiste  zu  wecken  und 
zu  weiterem  Fortschreiten  denselben  aufzumuntern,  —  setzt  mit 
richtigem  pädagogischen  Takte  an  die  Stelle  der  strengen  ma- 
thematischen Begründung  zunächst  und  vorzugsweise  das  Ex- 
periment,  jedoch»  wie  gesagt  nur  vorzugsweise,  da  die  Anwendung 
der  Mathematik,  wo  es  Irgend  zweckentsprechend  war,  keines» 
wegs  ausgeschlossen  worden  ist»  aber  überall  nur  in  sehr  be- 
schränktem Maasse,  so  weit  man  etiva  höchstens  mit  den  ersten 
Elementen  der  Geometrie,  einschliesslich  natürlich  der  Lehre  von 
den  Proportionen  und  von  der  Aehnlicbkeit,  reicht,  Berückslcbti- 
gung  gefunden  hat,  um  den  Anfänger  gleich  bei'm  Eintritt  in  die 
Wissenschan:  fiihlen  zu  lassen,  dass  in  derselben  ohne  Mathema- 
tik nirgends  etwas  Rechtes  anzufangen  ist.  Zu  den  Experimen- 
ten wird  keineswegs  ein  complicirter  und  sehr  kostspieliger  Appa- 
rat in  Anspruch  genommen,  sondern  es  werden  vollständig  die 
Gränzen  eingehalten»  welche  in  dieser  Beziehung  in  den  meisten 
Ländern  den  Gymnasien  und  Realschulen»  vielleicht  mit  Ausnahme 
einiger  besonders  begünstigten  Lehranstalten,  gesteckt  sind.  Be- 
sonders rühmend  müssen  wir  noch  hervorheben :  die  Bestimmtheit 
und  Klarheit»  womit  überall  die  Naturgesetze  ausgesprochen  sind ; 
ferner  die  namentlich  fär  den  ersten  Elementar -Unterricht  so  un- 
gemein wichtige  strenge  Sonderung  des  bloss  Hypothetischen  von 
dem,  was  als  völlig  fest  begründet,  als  völlig  gewiss  und  aiisge- 
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macht  angesehen  werden  darf;  enctlfch  'die  yleltacfien  Beziehnngert; 
welche  aof  das  praktiache  Leben  genommen  worden  atnd,  die 
Jedenfalb  aar  Erbdbong  des  Intereaaea  Uli  der  reinen  Wiasen« 
•elittft  irewnllieh  beiaitrai^v  a^br  g^gnet  aind.  Bei'm .  ersten 
pliyaikallachen  Uatorricbte  fcoipirot.  ^  gar  mcbt  darauf  aq,  dei\ 
Anfanger  mit  einer  Fülle  von  Thataacben  au  fiberhäufen,  4hro,^ 
worin  selbst  manche  nnr  für  den  ersten  Unterricht  bestimmte 
Lehrbücher  leider  thre^Stftrfce  auchen»  immer  das  Neoeste  roitsu- 
theilen,  sondern  Tielmehr  darauf ,  ihn  in  einfacher  nüchterner 
Sprache  fnit  den  wichtigsten  Naturerscheinungen,  theils  auf  dem 
IVege  des  Experiments,  theils  mittelst  gane  einfacher  mathemati- 
scher Betrachtungen  bekannt  zu.  machen,  dadurch  seinen  Blick  für 
das,  was  stündlich  um  ihn  herum  vorgeht,  zu  schärfen  und  zu  tiben,, 
ihn  dadurch  für  die  Eindrücke  der  Schöpfung  eropfHnglich  zu 
machen  und  stets  auf  das  Höhere  im  Leben  hinzuweisen.  In 
allen  diesen  Beziehungen  scheint  uns  das  vorliegende  Elementar* 
buch  gleichfalls  eine  richtige  Mitte  getroffen  zu  haben. 

Wir  haben  uns  bei  diesem  Schulbnche  and  seinem  Verbllt-* 
hältniss  zu  den  beiden  oben  genannten  grSsseren  Werken  von 
einer  höheren  Tendenz,  länger  verweilt,  als  wir  dies  bei  Büchern^ 
dieser  Art  zu  thun  gewohnt  sind,  weil  die  in  den  drei  besproobe- 
Den  Werken  befolgte,  vom  Leichteren  zu  Scbwc>reren  metbodisefa 
fortschreitende,  Behandlung  der  Physik  für  die  Zwecke  de«  ün'\ 
ferrichts  so  vollkommen  mit  unseren  eigenen,  auch  in  den  Lite- 
rarischen Berichten  schon  oft  genug  aus<^esprochenen  Ansiebten 
über  diesen  fSr  die  allseitige  Ausbildung  des  jugendlichen  Geistes 
80  ungemein  wichtigen,  durch  kein  anderes  wissenschaftliches. 
Gebiet  zu  ersetzenden  Dnterrichtützweig  fibereinstimmt,  dass  uns: 
selbst  kaum  noch  etwas  zu  wünschen  übrig  bleibt. 

Dem  Herrn  Verfasser  wünschen  wir  aber  aufrichtig  Glück  zu 
der  Vollendung  dieser  drei  Werke  und  empfehlen  dieselben  allen 
Lehrern  der  Mathematik  und  Physik  an  höheren  Dnterrichtsan- 
stalten,  sowohl  für  ihre  eigenen  wissensebaftHchen  Zwecke  als 
auch  im  Interesse  ihrer  Schüler  nochmals. 


Verinischte  Schriften. 

Sitzungsberichte    der    kaiserlichen    Akademie    der 
Wissenschaften  zu  Wien  (S.Literar.  Ber.  Nr.  CXVII.S.5.) 

Jahrgang  1S57.    Band  XXIV.    Heft  3.    In  diesem  Hefte 
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befindeo  sich  mehrere  iDter^sante  Berichte  Ober  die  Expedition 
der  »yNovara^S  namentlich  einer  von  dem  BefehUhaber  derselben, 
Herrn  v«  Wüllersdorf. 

Jährgang  1857.  Band  XXV.  Heff  I.  Brfleite!  CeberGra- 
vUation  und  Erhaltung  der  Kraft«  6;l9.  —  Spitzer:  iDtagmtten 
der  Differentialgleichiing  *    ' 

(S.  mit  Weiterem  unten  Band  XXVI.) 'S.  31.  —  Knochenhaner: 
Beobachtungen  über  zn-ei  sich  gleichzeitig  entladende  Batterien. 
S.71. —  Zantedeschi:  Delle  dottrine  de!  terzo  suobo,  oesra 
deila  conicidenza  delle  iibrazioni  sonore,  con  uh  cenno  ealla  ana- 
logiam che  presentano  le  vibrazioni  luroinöse  delio  apettro  solare. 
IHemorial.  S.  145.  —  Zantedeschi:  Della  corrispondenza ,  ehe 
moatrano  fra  loro  i  corpi  sonori  nellarisonahza  dl  piü  aaooi  in 
nno.  Memoria  U.  S.  165.  —  DeTIa  unitä  di  misura  dei  saoni 
musicali»  dei  loro  limiti,  delkt  durata  delle  vibrazioni  aui  nervo 
aeustico  dell*  uoroo »  e  deli'*  innal^amento  dei  tono  fondameataie 
avvenuto  nei  diaapason  di  acciajo»  in  virtu  di  un  movimento  apon- 
taneo  molecolare.  Memoria  HL  S..172.  —  Fritech:  Cnteran- 
ehnngoD  über  da«  Geaets  de«  EInflusaea  der  Lufttemperatur  auf 
die  Zeiten  bestimmter  Entvrickelungsphasen  der  Pflanzenj  mit  Be- 
rücksiehtigung  der  Insolation  und  Feuchtigkeit  S.  240.  —  ▼.  Litt- 
rew:  Physische  Zusammenkunft  der  Planeten  Ampbitrite  und  Mel- 
pomene  im  November  1857.  (Herr  v.  Littrofv  hat  bei  seinen  ver- 
dienstlichen  Untersuchungen  über  die  Zusammenkünfte  der  Planeten 
in  Ihren  Bahnnähen  gefunden,  dass  die  beiden  genannten  Planeten 
am  17*  November  1857  etwa  2,3  Millionen  geographische  Meilen 
von  einander  entfernt  waren).  S.  251.  —  Stur:  üeber  den  Ein- 
fluss  des  Bodens  auf  die  Vertheilung  der  Pflanzen.    S.  423. 

Jahrgang  1857.  Band  XXV.  Heft2.  K  reih  üeber  zwei 
Reihen  meteorologischer  Beobachtnngen  in  den  .afrikanischen  ftüs* 
sionsoStationen  Chartum  und  Gondokorö.  (Ein  sehr  lehrreicher  Auf- 
satz über  die  Beobachtungen  an  zwei  so  entfernten  Stationen»  von 
denen  die  erstere  am  Znsammenflusse  des  blauen  und  weissen 
Nils,  die  letztere  am  weissen  Nil  Hegt.  Die  Beobachtungen  sind 
von  dem  verstorbenen  Missionär  Dovyak  ausgeführt,  und  Herr 
Kr  eil  sagt  mit  Recht,  dass  diese  Beobachtungen  hauptsSchlleh 
deshalb  von  besonderem  Interesse  sind,  weil  sich  in  ihnen  der 
Einfluss  der  Wüste  deutlicher  ausspricht,  als  man  aus  den  bisher 
bekannten  Beobachtungen  der  afrikanischen  Stationen,  die  sämmt- 
lich  am  Meere  liegen,  entnehmen  konnte.)  S.  476.  —  Grailioh 
und  Bandit  Not»  »er  den  Zasamroenbatig  zwischen  der  Aende- 
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ning  der  Dichten  und  der  Brechungs- Exponenten  in  Gemengen 
von  Flüssigkeiten.  8.615.  —  Benedikt:  Ueber  die  Abhängigkeif 
d^B  eiekfrisciien  Lnfh^MerBtawles  wem  det  CrSsse  wid  Dauer  des 
Stromes.    S.  UM. 

Jahrgang  1867.  Band  XXVi.  Petzval:  Bericht  über 
dio|^triflG)i^  UntecsfK^qngQn.  Fortsetzung.  •  (Wir  haben  achon 
frfibor  auf  das.  gf oasa  Interesse^  velchea  diese  Berichte  Aber  die 
dioptrischen  Unterauebungen  des  Herrn  Professor  Petsvai  ge- 
wli^ren»  bmgewieseo,  und  machen  von  Neuem  auf  dieselben  auf* 
merks^m»  Es  iatae^r  lu  wanscheo^  das«f  der  Herr  Verfasser  daa 
gr«saa  Werk  über  diese  langjährigen  UntersuchuBgeu^  mit  dessen 
Anaarbei^uag  er  beschäftigt  ist,  bald  der  Oeffentlicbkeit  öbergebe. 
Ef  wird  sich  all»  Matfieraatiker  und  Physiker  zu  besonderem 
Danke  vorpflicbten.)  S.  33«  —  Oeltaen:  Argelaader's  Zonen« 
BeobachtungeQ  vom  K).  bis  31.  .Grade  sfidlicher  Declination  in 
mittlaren  Positionen  fiir  18S0.  0-  (Ej^ate  Abtheiiung  Ton  0*  bis  4^.) 
S*  16L  -^  Pohl:  {Jeher  den  Gebrauch  des  Thermo -Hypsometers 
av  eb€miiscbeQ  und  phyaikalischeo  Untersuchungen.  8.229.  — 
Ditacbeiajer:  Ueber  die  grapliische  Kretsmethode.  (Für  alle, 
die  sich  für  Krystallographie  interessiren ,  sehr  lesensiverth). 
8.279.  —  Bdhm:  Oeber  Pendel  mit  Quecksilber •Compensation* 
(Ffir  die  genauere  Ber^bnungv  solcher  Pendel  wichtig.)  S.  346.  — 
Spitzer:  Integration  verschiedener  linearer  üifferentialgleiehnngen. 
S.  449.  —  8pitz'#r^Benferi^lngen  Ober  Integration  linearer  fiiffe- 
renUälgleichungen  mit  Coefficienten,  die  l»^uglieh  iler  nnabhängi*' 
gen  Tarrablen  von  der  erstell  Potenz*  sind.  S/4791  (lo  dieee« 
be!dep  ausfUhrliehen  Afcfcandhingen  lierhandelt  der  Serr  VerAMer« 
iin  Anschlüss  an  seine  oben  angezeigte  Abhandhing  In  Band  XXV. 
8.  3lt  mehrere  spedette  DiffiBrentialgleichongen»  die  als  vortvefliche 
Beispiele  dienen  kSnneif»  und  sehr  vierdteoen/  dass  die  Anfmevksan* 
keft  auf  diese  und  andere  ähnifohe  Arbeiten  des  Herrn  Verfassers, 
der  ja  allen  Le^etfi  des  Archivs  bekannt  genug  ist,  hingeleiikt 
werde.) 

Jahrganiir  1857.  Band  XXVII.  Heft  I.  Graillch  und 
V.  Lang:  Untersuchungen  fiber  die  physikalischen  Verhfiltnlssd 
kryataKsirter  Kdrfker.  8.  3^  ^*-  Caetmak:  U^het  dasApcemo*. 
dathinsphbsphen.  B.79^  *^  0#ltsan.:  Argtlander's  Zonen-Beob« 
aeMongen.  ffoHmtznag.  Zitdfte  AbthalliiBi  Ton  6*  bi«  7^  8^  81, 
—  V.  Lang,  Handl  und  Murmann:  Kryatallographiache  V^r-. 
tersuchnngen.  8. 171.  <*  Langer:  Ueber  incongruente  Charnier* 
Gelenke.  8. 182.  —  v.  Banm^artner:  Von  den  aifgemeinen 
Eigenschaften  der  Kräfte  in  der  unorganischen  Matur  und  ihrer 
Bedeutung  in  der  unorganischen  Naturlehre.  '  (Sehr  tesenswerthe. 
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tief  in  da#  eigeRtlicbe  Wesen  der  Kräfte  eiogehende  ond  einflih- 
i(eiide  Untersuchuiigeo.)    S.203. 

*    (Lieider.  M  «M  die  Ferteetemig  dioeee  Bandee  noch  »idil 
Bugegaogen  und  wird  daher  später  angeselgt  werden). 


Von  'Baod  XXVIII.  an  haben  diese  so  Vieles  TreffHche  ent- 
haltenden Sitzangsberichte  eine  andere  sehr  zweckmSssige  Eioricb- 
tung  erhalten,  so  dass  jeder  Band  aus  0  Heften  besteht»  tob 
denen  jedes  auf  eine  besondere  Sita^ang  der  Akademie  Bezn^  hat. 
Diese  neue  Einrichtung  Ist  auch  deshalb  sehr  zweckmässig»  weil 
diese  kleineren  Hefte  leichter  und  mit  weit  geringeren  Kosten  als 
die  firflberen  grosseren  Abtbeilungen  bezogen  werden  ktanen,  da 
jedes  einzelne  Ueft  nur  I  Gulden  C.  H.  kostet,  so  dass  also  ein 
Jeder  sich  leicht  in  den  Besitz  einer  einzelnen  ihn  besonders  in* 
teressirenden  Abhandlung  setzen  kann.  Uebrigens  kommen  von 
den  grosseren  in  den  Sitzungsberichten  und  den  Denkschriften 
eiithaltenen  Abbandlungen  auch  Separatabdräcke  In  den  Buch- 
handel. Dieser  neueren  Einrichtung  der  äitzungsberiehte  werden 
slcli  von  ^  jetzt  an  auch  unsere  Anzeigte  derselben  anschBesaeB. 


BandXXVni.    1858. 

Nr«l.  Kndelka:  Deber  BrttckeVa  Lautsystem*  S.3.  — 
BrAeke;  Nacks«hrift  zu  Professor  J.  Kqdelka*s  Abbandlnni^ 
betitelt:  „Ueber  Herrn  Dr»  Brücke's  Lautsystem''  nebst  einigen 
Beobachtongen  Aber  die  Sprjtcl^e  bei  Mangel  des  Gaumensegels. 
S.62.  (Wenngleieb  diese  ^^kandlungen  weniger  in  den  Kreis 
des  Archi?s  gehören  j  so  weisen  wir  doch  namentlich  Lehrer  an 
Seholen  auf  dieselbe  bin«  fOr  die  sie  vielfach  lehrreich  und  in* 
t^essant  sein  werden.)  —  Ditschelner:  CJeber  die  graphische 
PesabeU  Methode  (Krystallographlsch,  s.  oben  Aber  die  Kreis* 
Methode.)    8. 03. 

Nr.  2.  D*ltscheiner:  Ueher  die  graphische  Hyperbel-tte- 
tbode'CS.  vorher.)    8.134. 

Nr.  3.  Keslhaber:  Ueber  das  Wetterleuchten.  8.177. 
(Dieser  ausgezeichnete  Aufsatz  ist  im  ArcUv.  Tbl.  XXXL  Heft  3. 
yollsMndig  mitgetbellt  werden.)  8. 1A3.  «—  Ditsebeiner;  Deber 
die  Zonenflicben.    8.  20L 

Nr.  4.  Petzval:  Üeber  Herrn Spitzer's  Abhandlung:  Die 
Integration  mehrerer  Differential  •Gleichungen  betreffend,  und  die 
darin  erhobenen  Prioritäts- Ansprüche.    S.  253.  —  Boutf:  Ueber 
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die  Erdbeben  im  Beeeiaber  1857,  daiiD  im  Jlimer  und  Februar 
185a    S.32L 

Mr.  5.  Zant^deecbi:  DeHe  Itingheraa  delle  ende  aeree, 
della  loro  velodtä  nelle  caime  a  bocca,  e  dell'  inflnenca  che  eaer* 
citano  i  Tarii  elementi  suila  ioro  totialHä.  Memoria  VII.  S.327.— 
Derselbe:  8tiidio  critico-aperimentale  del  metodo  comaoemente 
seg;nito  dai  fisici  nella  determinazione  dei  nodi  e  Teiitri  delle  co« 
loone  «eree  vibraoti  entro  caime  a  bocca.    Memoria  VIII.    8.  341. 

Nr.  6.    Cserraak;  fJeber  reine  nnd  naaaürCe  Vecale* 

Band  XXIX.  18S8. 

Nr.  7.  Petasval:  Bericht  Aber  eine  Abhandlung  des  Dr.  Ante n 
M  filier,  Profeeaor  der  Mathematik  in  Zflrieh.  (Die  Abhandlung 
ffihrt  den  Titel:  Grundgesetze  der  Confignration  der  al- 
Kebraiachen  Ciirven  und  ist  in  zwei  Alitbeilungen  getheilt: 
1.  Die  fondameatalen  Eigenschaften  der  algebraischen  Gebilde  über- 
baifpt.  II.  Die  Grundgesetze  der  Goufigurafioa  der  algebraischen 
Curven.)  8.  40.  --*  Spitzen  Nene  lntegrations*Metbode  Ar  Diffe- 
renzen-Gleichungen, deren  Coefficienten  ganze  algebraische  Fuoc< 
tionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  sind.  (Diese  verdienst- 
liche Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  AuflSsung  der  Gleichung 

-3r-n^+«)+-x„-i/ta?+ii-i)+....+jr4/'(±+i)+jroA(ar)=o, 

in    welcher  Xn'9  JT«-!».»..^!,  Jfo   ganze  rationale  algebraische 
Functionen  von  x  sind.)    S.  53. 

Nr.  8.  Petzvah  Deber  die  Schwingungen  gespannter  Saiten, 
(in  diesem  interessanten  Bericht  über  eine  grossere,  für  die  Denk- 
schriften bestimmte  Abhandlung,  zeigt  der  verdiente  Herr  Verfasser 
an,  dass  es  ihm  gelungen  sei,  das  berühmte  Problem  von  den 
Schwingungen  gespannter  Saiten  in  sehr  einfacher  Weise  mittelst 
Zuhfitfenahme  von  Formeln,  welche  Di scontinui täten  darzustellen 
ge^gnet  sind,  zu  lösen.  Auf  die,  wie  gesagt,  fdr  die  Denkschriften 
angekündigte  eigentitche  Abhandlung  sind  wir  sehr  begierig.) 
S.160.  —  Oeltzen:  Argelander's  Zonen<Beobachtungen.  (Vierte 
Abtheilung  von  12^  bis  15^)    S.  177. 

Nr.  9.  V.  Banmgartner:  Ein  Fall  ungleichzeitiger  Wie- 
derkehr des  Sehvermi^eos  för  verschiedene  Farben.  (Rine  in- 
teressante kurze  Mittheilung.)  S.267.  —  v.  Tschudi:  Beobachtun- 
gen über  Irrlichter.  8.269.  —  Grailich  und  Weiss:  Ueber  das 
Singipo. der  Flanunen.  8«  271«  —  Friesach:  Geographische  und 
magnetische  Beobechtungen;  in  Nord  -  und  Süd  •  Amerilka»  angestellt 
/n  den  Jahren  I8S6  uud  mi.    S.285, 

4* 
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Nr.  11  *).  BObm:  UDtersuchuiigen  Ober  das  atflioffphirivclie 
OzoiK  S.409.  —  Schabns:  Krystaikgraphisebe  UntonioehoHgen. 
8.44i.  --  L&wy:  Ueber  die  Babo  der  Evgenia.  &450.  —  Oel- 
txeii:  Argelander*6  Zonen  -  Beobacbtungeii«  (Portaetaong.  PflDfte 
Alitheilung  von  16»  bia  18».)    S.,450* 

Nr.  12.  Haidinger:  Aus  einem  Scbreiben  des  Herrn  Maary 
In  Wasbington  an  Herrn  Dr.  Scb erzer.  S. 529.  —  Precitel: 
Die  geographische  Verbreitung  der  Gewitter  In  Mittel  -  Europa  im 
Jahre  1856,  ao  wie  über  die  gegenaeitige  Beziebuug  awlscben 
dem  Auftreten  der  Gewitter ,  der  Temperatur ,  der  Windrichtong 
nnd  dem  Barometeratande.  8.533.  —  Caermak:  ünteranchau- 
gen  mit  Garcia*a  Kehlkopfspiegel.    S.  557.  etc. 

*    Band  XXX.    1858. 

Nr.  15.  Haidinger:  Drei  Briefe  von  der  k.  fc.  Fregatte  »»No- 
vara''  von  Singapore  erhalten.  8.175.  —  Hirsch:  Deber  die 
8onnenfin6terni8s  am  18.  Juli  1860.  S.  200.  -*  Bauer:  Beitrag  aar 
nSheren  Kenntniaa  der  Ursache  des  Erhärtens  der  Hurtel  beim 
Altern.    8.226. 

Annall  di  Matematica  pora  ed  appücata  pnbbiieati 
da'  Barnaba  Tortollni  e  compiiati  da  E.  Beltl  a  Pisa, 
F.  Brioscbl  a  Pavia,  A.  Genoechi  a  Torino»  B.  Tortollni 
a  Roma.    4<».    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXUi.  8  8.) 

Nr.  5.  (Settembre  e  Ottobre.  1858.)  Proprietä  dei  centri  coo- 
jijgati  principali  e  dei  piani  principali  conjugati»  dedotte  dalla 
considerazione  degli  assi  dei  pennelli  luminosi,  ed  applicaslooe  di 
ensi  al  calcolo  degli  stromenti  ottici  composti  dl  piü  lenti  delle 
cui  grossez'ze  si  debba  tener  conto.  Nota  dei  Prof.  O.  F.  Mos* 
sotti.  p.265.  —  Sülle  linee  dei  ters*  ordine  a  doppiä  curvatura. 
Nota  dei  Prof.  Luigi  Cremona  (Continnazione  e  fine).  p.278. — 
La  teorica  dei  covarianti»  e  degli  invariauti  delte  forme  blnarie  e 
le  sue  principali  applicazioni.  Monografia  dei  Prof.  Francesco 
Brioscbl.  p.  296.  —  Sulla  risolozione  algebrica  dell*  eqaaaionl 
dei  terso  e  quarto  grado.  Studii  dei  Prof.  Barnaba  Tortoliai. 
p.310. 

Rivlst»  biblloipralle».    Sopra  le  funzioni  simmetriche  deUe 


•)  Wir  bemerken  hier  ein  für  allemal,  daee,  wenn  dfe  Reibe  der 
Nammem  Irgendwo  nnterbrocben  Ut,  die  fehlesd«a  Nomneta  Mae  la 
den  Kreie  de«  Archive  gehörende  AnfeaUe  «ntbalten. 
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»tuet  ii  «na  «qMiioiie.  ArÜMlo  del  Pr^f.  Enrico  BnttL  p. I 
—  iSnUa  iteokiiiMM  ddio  eqnnsioni  del  quinlo  gndo:  (appendice 
air  artioolo  V.  No.4.  p.2B6)  articolo  dal  Prof.  F«  Brioacbl 
p.SM.  —  PttUMicaaioBi  facenli.  p.32& 

Bulletina  de  TAcad^mie  Royale  dea  aciencea,  dea 
lettrea  et  d  ea  beaux-arta  de  Belgiqne.  (Vergh  Literar. 
Ber.  Nr.C.  8.7-) 

Wir  alod  erat  jetst  im  Stande,  die  Fortaetanag  dieaer  wich- 
tigan  Schriften  einer  der  eraten  und  thätigaten  Akademiea  der 
Wiaaenaehaften  anzozeigea,  weil  nna  die  betreffenden  Theile  nacb 
ISngerer  Unterbrechttag  erat  vor  Kuraeai  sugegangen  aind« 

Tome  XXII.  II"*«  PaHie.  1855.  Sur  un  memoire  de  M.  Mab* 
mond»  relatif  aa  calendrier  judaTqoe  actuel.  Rapport  de  M.  Lia- 
gre.  p.3.  Rapport  de  M.  Quetelet.  p.  8.  —  Sur  la  probabliitd 
de  l'existence  d*ttne  cause  d'erreur  riSguli^re  dana  une  a^rie  d*ob« 
aervatioiis.  Memoire  de  M.  Liagre.  Rapport  de  M.  Lamarie. 
p. 9.  —  Magn^tiame  terreatre.  M.  Quetelet  communiqoe  quel- 
que  d^terminations  nouvellea  du  magn^tiame  terreatre»  que  M. 
Mahmoud  a  priaea  r<$ceroment  k  Bruxellea.  p.  14.  —  8nr  la  pro- 
babilit^  d*une  cauae  d'erreor  r^guli^re  dana  une  adrie  d'obaerva« 
tlona;  par  M.  Liagre.  p.  15.  —  Sur  l'adrolitbe  tomb^  k  St.-Oeoia- 
Weatrem.  Notice  deM.  Duprez.  p.  54.  —  Sur  Faberration  diurne 
en  asimut  et  en  hauteur;  par  M.  Liagre.  p.  87.  —  La  cauae  de 
la  acintillatlon  ne  diSriverait-elle  poiot  de  pbdnom^nea  de  rerrac- 
tion  et  de  diaperaion  par  Tatmosph^re?  Mdmoire  de  M.  M on- 
tigny.  Rapport  de  M.  Plateau,  p.  347.  —  ^toilea  filantea  pd- 
riodiquea  du  moia  d*aodt.  p.357.  — >  Integration  d'on  ayat^me  de 
cinq  dquationa  aux  d^rivdea  partiellea,  qui  ae  prdaente  dana  la 
tranaformation  de  pluaieura  probidmea  de  gdometrie  et  de  pbyai* 
que  matbdmatique ;  par  M.  Ign.  Carbon  eile,  p.652. 

Tome  XXlIi.  I*^  Partie.  1866.  Recherchea  expdrimentalea 
aur  lea  figurea  d'dquiiibre  d*une  maaae  liquide  aana  peaanteur: 
3^«  adrie;  par  M.  Plateau.  Rapport  de  M  Mau4.  p.4.  —  Sur 
une  nouYclIe  mdtbode  de  conduire  et  de  caiculer  lea  triangulationa 
gdoddifiquea.  Memoire  de  H.  P.  E.  Biver.  Rapport  de  M« 
Liagre.  p.  88.  — •  Note  aur  le  tbdordme  inverae  de  Bernoulli; 
par  M.  Meyer.  Rapport  de  M.  Braaaeur.  p.97.  ^  Mdmoire 
aur  uoe  nourelle  mdtbode  de  conduire  et  de  caiculer  lea  triangu« 
lationa  gdoddaiqoea ;  par  M.  P.  £•  Bi?er.  p.90*  —  Note  aur  le 
tbdor^me  inverae  de  Bernoulli;  par  A.  Meyer.  p«148.  —  Hor- 
loge  dlectrique  de  M.  6oe tmakera.    Rapport  de BL  A.  De  Vanz. 
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p.  ^269.  ^  NÄto  6iit  kl  plioiphl>r6«eeili^  de  h  Bcig«»  «liMrrte  le 
5  d^ceühbre  M»6;  par  M.  M.  «haye.  p-SM.  ~  8or  fai  adatilb- 
tion  lies  dtoiles.  (Letire  k  M.  A.Qaetelet  parM.  Cb.  OnrosT.) 
p.  347.  — -  Note  conteoant  une  döfnonatration  aiMivdle  du  Ihöartoe 
de  Bernoulli;  par  M.  A.  Meyer*  Rapport  de  M.  Braaaear. 
p.  349.  —  Inclinaidoq  et  d^clinaiaoD  de  raiguille  ,aiinant^ ;  par  H. 
Eroest  Quetelet.  p. 350.  — ^  Note  sur  Mea  liinitee  qae,  daas 
Vetat  actuelle  de  nos  connaissancea,  ou  peut  assigoer  ä  la  rota- 
tion  d'Uranus;  par  M.  Houzeau.  p.  351.  —  Sur  la  scintillafioo 
des  ^foHes.  Lettre  a  M*  Quetelet  pta#  M.  Dofoor.  p.306.  — 
Rapport  snr  on  trarail  de  M.  Montlgny  itiütoM:  Addittoas  an 
mdmolre  sur  la  soltitillatiei^  par  M.  PAatean^  p.  731.  •—*  Smi  vn 
memoire  de  M.  Meyer.  Rapport  de  Vk*  J*  fi.  firasseiir.  p.734. 
— -  Sories  tb^orles  r^centes  de  la  coiLstitution  des  veines  liquides 
lanc^es  par  les  orifices  circolaires,  par  J.  Piateao.  p.  737» 

(Die  Fortsetzung  folgt  im  nficlisten  Hefte.) 
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